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Vorrede. 

Als  ich  bei  der  Veröffentlicliuiig  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes 
in  Aussicht  stellte^  ihr  die  zweite  Abteilung  baldmöglichst  nachfolgen 
lassen  zu  wollen,  habe  ich  nicht  geglaubt,  daß  achtzehn  Jahre  ver- 
gehen würden,  bis  es  mir  gelänge,  diesem  Versprechen  nachzukommen. 
Es  sind  —  neben  anderweitigen  Umständen  —  nicht  allein  die  Studien 
und  Arbeiten,  deren  ich  zur  Ausarbeitung  meiner  übrigen  in  diesen 
Jahren  erschienenen  Werke  bedurfte,  welche  die  Ausführung  meiner 
Absicht  solange  verhindert  haben;  vornehmlich  war  es  der  Umstand, 
daß  inzwischen  die  Forschungen  namentlich  Minkowskis,  aber  auch 
anderer  Gelehrten,  welche  sich  auf  den  von  mir  darzustellenden  Ge- 
genstand bezogen,  ihn  in  stetem  Flusse  und  reicher  Entwicklung  er- 
hielten, und  es  mir  daher  wünschenswert  und  geraten  schien,  erst 
einen  passenden  Abschluß  derselben  zu  erwarten.  Dieser  ist  ja  dann 
in  sehr  beklagenswerter  Weise  durch  das  vorzeitige  Ableben  Min- 
kowskis bis  auf  weiteres  eingetreten  und  brachte  Plan  und  Aus- 
führung meines  Werkes  endlich  zur  Reife. 

Das  Problem  der  Reduktion  der  quadratischen  Formen,  der  diese 
zweite  Abteilung  ihrer  „Arithmetik'^  gewidmet  sein  soUte,  hat  unter 
den  Händen  jener  wie  schon  früherer  Forscher  eine  ganze  Reihe  an- 
derer Fragen  und  Beziehungen  von  großem.  Interesse  herbeigeführt 
und  geknüpft,  die  im  Zusammenhange  zu  behandeln  diese  Abteilung 
sich  vorgesetzt  hat.  Dahin  rechnen  die  Fragen  nach  dem  Minimum 
quadratischer  Formen,  nach  den  sogenannten  Grenzformen  oder  den 
formes  extremes,  nach  den  von  Minkowski  so  bezeichneten  ;,Dio- 
phantischen  Approximationen^^,  d.  i.  der  Annäherung  gegebener  Aus- 
drücke mit  mehreren  Unbestimmten  an  die  NuU,  nach  der  Annähe- 
rung durch  rationale  Brüche  an  eine  oder  mehrere  gegebene  Irratio- 
neHen,  nach  den  arithmetischen  Charakteren  der  algebraischen  Zahlen 
u.  dergl.  mehr.  Zwei  Forscher  vornehmlich  sind  es  gewesen,  die  hier 
die  reichsten  Ergebnisse  geliefert  haben:  Charles  Hermite  und 
Hermann  Minkowski,  und  die  Herleitung  ihrer  Ergebnisse  bildet 
den  eigentlichen  Grundstock  meiner  Darstellung,  dem  freilich  mannig- 
fache Arbeiten  anderer  anzugliedern  und  einzufügen  waren,  um  das 
Ganze  zu  bilden.  Von  zwei  ganz  verschiedenen  und  doch  im  Grunde 
eng  verbundenen  Gesichtspunkten  aus  haben  jene  beiden  großen  Ma- 


Yl  Vorrede 

thematiker  die  gedachten  Probleme  zu  bewältigen  gesucht;  Her  mite 
auf  algebraischer  Grundlage  mittels  seines  Algorithmus  der  soge- 
nannten reduction  continuelle,  d.  h.  der  Reduktion  von  Formen  mit 
veränderlichen  Parametern  für  alle  Wertsysteme  der  letzteren,  Min- 
kowski, angeregt  und  ausgehend  zwar  von  Hermites  schönen  Er- 
gebnissen^ aber  tiefer  nach  ihren  Gründen  forschend^  von  der  zahlen- 
geometrischen Vorstellung  der  allgemeinen  Zahlengitter  aus  und  be- 
sonders mittels  der  Eichfiäche  seiner  sogenannten  Strahldistanzen, 
in  der  er  den  eigentlichen  Quellpunkt  der  bezüglichen  Untersuchungen 
fand.  Es  bietet  ein  eigentümliches  Interesse  dar,  das  Verhältnis,  in 
welchem  diese  gewissermaßen  parallel  laufenden  Untersuchungen  zu- 
einander stehen,  zu  verfolgen  und  darzustellen;  inwieweit  letzteres 
von  mir  erreicht  worden  ist,  muß  der  Leser  entscheiden. 

Ausführlich  sonst  hier  auf  den  Inhalt  des  Buches  einzugehen,  kann 
unterbleiben  und  in  dieser  Hinsicht  auf  das  Inhaltsverzeichnis  verwiesen 
werden.  Es  trifft  sich  eigen,  daß  mitten  unter  unseren  Kämpfen  gegen 
Ost  und  West  ich  bei  der  Ausarbeitung  meines  Werkes  genötigt  ge- 
wesen bin,  vornehmlich  die  Ergebnisse  von  Forschern  des  Westens 
und  des  Ostens  zur  Darstellung  zu  bringen.  Wenn  so  dies  Buch  jene 
deutsche  Art  bekundet,  die  wiUig  annimmt  und  anerkennt,  was  fremde 
Kultur  an  Tüchtigem  darzubieten  hat,  so  trägt  es  vielleicht  durch 
innerliche  Verbindung  der  behandelten  Forschungen  doch  auch  den 
tieferen  Zug  deutschen  Geistes,  der  in  der  voUen  Erfassung  des  Zu- 
sammenhanges der  Dinge  das  eigentliche  Ziel  wissenschaftlichen 
Strebens  und  seine  Befriedigung  sieht 

Weimar,  März  1916 

Paul  Badunann. 
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Aus  den  18  Jahren,  von  denen  mein  verstorbener  alter  Freund  in 
seiner  Vorrede  zu  diesem  Werke  spricht,  ist  durch  die  Ungunst  der 
Verhältnisse,  unter  denen  wissenschaftliche  Veröffentlichungen  wäh- 
rend des  Krieges  gelitten  haben  und  in  noch  weit  höherem  Maße  seit 
dem  Schandfrieden  zu  leiden  haben,  ein  volles  Vierteljahrhundert  ge- 
worden. Mit  großer  Betrübnis  erfüllte  es  Bachmann,  als  der  Ver- 
lag im  Jahre  1916  ihm  sein  Manuskript  zurücksandte,  da  die  Druck- 
legung damals  nicht  geraten  erschien,  und  er  nun  seine  Arbeit  im 
Schreibtische  ruhen  lassen  mußte  mit  immer  geringer  werdender 
Wahrscheinlichkeit,  das  Erscheinen  des  Buches  noch  zu  erleben.  Bis 
zu  seinem  Tode  im  Frühjahr  1920  hat  er  sich  viel  mit  dem  Manu- 
skripte beschäftigt  und  noch  manche  Verbesserung  eingefügt.  Das 
Schicksal  desselben  lag  Bachmann  besonders  am  Herzen;  ich  bin 
kein  einziges  Mal  in  jenen  Jahren  bei  ihm  gewesen,  ohne  daß  er  mich 
gebeten  hat,  nach  seinem  Tode  für  die  Drucklegung  des  Werkes  zu 
sorgen  und  die  Herausgabe  selbst  zu  übernehmen.  Wie  er  befürchtet 
hatte,  war  es  ihm  nicht  vergönnt,  die  Entscheidung  über  das  Schick- 
sal seines  Werkes  zu  erleben;  eine  um  so  größere  Freude  ist  es  mir, 
seinen  letzten  Willen  haben  erfüllen  und  das  mit  dem  Bilde  seines 
Vm-fassers  geschmückte  Werk  den  Forschern  und  Freunden  der 
Zahlentheorie  übergeben  zu  können. 

Ein  Bild  von  Bachmanns  Leben  und  Wirken  habe  ich  in  dem  Gre- 
dächtnisworte  gegeben,  mit  dem  ich  der  zweiten  Auflage  seiner  Grund- 
lehren der  neueren  ZaUentlieorie  (Berlin  1921)  das  Geleit  gab.  Indem 
ich  auf  jenes  verweise,  kann  ich  mich  hier  darauf  beschränken,  kurz 
das  Verhältnis  zu  skizzieren,  in  dem  die  selbständig  erschienenen 
Werke  Bachmanns,  deren  Titel  zum  Teil  nur  wenig  verschieden 
lauten,  zueinander  stehen.  Dabei  kann  abgesehen  werden  von  seiner 
Dissertation  {de  suistitutionum  methoda  theoria  meditationes  quaedam, 
Berlin  1862),  von  seiner  wichtigen  Habilitationsschrift  (de  unifatum 
complexarum  theoria ,  Breslau  1864)  und  von  der  ,yTheorie  der  kom- 
plexen Zahlen^'  (Berlin  1867),  deren  Inhalt  in  sein  eigentliches  Le- 
benswerk, die  mit  diesem  Bande  zum  Abschlüsse  kommende  sechs- 
bändige „Zahlentheorie^^  Aufnahme  gefunden  haben. 

Der  Verwirklichung  des  während  seiner  akademischen  Lehrtätig- 
keit   schon    gefaßten    großen    Planes,    eine    Gesamtdarstellung    der 
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Zalilentheorie  in  ihren  Haiiptteilen  zu  yerfassen,  konnte  Bachmann 
erst  nach  seinem  Ausscheiden  aus  dem  akademischen  Lehramte  im 
Jahre  1890  nähertreten.  Wie  er  in  dem  VorAvorte  zum  ersten  Teile 
dieses  Werkes,  den  ^^Elementen  der  Zahlentheorie^^  ausdrücklich  her- 
vorhebt, war  es  nicht  seine  Absicht,  ein  Kompendium  dieses  Wissens- 
zweiges zu  geben,  in  dem  alles  zu  finden  wäre,  was  erreicht  und  ver- 
öffentlicht war,  und  wie  ein  solches  in  Dicksons  vortrefflicher 
history  of  the  theory  of  nmnbers  jetzt  vorliegt,  sondern  er  beabsichtigte 
vielmehr  in  einer  Reihe  von  Einzeldarstellungen  Bilder  zu  entwerfen^ 
welche  die  einzelnen  Gebiete  der  Zahlen theorie  in  ihrem  wesentlichen 
Inhalte  und  ihren  charakteristischen  Zügen  übersichtlich  zeichnen 
und  von  den  hauptsächlichen  Forschungen  Kenntnis  geben  sollen. 
Dank  seiner  umfassenden  Kenntnis  und  Beherrschung  der  zahlen- 
theoretischen Literatur,  seiner  ausgezeichneten  Gabe  einer  künst- 
lerisch vollendeten  Darstellung  konnte  Bachmann  der  Ausführung 
eines  so  groß  angelegten  Planes  nähertreten  und  ihn  vortrefflich 
durchführen.  Ein  solches  Bild  lag  bereits  in  seinen  1872  erschienenen 
„Vorlesungen  über  die  Lehre  von  der  Kreisteilung^^  fertig  vor,  das 
als  dritter  Teil  der  Gesamtdarstellung  der  ^^Zahlentheorie'  eingefügt 
ist.  Die  einzelnen  Teile  dieses  Werkes  hat  Bachmann  in  den  Vor- 
reden zu  denselben  ihrem  Inhalte  und  Zwecke  nach  kurz  skizziert, 
weshalb  sich  dies  hier  erübrigt.  Die  drei  ersten  Teile,  der  fünfte  Teil 
und  die  erste  Abteilung  des  vierten  Teiles  waren  bis  zum  Jahre  1905 
erschienen,  während  die  Fertigstellung  dieser  zweiten  Abteilung  des 
vierten  Teiles  sich  aus  den  in  der  Vorrede  angegebenen  Gründen  so 
lange  hinauszögern  mußte.  Für  den  letzten  sechsten  Teil,  der  die 
speziellen  Zahlenkörper  behandeln  sollte,  hat  Bach  mann  nur  Vor- 
arbeiten geringen  ümfanges  hinterlassen,  da  ihm  andere  Veröffent- 
lichungen nicht  genügend  Zeit  dafür  gelassen  hatten.  So  sehr  be- 
dauerlich es  ist,  nicht  auch  über  dieses  Gebiet  eine  Darstellung  von 
Bachmanns  Meisterhand  zu  besitzen,  so  wird  bei  dem  Charakter  des 
ganzen  Werkes  sein  Wert  dadurch  nicht  im  geringsten  beeinträchtigt. 
Im  Gegenteil  wird  Bachmanns  Zahlentheorie  ihre  hohe  wissenschaft- 
liche Bedeutung  und  damit  den  ihr  gebührenden  Platz  in  der  zahlen- 
theoretischen Literatur  stets  behalten.  Deshalb  ist  es  nicht  über- 
raschend, daß  von  den  ersten  drei  Teilen,  trotz  des  verhältnismäßig 
kleinen  Kreises  von  Freunden  der  Zahlentheorie,  bereits  anastatische 
Neudrucke  nötig  geworden  sind. 

Die  übrigen  Bücher  Bachmanns  können  als  Supplementbände  zu 
dieser  Gesamtdarstellung  der  Zahlentheorie  angesehen  werden.  Von 
ihnen  erschienen  seine  Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationcümhlen 
im  Frühjahr  1892  noch  vor  dem  ersten  Teile  des  großen  Werkes,  der 
im  Herbste  1892  erschien.    Ganz  besonders  aber  kann  Bachmanns 
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zweibändigesWeY'k  Niedere  ZahUntlieorie,  das  durch,  seine  zwei  Artikel 
fdr  die  Enzyklopädie  der  mathematisclien  Wissenschaften  (1902)  ver- 
anlaßt worden  ist,  als  eine  Ergänzung  jenes  ersten  Teiles,  der  JEle- 
mente  der  Zahleniheorie  betrachtet  werden,  wie  es  von  Bach  mann 
selbst  auch  geschehen  ist.  Der  erste,  der  multiplikativen  Zahlen- 
theorie gewidmete  Band  (Leipzig  1902),  gibt  nicht  nur  eine  anders- 
artige Behandlung  der  Elemente,  sondern  weiter  zahlreiche  speziellere 
Untersuchungen,  eine  sehr  eingehende  Theorie  der  quadratischen  Reste 
und  die  Theorie  der  höheren  Kongruenzen.  Der  zweite  Band  der 
Niederen  Zahleniheorie ,  die  additive  Zahlentheorie  (Leipzig  1910),  ist 
aber  nicht  nur  Supplementband,  sondern  füllt  darüber  hinaus  eine 
große  und  sehr  fühlbare  Lücke  in  der  zahlentheoretischen  Literatur 
aus;  in  ihm  finden  sich  zum  ersten  Male  Untersuchungen  zusammen- 
gefaßt, die  zum  Teil  von  den  größten  Mathematikern  herrühren, 
bis  dahin  nur  sehr  verstreut  an  den  verschiedensten  Stellen  zu 
finden  und  daher  teilweise  recht  schwer  zugänglich  waren.  Für 
diese  schönen  und  interessanten  Untersuchungen  hat  Bachmanns 
Darstellungskunst  trotz  des  losen  Zusammenhanges  der  einzelnen 
Probleme  meistens  ein  einigendes  Band  durch  die  Art  der  Problem- 
stellung und  die  benutzten  Gedankenketten  zu  schaffen  gewußt. 
Bachmanns  letztes  Buch,  Das  FermaiproUem  in  seiner  bisherigen 
Entwicläung  (Berlin  1919),  das  er  in  der  trübsten  Zeit,  die  Deutsch- 
land je  erlebte  und  unter  der  er  als  aufrechter  nationaler  Deutscher 
schwer  litt,  verfaßt  hat,  gehört  eng  zu  seiner  eben  erwähnten  addi- 
tiven Zahleniheorie,  deren  letztes  Kapitel  es  erweitert  und  fortführt. 
Das  Problem  des  sog.  großen  Fermatschen  Satzes  hat  für  den  ernsten 
Forscher  ein  ungewöhnlich  großes  geschichtliches  und  wissenschaft- 
liches Interesse,  da  ihm  gerade  wichtigste  und  interessanteste  Fort- 
schritte der  zahlentheoretischen  Forschung  zu  danken  sind,  durch  die 
in  erster  Linie  die  Vorherrschaft  Deutschlands  in  der  Zahlentheorie 
über  alle  anderen  Länder  festgehalten  worden  ist. 

Auch  das  in  der  Sammlung  Schubert  zuerst  1907  erschienene  Werk 
Grundlehren  der  neueren  Zahleniheorie,  von  dem  1921  eine  neue  Auf- 
lage nötig  wurde,  darf  als  Ergänzung  seiner  großen  Zahlentheorie 
angesprochen  werden.  Es  enthält  keine  Wiederholung  der  Elemente 
aus  den  oben  genannten  Werken,  sondern  behandelt  vielmehr  das 
Thema  in  moderner  Weise  und  geht  bis  zu  den  quadratischen  Formen 
und  den  Zahlenkörpern.  Baclimann  betont  in  dem  Vorworte  dazu  aus- 
drücklich, daß  ihm  nach  der  Abfassung  der  früheren  Werke  die  Über- 
nahme dieser  neuen  ihm  angetragenen  Aufgabe  nur  möglich  gewesen 
sei,  indem  er  den  Schwerpunkt  desselben  in  die  genannten  Höhen- 
punkte  verlegte,  wobei  ihm  durch  den  geplanten  Umfang  des  Buches 
allerdings  eine  gewisse  Beschränkung  auferlegt  war. 
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Bei  der  Herausgabe  des  vorliegenden  Bandes,  in  dem  sich,  überall 
Bacbmanns  liebevolle  Sorgfalt  und  seine  große  Kunst,  aus  zahllosen 
schwer  übersehbaren  Einzelarbeiten  eine  großzügige  zusammen- 
fassende Darstellung  herauszuarbeiten,  von  neuem  zeigen,  habe  ich 
mich  im  wesentlichen  auf  eine  nochmalige  Durchsicht  des  Manuskripts 
beschränkt.  Von  einem  Verwerten  und  Einarbeiten  neuerer,  seit  1916 
veröffentlichter  Arbeiten  über  quadratische  Formen  mußte  ich  zu 
meinem  Bedauern  absehen;  einerseits  hätte  durch  die  notwendig  sich 
ergebenden  Abänderungen  das  Werk  an  Bach  mann  scher  Eigenart 
Einbuße  erleiden,  und  andererseits  hätte  sich  das  Erscheinen  noch 
weiter  verzögern  müssen.  So  bietet  das  Werk  ein  in  sich  abgerun- 
detes und  geschlossenes  Bild  des  Standes  dar,  den  die  Forschung  über 
quadratische  Formen  im  Jahre  1916  aufwies  und  gibt  ein  überaus 
wertvolles  Hilfsmittel  für  die  wissenschaftliche  Weiter  arbeit  auf  diesem 
Gebiete,  auf  dem  noch  so  mannigfache  Fragen  ihrer  Lösung  harren. 

Dem  Verlage  ist  es  warm  zu  danken,  daß  er  trotz  der  Ungunst 
der  Verhältnisse  und  ihrer  nicht  vorauszuschauenden  Entwicklung 
im  Frühjahr  1922  meinem  Wunsche,  mit  dem  Drucke  zu  beginnen, 
stattgab.  Auch  der  Notgemeinschaft  deutscher  Wissenschaft  sei  an 
dieser  SteUe  für  den  gewährten  Beitrag  zu  den  Druckkosten  gedankt. 
In  bereitwilligster  Weise  hat  der  Verlag  meinen  Wünschen  bei  der 
Herausgabe  stets  entsprochen,  und  besonders  danke  ich  es  ihm,  daß 
er  sofort  bereit  war,  dieses  letzte  Werk  Bachmanns  mit  seinem  Bilde 
zu  schmücken.  Ferner  gilt  mein  herzlicher  Dank  meinem  Hilfs- 
assistenten, Herrn  cand.math.  G.Dittrich,  für  die  große  Sorgfalt  und 
unermüdliche  Arbeit,  mit  der  er  mich  beim  Lesen  der  Korrekturen 
unterstützt  und  das  Autoren-  und  Sachregister  angefertigt  hat. 

Leider  hat  sich  das  Erscheinen  des  Bandes  bis  jetzt  verzögert,  da 
meine  amtlichen  Pflichten,  besonders  die  Führung  des  Dekanats  im 
vergangenen  Studienjahre,  mich  zuerst  nicht  in  dem  erwarteten  und 
erhofften  Maße  der  Herausgabe  widmen  ließen. 

Misdroy,  im  August  1923. 
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Einleitung. 

Die  hauptsäcMichste  und  ursprüngliche  Aufgabe  in  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen^  wie  sie  in  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes 
behandelt  worden  ist^  ist  die  Bestimmung  der  ganzen  Zahlen,  welche 
durch  eine  solche  Form  mittels  ganzzahliger  Werte  ihrer  Unbestimm- 
ten darstellbar  sind,  sowie  der  verschiedenen  möglichen  Darstellungen 
jeder  dieser  Zahlen.  Mit  dieser  Untersuchung  aufs  engste  verbunden 
erwies  sich  die  andere  Aufgabe,  zu  entscheiden,  ob  zwei  verschiedene 
quadratische  Formen  derselben  Determinante  einander  äquivalent 
sind  oder  nicht,  und  im  erstem  Falle  alle  Transformationen  der  einen 
in  die  andere  zu  ermitteln.  Hierzu  bediente  als  erster  Lagrange 
(Hist.  de  l'Acad.  de  Berlin  1773  (1775)),  der  diese  Aufgabe  bezüg- 
lich der  binären  quadratischen  Formen  zu  lösen  unternahm,  sich  des 
Hilfsmittels,  für  jede  etwa  vorhandene  Klasse  äquivalenter  Formen 
gewisse  einfache  oder  normale  Formen  aufzusuchen  derart,  daß  die 
Aufgabe  darauf  zurückkam,  zu  ermitteln,  ob  die  beiden  zu  unter- 
suchenden quadratischen  Formen  ein  und  derselben  jener  besonderen 
Formen  äquivalent  seien  oder  nicht.  Die  so  bewirkte  Zurückführuug 
auf  die  letzteren  Formen  heißt  nach  Gauß'  Vorgange  „Reduktion^^ 
und  die  gedachten  besonderen,  durch  einfache  Bedingungen  bestimm- 
ten Formen  werden  „reduzierte  Formen^^  genannt.  Dasselbe  Hilfs- 
mittel ist  dann  später  auch  auf  die  Formen  mit  mehr  als  zwei  Un- 
bestimmten zur  Anwendung  gebracht  worden.  Wir  haben  in  der  ersten 
Abteilung  dieses  Werkes  mehrfach  Lücken  lassen  müssen,  die  nur  durch 
das  gedachte  Hilfsmittel  ergänzt  werden  können,  und  gehen  gegen- 
wärtig daran,  dies  zu  tun.  Aber  die  Bedeutung  der  reduzierten  Formen 
geht  weit  über  die  eines  Hilfsmittels  zu  dem  angedeuteten  Zwecke 
hinaus  und  liegt  vielmehr  in  dem  Umstände,  daß  ihnen  die  Eigen- 
schaft eines  Minimums  zukommt  und  sie  so  zu  Untersuchungen  über 
Minimal-  oder  Grenzwerte  anderer  Ausdrücke  und  damit  in  ein  ganz 
in  sich  abgeschlossenes  Gebiet  der  Zahlentheorie  hinführen,  welchem, 
indem  darin  den  ganzen  Zahlen  die  stetig  veränderliche  Größe  sich 
zugesellt,  ein  eigentümlich  analytischer  Charakter  eigen  ist.  Eben- 
deswegen haben  wir  die  Betrachtung  der  Reduktion  einer  besonderen 
Abteilung  unseres  Werkes  vorbehalten,  die  sich  in  mehrfacher  Hin- 
sicht von  der  früheren  unterscheidet.  Vor  allem  dadurch,  daß  wir 
die  Koeffizienten  der  quadratischen  Formen,  während  wir  für  deren  Un- 
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bestimmte  auch  hier  durchweg  nur  ganzzahlige  Werte  zulassen  werden, 
nicht  mehr,  wie  in  der  ersten  Abteilung,  auf  solche  Werte  beschränken, 
sondern,  wo  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  angesagt  wird,  als  ganz 
beliebige  reelle  Werte  voraussetzen  werden.  Und  während  wir  dort 
die  binären  quadratischen  Formen  ganz  beiseiteließen,  indem  wir 
die  bezüglichen  Teile  ihrer  Theorie  als  bekannt  voraussetzten,  werden 
wir  hier  genötigt  sein,  von  der  Reduktion  gerade  dieser  Formen  unsern 
Ausgang  zu  nehmen,  und  ihnen  in  unserer  Darstellung  einen  breiten 
Raum  zu  gewähren.  Dabei  werden  hier  neben  rein  arithmetischen 
Methoden,  wie  die  erste  Abteilung  des  Werkes  sie  verwandte,  ganz 
eigentümliche  geometrische  Betrachtungen  von  größtem  Interesse 
sich  fruchtbringend  erweisen,  zu  deren  Benutzung  dort  noch  keiner- 
lei Anlaß  vorhanden  war. 

Erstes  Kapitel. 

Die  binären  quadratischen  Formen. 

1.  Die  binären  quadratischen  Formen 

(1)  f^ax^  +  2lxy  +  cy^ 

unterscheiden  sich  nach  den  reellen  Werten,  welche  ihre  Koeffizienten 
haben  können,  bekanntlich  in  verschiedene  Arten,  je  nachdem  ihre 
Determinante 

(2)  B=^l^-ac 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Ist  sie  NuU,  so  ist  die  Form  das  Qua- 
drat eines  linearen  Ausdrucks,  also  nicht  eigentlich  eine  quadratische 
Form;  von  diesem  Falle  wird  daher  in  der  Folge  abgesehen;  ist  sie 
positiv,  so  stellt  die  Form  Zahlen  eines  beliebigen  Vorzeichens  dai- 
und  heißt  deshalb  eine  unbestimmte;  wenn  aber  D  negativ  ist,  so 
kann  die  Form  nur  Zahlen  desjenigen  Vorzeichens  darstellen,  das  ihr 
Koeffizient  a  aufweist,  und  heißt  daher  eine  bestimmte  und  genauer 
eine  positive  oder  negative,  je  nachdem  a  (und  ebenso  c)  positiv 
oder  negativ  ist.  Man  darf  sich  bei  Betrachtung  bestimmter  Formen 
auf  positive  Formen  beschränken.  Die  Reduktion  der  letzteren  aber, 
wie  zuerst  Lagrange  sie  gelehrt  hat,  läßt  sich  leisten  wie  folgt.^) 
Eine  positive  quadratische  Form  kann  immer  nur  für  eine 
endliche  Anzahl  ganzzahliger  Systeme  x,  y  unter  einer  ge- 
gebenen Grenze  G  bleiben  (vgl.  den  allgemeinen  Satz  in  Abtei- 
lung  I  dieses  Werkes  S.  423).  Denn  aus  der  Ungleichung 

ax^ -^  2lxy  +  cxß  <  G    folgt    (ax +  lyy  +  h.y^  <  aG, 
1)  Vgl.  „Elemente  der  Zahlentheorie"  des  Verf.,  S.  213—214:. 
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wo  D  =  —  A  gesetzt,  A  also  positiv  ist,  und  hieraus  zunächst  y  ab- 
solut kleiner  als  ^—jt-j  und  sodann  für  jedes  ganzzahlige,  dieser  Be- 
dingung genügende  y  die  ganze  Zahl  x  durch  die  weitere  Bedingung 

lax  +  lylKyäG 

beschränkt.  Unter  dieser  endlichen  Menge  ganzzahliger  Systeme  x^  y 
gibt  es  dann  notwendig  mindestens  eins:  x  =  cc,  y  ^  y,  für  welches 
der  Wert  der  Form  am  kleinsten  ist,  und  es  ist  einleuchtend,  daß  da- 
bei a,y  teilerfremd  sein  müssen;  also  lassen  sich  andere  ganze  Zahlen 
/3,  8  so  wählen,  daß  ad  —  ßy  ^  1 

wird,  und  nun  geht  die  Form  f  durch  die  Substitution 

x==^ax+  ßy\     y==-yx  +  dt/ 
in  eine  äquivalente  Form 

über,  in  welcher  der  erste  Koeffizient 

a  =  aa^-i-  2bay  +  cy^ 

das  Minimum  der  Form  /*,  also,  da  äquivalente  Formen  die  gleichen 
Zahlen  darstellen,  auch  dasjenige  der  Form  f  ist.  Letztere  aber  ver- 
wandelt sich  durch  die  Substitution 

X  ==x  +hy  ,    y  --y 
in  eine  neue  äquivalente  Form 

f  =  a''x"'  +  2rx'y''  +  c'\f^ 
in  welcher  a"=  a',  &"=  ah  +  V  ist;  war  daher  nicht  schon  V  ab- 
solut nicht  größer  als  ~  (in  welchem  Falle  Ä  =  0  d.  i.  f"  identisch 
mit  f  gewählt  werde),  so  läßt  sich  die  ganze  Zahl  h  so  wählen,  daß 
absolut  h"  nicht  größer  als  y  =  y  wird.  Zudem  ist  a"  das  Minimum 

von  f\  mithin  c"  ^  a".  Demnach  ist  die  Form  f  einer  andern  äqui- 
valent, bei  welcher  die  Ungleichheiten 

erfüllt  sind.    Nennt  man  nun  eine  positive  Form 

ax^  +  2'bxy  +  cy^ 
reduziert,  wenn 

(3)  |2&|^a^c 

ist,  so  darf  man  sagen:  Jede  positive  Form  ist  einer  reduzierten 
äquivalent  oder  in  jeder  Klasse  äquivalenter  positiver  For- 
men gibt  es  mindestens  eine  reduzierte  Form. 

1* 
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Aus   den  Ungleichheiten  (3)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
y^  ^  ac  =^  D  oder  ac  ==  &^  +  A  geht  leicht  hervor,  daß 

(4)  -^"|/¥.  iH^'|/|^ 

jede  positive  Form  mit  der  Determinante  D  =  -— A  also  einer 
andern  äquivalent  ist,  deren  erste  beiden  Koeffizienten  a,  h 
den  Ungleiclilieiten  (4)  genügen. 

Sei  nun  /'  =  ax^  +  2b xy  +  cy^ 

eine  unbestimmte  Form  mit  der  Determinante  2).    Ist  a  absolut 

>  y-^,  so  verwandele  man  /"durch  die  Substition 

X  =--=  hx  +  y\    ^  =  -~  X 

in  die  ihr  äquivalente  Form 

f^a:x^+  2Vx'y+ciy^] 

man  findet  c  ^  a^     V  =^lia  —  b 

und  kann  die  ganze  Zahl  h  so  wählen,  daß  |  &'  j  ^  ^-  •  Da  nun 

und  V^^  —  a'c'  =  ft'^  ~  aöf/  ==-  I) 

ist,  ergibt  sich  gewiß  |  aa  \  <  ^~,  also  |a'|  ^  ~  | a|.    Sollte  nun  \a'\ 

noch  wieder  >  1/-^  sein,  so  könnte  man  das  Verfahren  wiederholen 
und  zu  einer  neuen  äquivalenten  Form 

ntr  ff      ff9     i       C\T'f      ff      ff      ,  ff      ffa 

f=ax^+2bxy+cy^ 

gelangen,  in  welcher  ja'j  ^  f  l^'j  ist,  usf.;  so  muß  man  aber  endlicli 
zu  einer  äquivalenten  Form 

kommen,  in  welcher  a^'^^  ^  r  "s"  ^^^5  SLUGh  darf  man  \U^^  ^  ^-jö^^^^l 
voraussetzen,  da  man  sonst  durch  die  Substitution 

x^xi-  hy\    y  ■--  ij 

und  passende  Wahl  der  ganzen  Zahl  li  zu  einer  neuen  äquivalenten 
Form  käme,  welche  diese  Bedingungen  erfüllte.  Es  gilt  also  für  un- 
bestimmte Formen  ein  dem  letzten  für  positive  Formen  ausgesproche- 
nen Satze  ganz  entsprechender  Satz: 
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Jede  unbestimmte  Form  mit  der  DetermiDante  D  ist  einer 
andern:  2  .   oi,        ,       2 

äquivalent,  in  welcher 

(5)  i^i^y^;  \^<l'\^\<y^  ist. 

Da  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  a,  6  den  Ungleichheiten 
(4)  oder  (5)  genügen  und  dann  für  jedes  System  a,  h  dieser  Art 
auch  nur  höchstens  eine  ganze  Zahl  c  vorhanden  sein  kann,  für 
welche  ac^V—D  ist,  schließt  man  für  positive  wie  für  unbe- 
stimmte Formen  den  Satz:  Es  gibt  für  jede  Determinante  nur 
eine  endliche  Anzahl  Klassen  äquivalenter  binärer  qua- 
dratischer Formen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten. 

2.  Jede  Form  ist  der  einfache  Ausdruck  für  die  Gesamtheit  der 
Zahlen,  welche  durch  sie  mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten 
Xy  y  dargestellt  werden  können.  Was  aber  hier  diese  Gesamtheit 
wesentlich  bestimmt  und  wie  ein  gemeinsames  Band  zusammenhält, 
ist  das  Tripel  (a,  h,  c)  der  Koeffizienten  der  Form,  welches 
deshalb  geradezu  als  ihr  Repräsentant  betrachtet  werden  kann. 
Unter  diesem  Gesichtspunkt  bietet  sich  nun  eine  sehr  einfache  geo- 
metrische Deutung  der  binären  quadratischen  Formen  dar,  indem  man 
jenes  Tripel  als  die  trimetrischen  Koordinaten  für  einen  Punkt  einer 
Ebene  auffaßt.  So  wird  dann  die  Gesamtheit  aller  solcher  Formen 
durch  die  sämtlichen  Punkte  einer  Ebene  repräsentiert.  Die  Gleichung 
h^—  ac  =  0  bedeutet  dann  eine  Linie  zweiten  Grades,  die  man  als 
einen  Kreis  vorstellen  darf,  für  welchen  die  Geraden  a  =  0,  c  =  0 
zwei  Tangenten,  die  Gerade  6  =  0  die  Verbindungslinie  von  deren 
Berührungspunkten  ist-,  man  darf  jene  als  Parallelen,  die  letztere  also 
als  Durchmesser  des  Kreises  vorstellen,  wie  in  umstehender  Fig.  1. 
Die  Punkte  auf  der  Kreisperipherie 

(6)  y'^-X0^O 

kann  man  durch  einen  Parameter  03,  der  alle  reellen  Werte  durch- 
läuft, mittels  der  Proportion 

(7)  X  :  y  i  0  ==  1  :  —  (D  :  cj^ 

kennzeichnen.    Dann  ist  für  irgendeinen  Punkt  (a,  h,  c)  der  Ebene 
seine  Polare  mit  Bezug  auf  den  Kreis  von  der  Form 

(8)  a0  —  2iy  +  cx  =  O 
oder  wegen  (7) 

(9)  '  aGj^-i-2hco  +  c  =  0, 
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und  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung,  nämlich 

(lu)  cjj  =.  — - — ,    092  -  — ä — ' 

wo  D  ^h^—  ac  gesetzt  ist,  also  die  Determinante  der  dem  Punkte 
(a,  6,  c)  entsprechenden  Form 

(11)  ax^+2hxy  +  cy^ 

bedeutet,  sind  die  Parameter  werte  der  Punkte,  in  denen  der  Kreis 
(6)  von  den  Polaren  (8)  geschnitten  wird.    Nun  sind  bekanntlich 

oo»HOfO,l) 


Kl»- 1,1) 


0  =  i^  (1,0,0) 
Mg.  1. 


5(2,-1,0) 


diese  Punkte  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  der  Punkt  (a,  &,  c)  ein 
äußerer  oder  innerer  Punkt  für  den  Kreis  ist;  demgemäß  muß  ent- 
sprechend D  >  0  oder  2)  <  0  sein,  und  wir  haben  als  erstes  Resultat 
unserer  geometrischen  Deutung  den  Satz:  Den  Punkten  des  Kreis- 
innern  entsprechen  die  Formen  mit  negativer,  den  äußeren 
Punkten  die  Formen  mit  positiver  Determinante. 

Betrachtet  man  nun  die  quadratischen  Formen  unter  dem  Gesichts- 
punkte der  Äquivalenz,  so  führt  man  Beziehungen  zwischen  den  sie 
repräsentierenden  Punkten  (a,  h,  c)  der  Ebene  herbei,  denen  wir  jetzt 
nähere  Aufmerksamkeit  zuwenden  woUen.  Durch  Verwandlung  einer 

^^^^  f^ax'+2hxy  +  ci/ 

mittels  der  ganzzahligen  Substitution 

(12)  x==-ax  +  ßy\     y=^yx'+  dy 

{ad  -^  ßy^l) 
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in  eine  ihr  äquivalente  Form 

werden  aber  einerseits  Gleicliungen  festgelegt  von  der  Form 

Ia  ^  aa^  +  2'bay  +  cy^ 
V  --^  aaß  +  i{ad  +  ßy)  +  cyd 
c'  =  aß^  +  2bßd  +  cS\ 
zu  denen  die  andere 
(14)  V^-ac'^¥-ac 

hinzutritt,  während  die  umgekehrte  Substitution 
(12a)  X  =-  dx  —  ßy,    y=^-~yx  +  ay 

die  Form  f  in  die  Form  /  zurückverwandelt  und  zu  den  Gleichungen 
(13)  die  aufgelösten: 

I  a^ad^-2b'dy  +  Gy^ 
(13a)  &  -  -  aäß  +  (ad  +  ßy)V-cycc 

1  c  ^a'ß^-2Vßa  +  ca' 

hinzufügt.  —  Andererseits  ergeben  die  Gleichungen  (12)  die  Be- 
'^^"^^        ax'  +2lxy  +  cy^  ^  ax'^  +  2Vx'y'  +  (!y\ 


z: 


der  man,  wenn  —  =  ^,  —  =  /  gesetzt  wird,  die  Form  geben  kann 

y\a^'' ^2lz  +  c)  =  y\az^-\-  26'/+  c'), 
während  aus  (12)  zwischen  z  und  z  die  Beziehung 

hervorgeht.    Daher  besteht  zwischen  den  Wurzeln  der  beiden  Glei- 
chungen        ^^2  +  2&^  +  c  =  0,     a'/2  +  26'/  +  c  =  0 

oder,  wie  wir  sagen  wollen,  zwischen  den  Wurzeln  der  beiden  Formen 
/*und  f  die  Beziehung  (15);  durch  Einführung  der  Werte 


Z  =-  ^^--- ,       Z  =  ^-r-^ 


WO  Bj  B   die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten,  gibt  man  ihr 
leicht  nachstehende  Gestalt: 

—  6  +  fi]/^       g  ^/?  —  y{pc8  +  ^'i)  +  c'ya  -f  b^B 
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aus  der  man  bei  Beachtung  von  (13  a)  den  Umstand  entnimmt,  daß 
e  ^  s  sein  muß.  Nennt  man  nun  die  Wurzel  einer  Form,  bei  welcher 
yD  mit  positivem  Vorzeichen  genommen  wird,  ihre  erste,  die  andere 
ihre  zweite  Wurzel,  so  besagt  das  Gefundene  folgenden  Satz:  Geht 
eine  Form  f  durch  die  Substitution  (12)  in  eine  ihr  äquiva- 
lenteForm/*'  über,  so  besteht  zwischen  ihren  gleichnamigen 
Wurzeln  co,  m   die  Beziehung 

(16)  G)  =  r-j-'i,  ' 

3.  Für  positive  Formen  sind  co,  g)'  gleichzeitig  zwei  komplexe  Werte, 
für  unbestimmte  Formen  aber  reeU  und  im  allgemeinen  irrational. 
Wir  wollen  nun  aber  insbesondere  den  Fall  erörtern,  in  welchem  die 
zwei  Paare  gleichnamiger  Wurzeln  gj,  co'  gleichzeitig  rational  werden, 
ein  Fall,  der  sich  nur  ereignen  wird,  wenn  die  Formen  (von  einem 
Proportionalfaktor  abgesehen)  ganzzahlig  sind  und  ihre  Determinante 
Null  oder  eine  Quadratzahl  ist,  wo  dann  die  Form  f  nach  der  Formel 

f:=a{x-(o^y){x~-m^y) 

in  rationale  Linearfaktoren  zerfällt,  also  aufhört,  eine  eigentlich  qua- 
dratische zu  sein.  Den  Berührungspunkten  der  vom  entsprechenden 
Punkte  der  Ebene  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  kommen  dann 
die  rationalen  Parameter  oj^,  m^  zu-,  und  so  wollen  wir  zunächst  die 
Gesamtheit  der  Punkte  auf  der  Kreisperipherie  untersuchen,  denen 
rationale  Parameter  zugehören. 

Den  Endpunkten  des  Durchmessers  &  =  0  entsprechen  die  Para- 
meter 0  =  Y  und  cx)  =  -^.  Aus  diesen  beiden  Brüchen  lassen  sich 
aber  bekanntlich  alle  nur  möglichen  positiven  Rationalzahlen  mittels 
der  sogenannten  Fareyschen  Reihen  folgendermaßen  gewinnen^): 

Man  bilde  die  unbegrenzte  Menge  der  Reihen 

j^  .  a      .1 

-'-o*  1?      0 

^  1  •  1  7         1  ?         0 

F  •                           A        _1        X       X        X 
; 

indem  man  aus  jeder  schon  gebildeten  Reihe  die  nächste  dadurch 
ableitet,  daß  man  zwischen  je  zweien  aufeinanderfolgenden  Gliedern 

4,  —  das  neue  Glied  '^^-     einfügt:  dann  tritt  ieder  beliebige 

rationale  irreduktible  Bruch  —  in  einer  dieser  Reihen  und 

7 
zwar  zuerst  in  derjenigen  Reihe  F^  auf,  deren  Ordnung  n 

1)  S.  des  Verf.  „Niedere  Zahlentheorie",  Bd.  1,  S.  121—125. 
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gleich  der  größeren  der  beiden  Zahlen  a,  y  ist,  um  sodann 
in  allen  folgenden  zu  verbleiben.    In  jeder  Reihe  besteht 

für  je  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  —  ,  -die  Beziehung 
(17)  aS-ßy=U 

in  der  Tat,  wenn  dies  für  eine  Reihe  gilt,  so  gilt  es  auch  noch  für 
die  folgende,  da 

cc(d  +  y)  -  y{ß  +  0^  ^  ad  -  ßy^l 

{ß  +  a)d  -(d  +  y)ß  ^  ad  —  ßy  ---^  1 

ist,  und  es  gilt  somit  allgemein,  da  es  ersichtlich  für  die  oben  ange- 
gebenen ersten  Fareyschen  Reihen  sich  bestätigt.  Sind  umgekehrt 

^,  -^  zwei  der  Beziehung  (17)  genügende  positive  Brüche, 

so  sind  sie  in  derjenigen  Fareyschen  Reihe,  in  welcher  sie 
zuerst  beide  auftreten,  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder. 
Die  Ordnung  n  dieser  Reihe  wäre  die  größte  der  vier  Zahlen  c^,  /3,  y^  8. 

aß 

Läge  nun  ein  Glied  derselben  zwischen  -  -  und  ~ ,  so  müßte  dies  ein 
irreduktibler  Bruch  vou  der  Form 

Xa-]-iiß 

sein,  wo  2,  ^  teilerfremde,  positive  Zahlen  bedeuten,  was  aber  unzu- 
lässig ist,  da  eine  der  Zahlen  ?.a  -}-  ^ß^  ly  +  ^d  sicher  größer  wäre 
als  die  Ordnung  n  der  Reihe. 

Nachdem  diese  Sätze  in  Erinnerung  gebracht  worden  sind,  wollen 
wir  nun  eine  Sehne,  welche  zwei  Punkte  der  Kreisperipherie  ver- 
bindet,   denen   rationale  Parameter  -^,  ~  <  ~  zugehören,    eine 

Elementar  sehne  nennen,  wenn  für  letztere  die  Beziehung  (17)  be- 
steht; nnd  wir  nennen  ein  Dreieck  ein  Elementardreieck,  wenn 
seine  Seiten  drei  Elementarsehnen  sind.  Man  sieht  leicht  ein, 
daß  an  jede  Elementarsehne  nach  beiden  Seiten  hin  je  ein 
Elementardreieck  sich  anlegt.   In  der  Tat,  wegen  ad  ~  ßy  =  1 

müssen  ^,  -^  von  gleichem  Vorzeichen  sein;  nehmen  wir  sie  positiv 

o       y 

an,  so  muß  der  Parameter  desjenigen  dritten  Eckpunktes,  welcher 
algebraisch  größer  als  -~  wäre,  von  der  Form  yynTA  ^^^^j  ^^  ^  ^^^ 
positiver,  rationaler  Wert  ist;  zudem  aber  müssen  die  Gleichungen 

(Xa  +  ß)S  -  (Xy  +  d)ß  =  1,     a{ly  +  8)  -  y(ka  +  ß)  -  1 

erfüllt  sein,  d.  h.  ü.  wird  gleich  1  und  jener  Parameter  gleich  ]_^; 
für  den  Parameter  des  dritten  Eckpunktes  auf  der  anderen  Seite  der 
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Elementarsehne  findet  sich  ebenso  der  Wert  ^^-~  •    Sind   aber  — , 

y  —  &  y  ' 

~  positive  Brüche  und  F^  die  erste  Pareyscbe  Reihe,  in  welcher 
sie  sich  finden,  so  sind  dem  Obigen  zufolge 

ß       a+ß      a^ 

drei   aufeinanderfolgende  Glieder   der   nächsten  Farey sehen  Reihe 

Geht  man  so  in  der  Fig.  1  von  der  Elementarsehne  (0  oo)  aus,  so 
legt  sich  zunächst  auf  der  Seite  der  positiven  Parameter  an  sie  das 
Elementardreieck  (0  1  oo)  an;  seine  drei  Ecken  entsprechen  den 
Zahlen  der  Farey  sehen  Reihe  F^.  An  seiner  Seite  (0  1)  legt  sich 
das  Elementardreieck  (0  ^  1),  an  die  Seite  (1  oo)  das  Elementardreieck 
(1  2  oo)  an,  imd  die  Ecken  dieser  Dreiecke  entsprechen  zusammen 
den  Zahlen  der  Farey  sehen  Reihe  F^,  Fährt  man  in  dieser  Weise 
beliebig  weiter  fort,  so  sieht  man  auf  dem  Halbkreise  zur  Rechten 
von  (0  oo)  Polygonzüge  entstehen,  welche  den  sukzessiven  Farey- 
schen  Reihen  entsprechen,  und  sieht  den  Halbkreis  mit  immer  mehr 
und  mehr  Elementardreiecken  sich  füllen  und,  indem  allmählich  jeder 
Punkt  seines  Inneren  von  ihnen  aufgenommen  wird,  ihn  vollständig 
und  einfach  von  denselben  überdeckt  werden.  Zur  Linken  des  Durch- 
messers (0  oo)  aber  kann  dieselbe  Konstruktion  in  symmetrischer 
Weise  ausgeführt  werden. 

Man  bemerke  noch,  daß  der  Punkt  der  Peripherie  mit  dem  Para- 
meter ^  der  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Geraden  (Äoo)  ist, 
welche  die  Punkte  (2,  —  1,  0)  und  (0,  0,  1)  verbindet;  in  der  Tat  ist 
die  Gleichung  dieser  Geraden 

und  wegen  (7)  hat  man  für  jenen  Schnittpunkt  die  Beziehung 
1~  2(0-0,     d.h.     oj-f 

Die  gedachte  Gerade  trifft  den  Durchmesser  (—1,1)  im  Mittelpunkte 
E'  des  Radius  (Oj),  zu  welchem  F  der  symmetrisch  gegen  den  Durch- 
messer (0  oo)  liegende  Punkt  sei.  Da  somit  die  Gerade  (Foo)  die 
Gleichung  a=-2y^0 

hat,  der  Durchmesser  (—  1,  1)  aber  die  Gleichung  a;  =  ;8f,  so  be- 
grenzen diese  drei  Geraden  dasjenige  Gebiet  der  Punkte  oder  der 
quadratischen  Formen  (a,  h,  c),  welche  die  Bedingungen  (3)  für  re- 
duzierte positive  Formen  erfüllen.  Das  Dreieck  (EooE')  bezeich- 
net den  sogenannten  „reduzierten  Raum",    den  Ort  aller 
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Punkte  {a,  h,  c),  welche  die  reduzierten  positiven  Formen 
repräsentieren. 

Leicht  zeigt  sich  noch,  daß  die  Gerade  (Og)  die  Gleichung  ^s? +  2j/«=0 
hat  und  folglich  sich  mit  der  Geraden  (ßoo)  im  Punkte  JB'  kreuzt. 

4.  Dies  vorausgeschickt  untersuchen  wir  nun,  wie  die  Ebene  durch 
eine  Substitution  (12),  die  wir  kurz  als  die  Substitution 

m  C;  9 

bezeichnen  und  als  identisch  mit  der  Substitution 


\-y\  -d) 


betrachten  wollen,  transformiert  wird.  Der  Punkt  (a,bfC)  wird  durch 
sie  in  den  Punkt  (a\  V,  c')  übergeführt,  für  welchen  die  Gleichungen 
(13)  und  (13  a)  bestehen,  woraus  zu  schließen  ist,  daß  jede  homogene 
lineare  Gleichung  zwischen  a,  &,  c  in  eine  ebensolche  Gleichung  zwi- 
schen a,  6',  c  und  umgekehrt  verwandelt,  d.i.  jede  Gerade  der 
Ebene  wieder  in  eine  Gerade  und  somit  jedes  Dreieck  wie- 
der in  ein  Dreieck  übergeführt  werden  muß.  Der  Beziehung  (14) 
zufolge  aber  geht  die  Kreislinie  h^  —  ac  ^  0  in  sich  selbst  über,  und 
die  Beziehung  (16)  lehrt  aus  dem  Parameter  (d  des  Punktes  (a,  h,  c) 
der  Kreisperipherie  den  Parametern'  des  anderen  Punktes  derselben 
finden,  in  welchen  jener  durch  die  gedachte  Substitution  übergeht. 
Derselben  Beziehung  zufolge  entsprechen  den  Punkten  oder  Parametern 

(ö'  =0,     cd'  =  1,     m  =  oo 
die  Punkte 

d.h.  das  Elementardreieck  (0  1  cx))  geht  durch  die  Substi- 
tution y'  u  in  ein  ganz  bestimmtes  anderes  Elementar- 
dreieck   '  .ß      ß^^      ^. 

\J'   r  +  e'    y) 

über.  Die  Ecken  des  letzteren,  in  welche  die  Ecken  0,  1,  cx)  des 
ersteren  übergehen,  sind  nach  (19)  durch  die  Substitution  eindeutig 
bestimmt.  Aber  es  gibt  noch  zwei  andere  Substitutionen,  durch  welche 
das  erstere  Elementardreieck  in  das  letztere  übergeht,  indem  seine 
Ecken  0,  1,  <x>  in 

^^±^     ^     l     bzw  in     ^      -^     ^i^ 

übergeführt  werden,  nämlich  die  Substitutionen 
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Die  drei  übrigen  noch  möglichen  Zuordnungen  zwischen  den  Ecken 
beider  Dreiecke  sind  auszuschließen,  weil  die  zugehörigen  Substitu- 
tionen den  Modul  —  1,  nicht  +  1  hätten.  Nur  durch  die  drei  Sub- 
stitutionen (19)  und  (20)  kann  also  ein  Punkt  {a,  h,  c)  des  zweiten 
Elementardreiecks  in  einen  Punkt  des  Elementardreiecks  (0  1  oo) 
übergeführt  werden,  und  die  gemäß  diesen  Substitutionen  nach  den 
Formeln  (13)  zu  ermittelnden  drei  Punkte  des  letzteren  sind  die 
Punkte  oder  quadratischen  Formen 

^^  {a;+2V  +  c\~-  a'-V,  «)• 

Nun  zerfällt  das  Dreieck  (0  1  oo)  in  sechs  kleinere,  in  Fig.  1 
durch  die  Ziffern  I  bis  VI  numerierte  Dreiecke.  Liegt  der  Punkt 
{a'y  h\  d)  im  Innern  des  ersten  derselben,  so  liegt  er  im  reduzierten 
Raum.  Liegt  er  im  zweiten  Dreiecke,  ist  mithin  c'^  a\  6-'+  2fe'^0, 

so  geht  der  Punkt  {a,  V,  c')  durch  die  neue  Substitution  L*        j  in 

einen  Punkt  (a",  V\  c")  über,  für  welchen 

a"  =  c;     r  =  -&',     c"  =  a', 

also  a'  ^  c",  a"  —  26''  ^  0  ist,  der  mithin  in  dem  Dreiecke  (J^Ooo), 
d.  h.  im  reduzierten  Räume  gelegen  ist.  Liegt  dagegen  (a\  &',  c)  im 
dritten  Dreiecke,  ist  mithin 

a+2V'^0,    c'  +  26'^0,     a'^c\ 

so   geht  der  zweite  der  Punkte  (21)   durch,  die  neue  Substitution 

L'  ~r  )  in  einen  Punkt  (a",  &'',  c")  über,  für  welchen 

a"  =  a  +  21'  +  c'  ^  c'  ==  c' 

o!'  _  2&"  ==  {a  +  2V  -h  c')  -  2(6'  +  c')  =  a  -  c'  ^  0 

ist,  der  also  wieder  im  Dreiecke  (JBOoo),  d.  h.  im  reduzierten  Räume 
befindlich  ist.  Wenn  ferner  (a',  6',  c')  im  vierten  Dreiecke  liegt,  so  ist 

d  -f-  26'  ^0,    c  ^  26'  ^0,    a  ^  c', 

und  der  dritte  der  Punkte  (21)  erweist  sich  als  ein  im  Dreiecke 
(£'0oo),  also  im  reduzierten  Räume  befindlicher  Punkt.  Für  den 
FaU,  daß  (a',  6',  c)  im  fünften  Dreiecke  liegt,  führt  die  neue  Substi- 
tution (/  "7  )  (l^n  dritten  der  Punkte  (21)  in  einen  Punkt  des  re- 
duzierten Raumes,  nämlich  des  Dreiecks  (EOoo)  über,  und  endlich, 
wenn  (a',  6',  c)  ins  sechste  Dreieck  zu  liegen  kommt,  so  liegt  der 
zweite  der  Punkte  (21)  im  Dreiecke  (JE'Ooo),  also  wieder  im  redu- 
zierten Räume. 

So  zeigt  sich,  daß  jeder  Punkt  (a,  6,  c)  des  zweiten,  d.  h.  eines  be- 
liebigen Elementardreiecks  durch  unfmodulare  Substitutionen,  und. 
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da  die  erwähnten  Elementardreiecke  den  ganzen  Kreis  überdecken, 
jeder  Punkt  des  Kreisinneren  durch  eine  solche  Substitution  in  einen 
Punkt  des  reduzierten  Raumes  übergeführt  werden  kann.  Mit  anderen 
Worten:  wir  sind  zu  dem  schon  früher  abgeleiteten  Ergebnisse  wieder 
zurückgelangt,  daß  jede  positive  Form  einer  reduzierten  Form 
äquivalent  ist. 

Wir  entnehmen  aber  unserer  Betrachtung  auch  noch  den  Zusatz, 
daß  sie  im  allgemeinen  nur  einer  solchen  Form  äquivalent  ist.  In 
der  Tat  führt,  wenn  (a\  V,  c)  ins  Innere  eines  der  sechs  Dreiecke 
fällt,  stets  nur  eine  der  drei  Formen  (21)  zu  einer  mit  (a,  &,  c)  äqui- 
valenten reduzierten  Form.  Nur,  wenn  {cd,  V,  c)  auf  einer  der  Grrenz- 
linien  zwischen  zweien  jener  Dreiecke  liegt,  treten  zwei  solche  For- 
men auf,  die,  je  nachdem  diese  Grenzlinie  die  Strecke 

0E\    ooE\    F/0,    E'l,    jB'-I,     E'2 

ist,  die  Gestalten        (ci,  h\  a'),        (a',  —  &',  a) 

[a,  -,  c),    [a,  -^,c) 
[c,    '^,a),    {c,   -y,  a') 

{2{ä  +  V),  a'  +  V,  a'),     (2(a  +  V),  -  a  -  i',  a') 

(c',  V  +  c\  c'),     {c',  -V-  c,  c) 

(a',  a  +  V,  a)j    {a',  —  a!  —  V,  a) 

annehmen.  Fällt  insbesondere  {a,  b\  c')  auf  den  Punkt  E\  so  fallen 
diese  Formen  aUe  zusammen  in  die  zwei: 


(a,  y,  ö^'),     {a:, 


a 


Dies  läßt  erkennen,  was  auch  leicht  rein  arithmetisch  gezeigt  werden 
kann  (z.  B.  Dirichlet-Dedekinds  Vorlesungen  über  Zahlentheorie, 
4.  Aufl.  S.  157—159),  daß  eine  reduzierte  Form  {a,'b,c)  nur  dann 
einer  zweitenäquivalent  ist,  wenn  entwedera'==coder2|6|==a 
ist,  und  diese  zweite  Form  ist  alsdann  (a,  -—  h,  c).  Wenn  man 
daher  in  Fig.  1  die  stark  ausgezogenen  Strecken  Eoo  und  EO  der 
Begrenzung  des  reduzierten  Raumes  diesem  Räume  noch  zurechnet, 
dagegen  die  Strecken  E' oo,E'  0  davon  ausschließt,  so  darf  man  sagen: 
Zwei  Punkte  des  reduzierten  Raumes  stellen  niemals  äquivalente 
Formen  dar,  und  jeder  Punkt  des  Kreisinnern  ist  nur  einem  einzigen 
Punkte  des  erstem,  d.  h.  jede  positive  Form  nur  einer  einzigen 
reduzierten  Form  äquivalent,  wenn  jetzt  unter  einersolchen 
genauer  eine  Form  (a,  6,  c)  verstanden  wird,  für  welche 

entweder     c>  a^2\b\,     aber     26  +  ö^  >  0 
oder  c  =  a^2W\y     aber     6^0 
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ist.  Diesem  Satze  zufolge  entscheidet  sich  die  Frage,  ob  zwei 
gegebene,  positive  Formen  einander  äquivalent  sind  oder 
nicht,  einfach  dadurch,  ob  sie  es  ein  und  derselben  redu- 
zierten Form  sind  oder  nicht. 

5.  Gehen  wir  jetzt  von  den  bestimmten  zu  den  unbestimmten 
Formen,  d.  i.  zu  den  Punkten  außerhalb  des  Kreises  über,  so  lassen 
sich  hier  nicht  in  gleicher  Weise  wie  bei  den  ersten  Gebiete  der 
Ebene  abgrenzen,  die  einander  äquivalent  wären.  Man  kann  aber 
gleichwohl  auch  das  äußere  Gebiet  der  Ebene  durch  die  Kreisfigur 
beherrschen,  wenn  man,  ähnlich  wie  in  verschiedenen  geometrischen 
Untersuchungen,  jedem  Punkte  außerhalb  des  Kreises  eindeutig  seine 
Polare  zuordnend,  die  quadratische  Form  {a,  6,  c)  nicht  mehr  durch 
den  ihr  zugehörigen  Punkt,  sondern  durch  dessen  Polare  repräsen- 
tiert denkt.  Indem  man  so  verfährt,  vollzieht  man  in  einfachster 
Weise  eine  höchst  beachtenswerte  Tat,  die  zuerst  Ch.  Hermite  ge- 
wagt hat,  eine  methodische  Erweiterung  der  Arithmetik  der  Formen, 
indem  man  Formen  einführt  mit  stetig  veränderlichen  Koeffizienten. 
Die  Polare,  die  man  dem  Punkte,  d.  i.  der  einzelnen  unbestimmten 
Form  substituiert,  bedeutet,  soweit  sie  in  den  Kreis  fäUt,  für  unsere 
Betrachtung  eine  stetige  Reihe  von  Punkten,  durch  welche  positive 
Formen  repräsentiert  werden;  man  ersetzt  also  die  unbestimmte  Form 
durch  eine  positive  Form,  deren  Koeffizienten  stetige  Wertereihen 
durchlaufen.  Bald  kommen  wir  auf  den  Hermiteschen  Gedanken, 
seine  Introduction  des  variables  continues  dans  la  theorie  des  nomhres 
(Journ.  für  Math.  41),  eingehender  zu  sprechen.  Verfolgen  wir  hier 
zunächst,  was  durch  die  Einführung  jener  Polare  geleistet  wird. 

Die  Schnittpunkte  dieser  letztern  mit  dem  Kreise  hatten  die  reellen 
Wurzeln                                      ,__                            ,_ 
(o,~—~^ ,     (D,-- 

als  zugehörige  Parameter.  Wir  definieren  nun  die  unbestimmte 
Form  (a,  &,  c)  als  eine  reduzierte,  wenn  diese  Parameter  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  genauer:  wenn  co^  >  0, 
(»2  <  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Schnittpunkte  der  Polaren  zu  bei- 
den Seiten  des  Durchmessers  (0  cx>)  liegen,  die  Polare  also 
den  letzteren  schneidet. 

Wie  immer  aber  die  Polare  auch  liegt,  jedenfalls  durchsetzt  sie 
Elementardreiecke  und  daher  auch  Elementarsehnen.  Und,  wenn  Sq 
eine  dieser  Sehnen  ist,  so  trifft  die  Polare  notwendig  auch  in  jedem 
der  beiden  ihr  zur  Seite  liegenden  Elementardreiecke  noch  eine  Seite 
jedes  der  letzteren,  d.  i.  zwei  neue  Elementarsehnen  s^  und  5_i,  welche 
wir  der  ersteren  benachbart  nennen  wollen.  So  gehört  dann  wieder 
zu  jeder  der  Sehnen  s^,  s_-^  neben  Sq  noch  eine  wieder  benachbarte 
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Elementarsehne  ^3  bzw.  5_2;  welche  von  der  Polaren  geschnitten  wird; 
es  bildet  sich  also  von  Sq  aus  nach  beiden  Seiten  hin  eine  ganze 
Kette  solcher  Sehnen 

(22)  .  .  .   6\_3^  S_25  S_^,  Sq^  6*1,  ^2,  53.   .  .  . 

Waren  aber  -^7  —  die  Endpunkte  einer  Elementarsehne,  so  gingen 

diese  durch  die  Substitution  y'  u  in  die  Punkte  0  bzw.  00,  die  Ele- 
mentarsehne also  in  den  Durchmesser  (0  00)  über.  Daher  ordnet 
sich  der  Kette  der  Sehnen  eine  andere  Kette  von  Substitutionen 

(23)  .  .  .  >S_3,  8_2f  S-l)  Sq}  ^%J  ^27  ^3;  •  •  • 

zu,  derart,  daß  allgemein  die  Substitution  8^  die  Sehne  s^  in  den 
Durchmesser  überführt.  Und  werden  diese  Substitutionen  auf  die 
Form  /*=  (a,  6,  c)  zur  Anwendung  gebracht,  so  entsteht  eine  den 
Ketten  (22)  und  (23)  entsprechende  Kette  von  Formen 

(24)  .  .  .  /L3,  /L2;  A-i;  /o;  fif  (2}  hy  •  •  •; 

welche  alle  der  Form  f  und  daher  auch  untereinander  äquivalent  sind. 
Diese  Formen  aber  sind  sämtlich  reduziert,  denn,  da  die  Substitution 
S^  die  Form  f  in  f.  überführt,  so  geht  durch  sie  auch  die  zu  f  ge- 
hörige Polare  in  die  zu  f^  gehörige  über,  und  weil  die  erstere  die 
Sehne  s.  schneidet,  welche  durch  die  Substitution  Ä^  in  (0  00)  über- 
geht, so  schneidet  die  Polare  zu  /;.  die  letztere  Linie;  f^  ist  also  nach 
obiger  Definition  eine  reduzierte  Form. 

Hieraus  entnimmt  man  zunächst  den  Satz,  daß  jede  un- 
bestimmte Form  reduzierten  Formen  äquivalent  ist. 

Nun  sei  f  eine  der  Form  f  äquivalente  Form  und  S  eine  Substi- 
tution, durch  welche  f  in  f  übergeht,  was  wir  durch  die  Gleichung 

ausdrücken.  Der  Form  f  kommt  ebenfalls  eine  Kette  von  Elemen- 
tarsehnen 

y22  )  •  •  •  5_2,   S_^y  5_07  S„^y   5_2,   *  •  • 

zu,  welche  ihre  Polare  durchsetzt,  also  auch  eine  entsprechende  Kette 
von  Substitutionen 

(23')  •  •  •  SL2,    Ali;    ^-0;    ^-1?    ^^-2?    •  '  •; 

die  den  Übergang  dieser  Sehnen  in  den  Durchmesser  (0  cx>)  bewirken 
und  die  Form  f  in  eine  Kette  von  äquivalenten  reduzierten  Formen 

(24-)  ■■■f-„fit,to,fU,U,--- 

verwandeln.  Durch  die  Substitution  8,  welche  f  in  f,  also  auch  die 

Polare  der  ersteren  Form  in  die  Polare  der  zweiten  überführt,  wird 
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die  von  der  ersteren  Polare  geschnittene  Seline  Sq  in  eine  derjenigen 
übergeführt,  welche  die  zweite  Polare  durchsetzt,  etwa  s^  in  5^  und 
damit  allgemein  jede  der  Sehnen  s.  in  die  Sehne  s^'^^.,  was  sich  aus- 
drückt in  der  Gleichung 

^i^-K^-i     oder    s,^s,^,,'S-\ 

woraus,  da  s.  durch  S^  in  den  Durchmesser  (0  00)  übergeht,  erkannt 
wird,  daß  dies  für  s^^^,.  durch  die  Substitution  ä""^-  S^  geleistet  wird, 
und  daß  folglich  S"^-  S  ==  8' 

sein  muß.    Also  schließt  man  weiter  für  jeden  Wert  des  Index  i 

fUi-f'-Sl^i-f-S-'-8,^f.8,^U 

Mit  andern  Worten:  die  Kette  reduzierter  Formen,  welche  der  Form 
/"  zugehört,  ist,  wenn  f  äquivalent  ist  mit  fj  mit  der  zu  f  gehörigen 
Kette  reduzierter  Formen  bis  auf  eine  Verschiebung  ihrer  Glieder 
gegeneinander  identisch. 

Umgekehrt  aber,  wenn  dies  letztere  für  zwei  Formen  f)  f  der  FaU, 
also  für  jedes  i 

(25)  /;:+,  =  /;. 

ist,  K^o  folgt  die  Gleichung 

die  Formen  /*,  /"  sind  also  einander  äquivalent.  Wir  erhalten  demnach 
den  Satz:  Zwei  unbestimmte  Formen  sind  dann  und  nur  dann 
einander  äquivalent  oder  der  gleichen  Klasse  angehörig, 
wenn  die  ihnen  zugehörigen  Ketten  reduzierter  Formen  bis 
auf  eine  etwaige  Verschiebung  ihrer  Glieder  gegeneinander 
identisch  sind. 

Identifiziert  man  aber  die  beiden  Formen  f  f\  so  nimmt  die  Glei- 
chung (25)  die  Gestalt  an        r      ^  ./* 

für  jeden  Wert  des  Index  i,  und  die  Substitutionen  S^{Sj^^^)'~^  trans- 
formieren die  Form  f  in  sich  selbst.  Hieraus  erkennt  man,  daß 
dann  und  nur  dann  eine  unbestimmteFormTransformationen 
in  sich  selbst  zuläßt,  wenn  die  zu  ihr  gehörige  Kette  redu- 
zierter Formen  periodisch  ist. 

Dies  aber  findet  immer  dann  und  nur  dann  statt,   wenn 
die  Koeffizienten  der  Form  kommensurabel  sind.  Daß  es  nur 

dann  statthat,  folgt  daraus,  daß  für  eine  Transformation  (  '  U  der 

Form  in  sich  selbst  für  jede  ihrer  Wurzeln  m  die  Gleichung 

CCCO  +  ß 

CO  = r~ 
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d.  i.  die  gaüzzahlige  quadratische  Gleichung 

yo^  +  (d  -  a)G}  +  ß=^0 

erfüUt  wäre;  die  Koeffizienten  der  Form  müßten  also  proportional 
sein  mit  y,  8  —  a,  ß.  Sind  aber  umgekehrt  diese  Koeffizienten  kom- 
mensurabel, so  kann  die  Form  durch  einen  Punkt  mit  ganzzahligen 
Koordinaten  repräsentiert  werden,  und  gleiches  gilt  auch  für  die  ihr 
äquivalente  reduzierte  Form  (a,  h,  c),  für  deren  Wurzeln 

~b  +  yu  —  5  —  yu 

die  Ungleichheiten 

a  ^  a 

erfüllt  sein  müssen.  Aus  ihnen  schließt  man  aber  leicht  weiter 

also  aus  D  —  ?>^  ==  a(— -c)  den  Umstand,  daß  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl ganzer  Zahlen  a,  &,  c  gibt,  die  ihnen  genügen,  mithin  auch  in 
der  Kette  der  reduzierten  Formen  nur  eine  endliche  Anzahl  voneinan- 
der verschiedener,  und  daß  folglich  diese  Kette  periodisch  sein  muß.^) 

6.  Nachdem  wir  diese  geometrische  Deutung  der  Formen  und  ihrer 
Reduktion  dargelegt  haben,  woUen  wir  ihr  eine  zweite  folgen  lassen, 
welche  durch  eine  einfache  Abbildung  der  Kreisfigur  1  daraus  her- 
vorgeht und  für  die  Beziehungen  der  positiven  quadratischen  Formen 
zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von  hervorragender  Bedeu- 
tung ist. 

Unsere  Betrachtung  beruhte  wesentlich  auf  der  Gleichung 

durch  welche  die  gleichnamigen  Wurzeln  zweier  äquivalenter  quadra- 
tischer Formen  verknüpft  waren.  Man  nennt  dann  auch  diese  Wurzeln, 
allgemeiner  je  zwei  Zahlen  co,  oj,  zwischen  welchen  eine  Gleichung 

(26)  besteht,  in  der  die  vier  ganzen  Zahlen  c^,  ß,  y^  8  der  Gleichung 

(27)  aS  ^  ßy^l 

genügen,  zwei  einander  äquivalente  Zahlen,  weil  aus  jener  Glei- 
chung auch  umgekehrt  co   durch  m  mitteis  der  Beziehung 

dco~ß 


(27  a) 


no-{-  a 


1)  Vgl.  zu  diesen  Darlegungen  A.  Hurwitz  „Über  die  Keduktion  der  bi- 
nären quadratischen  Formen".  (Math.  Ann.  Bd.  46,  S  86)  und  F.  Kl  eins  Ausge- 
wählte Kapitel  der  Zahlentheorie  L 

Bachinann,  Zahlentheoiie  IV  2  2 
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von  gleichem  Charakter  bestimmt  wird.  Ist  nun  wieder  co  äquivalent 
mit  co": 


(28)  oj  ==  - 


(29)     und  a^'  -  &y  =-  1, 

so  ergibt  sich  durch  Substitution  in  (26) 

OJ        -    "77      7>~|       ^ji  ) 

^  ^     '^'^  I  j/"  ==ra  +  dy,     r  ^  7^/  +  dd' 

gesetzt  ist,  Gleichungen,  aus  denen  wegen  (27)  und  (29) 

(31)  a^r-  ß"y'^  {a8^  ßy)  {a'd'  ~~~ ßY)  =^  1 

hervorgeht;  hiernach  sind  auch  co.  m"  äquivalente  Zahlen,  und  man 
erhält  den  Satz:  Zwei  Zahlen,  welche  derselben  dritten  Zahl 
äquivalent  sind,  sind  es  auch  untereinander.  Dies  gestattet, 
sämtliche  Zahlen  in  Klassen  zu  verteilen,  indem  man  die  unterein- 
ander äquivalenten  je  in  eine  Klasse  zusammenfaßt.  Unsere  bisherige 
Darlegung  ging  von  der  Betrachtung  rationaler  Werte  von  03  und 
co'  in  der  Beziehung  (26)  aus;  man  sieht  leicht  ein,  daß  alle  diese 
Zahlen  eine  einzige  Klasse  bilden  und  erfüllen.    In  der  Tat 

können  in  ihr  offenbar  nur   rationale  Zahlen  sein;  ist  aber  -^ 

irgendeine  rationale  Zahl,  wobei  /3,  8  teilerfremd  gedacht  wer- 
den können,  so  lassen  sich  zwei  andere  ganze  Zahlen  angeben,  für 
welche  ad  —  ßy  =  1  ist,  und  nach  der  Identität 

ist  die  beliebige  rationale  Zahl  -~  der  NuU  äquivalent,  sind  aUe  solche 

also  zu  derselben  gehörig,  die  wir  hinfort  als  die  Klasse  B  bezeichnen 
wollen.  —  Indem  wir  von  dem  FaUe  irrationaler  Zahlen  einst- 
weilen absehen,  werden  wir  jetzt  ausschließlich  die  Äquivalenz  kom- 
plexer Zahlen,  also  positiver  quadratischer  Formen,  ins  Äuge  fassen. 
Jede  komplexe  Zahl  ^  +  rji  denken  wir  in  Gauß scher  Weise  als 
Punkt  einer  Ebene  dargestellt,  dessen  rechtwinklige  Koordinaten  |,  rj 
sind.  Da  nun  die  Wurzeln  der  positiven  quadratischen  Form  (a,  b,  c) 
mit  der  Determinante  D  =^  h^  —  ac  =  ~  A 

—  &  +  iVÄ  —h  —  il/Ä 

^  a  ^         ^  a 

sind,  so  wird  die  erste  dieser  Wurzeln  durch  den  Punkt  der  positiven 
Halbebene  dargestellt  sein,  dessen  Koordinaten 
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b  — 


-b 


1/Ä 


sind,  aus  welchen  Gleichungen 

(32a)  IH^^  =  J 

hervorgeht.    Somit  wird  eine  reduzierte  positive  Form  (a^  h,  c)  zu- 
folge der  für  solche  charakteristischen  Bedingungen  (3)  durch  einen 


Punkt  repräsentiert  werden  können,  dessen  Koordinaten  |,  t]  die  Un- 
gleichheiten erfüllen 

(33)  lli^i,     i'  +  v'^l, 

d.  h.  durch  einen  Punkt  desjenigen  Gebietes  der  positiven  Halbebene, 
das  einerseits  zwischen  den  beiden  zur  Axe  der  imaginären  Größen 
im  Abstand  -~  zur  Rechten  und  zur  Linken  gezogenen  Parallelen, 
andererseits  außerhalb  des  um  den  Nullpunkt  0  (Fig.  2)  mit  dem 
Radius  1  beschriebenen  Kreises  gelegen  ist.  Umgekehrt  entspricht 
jedem  Punkte  |,  i]  der  positiven  Halbebene  nach  den  Formeln  (32), 
(32  a),  wenn  darin  a  positiv  gedacht  wird,  eine  positive  Form  (a,  b,  c)  mit 
der  Determinante  —  A  -=  b^  —  ac,  insbesondere  also  jedem  Punkte 
§,  7]  des  bezeichneten  Gebietes  eine  solche  Form  (a,  &,  c),  welche  den 
Ungleichheiten  (33)  zufolge  reduziert  ist.  Nennen  wir  mit  Dede- 
kind  das  genannte  Gebiet  das  Hauptfeld  der  positiven  Halb- 
ebene, so  repräsentiert  es  mithin  die  Gesamtheit  der  redu- 
zierten positiven  Formen  und  erweist  sich  so  als  das  Ab- 

2* 
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bild  des  reduzierten  Raumes  (E  oo  E')  der  Kreisfigur.  Über- 
haupt^ wenn  man  bedenkt,  daß  die  Beziehungen  zwischen  den  trime- 
trischen  Koordinaten  a,  &,  c  eines  Punktes  und  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  |,  rj  des  neu  eingeführten,  ihm  zugeordneten  Punktes  in 
Gestalt  der  folgenden  Proportion  geschrieben  werden  können: 

so  lassen  sich  die  neuen  Verhältnisse  einfach  durch  eine  Abbildung 
der  Kreisfigur  gewinnen,  indem  man  in  der  Gleichung  jeder  Linie 
der  letzteren  die  laufenden  trimetrischen  Koordinaten  a,  &,  c  durch 
1,  —  §,  1^  +•  Yj^  bzw.  ersetzt.  Wir  ziehen  aber  vor,  sie  direkt  abzuleiten^ 
wie  folgt.^) 

7.  Setzen  wir  ca'  ===  |'  +  rj'i  als  äquivalent  mit  03  «  |  -f-  T^i,  also  eine 
Beziehung  _  ^^|+^+ ß 

voraus,  so  folgen  daraus  die  Gleichungen 

i  +  ißy  +  Ccm+C^ri^'-hv") 


(34) 


k'- 


tf'-l-2*y|  +  y»(|'  +  ,,') 


'^         6^^  +  2^71+7^^'  +  »!') 


Der  Nenner  dieser  Brüche  ist  positiv  als  Norm  der  komplexen  Zahl 

demnach  hat  rj'  dasselbe  Vorzeichen  wie  rj  und  ist  also  positiv,  wenn 
m  als  Punkt  der  positiven  Halbebene  vorausgesetzt  wird.  Es  wird 
nun  behauptet,  daß  jeder  Punkt  m  dieser  Halbebene  einem  Punkte 
des  Hauptfeldes  äquivalent  ist,  also  einem  Punkte  o'  =  |'  -f  rj'i,  dessen 
Koordinaten  den  Ungleichheiten 

(35)  iri^i,  r+^'^^i 

oder,  wenn  N{(o')  die  Norm  der  komplexen  Zahl  co'  bedeutet,  den 
Ungleichheiten 

(36)  N(co'  ±  1)  ^  N(p/)  y  1 

genügen.    Zum  Beweise  bemerke  man,  daß  die  Norm 

(37)  N(x  +  ym)  ^  x^  +  2lxy  +  (g^  +  if)y'' 

eine  positive  quadratische  Form  (1,  |,  |^  +  iq^)  ist,  welche  daher  für 
gewisse  teilerfremde  Zahlen  x.-=^  ^j  y^y  ihren kleinstmöglichen  Wert 
annimmt.   Setzt  man  dann 


(38)  (o 


y  ß»  4"  ^^ 


1)  Vgl.  Dedekind,  Journ.  f.  Math.  83,  S.  270—273. 
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SO  findet  sich  hierdurch  allein  schon  die  dritte  der  Ungleichheiten  (36) 
erfüEt.  Nun  lassen  sich  aber  die  ganzen  Zahlen  oj,  ß  auf  unendlich 
viele  Arten  so  wählen,  daß  ad  —  ßy=l  wird,  und,  wenn  a^j,  ß^  eine 
Lösung  dieser  Gleichung  bedeutet,  so  sind  sie  sämtlich 

^  =  ^'o  +  r^y  ß-ßo  +  ^^ 

für  alle  ganzzahligen  0,  Dabei  wird  aber  der  reelle  Bestandteil  von 
(o\  wenn  S>  den  zu  m  konjugierten  Wert  bezeichnet,  gleich 

und  nimmt  für  einen  ganz  bestimmten  Wert  der  ganzen  Zahl  is  einen 
Wert  zwischen  —  j  und  -f  -  an.  Diese  so  bestimmte  mit  co  äquiva- 
lente Zahl  cj'  leistet  also  den  Aussagen  des  behaupteten  Satzes  Ge- 
nüge. 

Jedem  Punkte  (o  des  linken  Randes  des  Hauptfeldes  ist  offenbar 
der  symmetrisch  zur  imaginären  Axe  liegende  Punkt  co  +  1  des  rechten 
Randes  äquivalent.  Desgleichen  ist  jedem  Punkte  co  =---  t,  +  rji  des 
halbkreisförmigen  Randes,  für  welchen  mithin  |^  +  tj^  =-  1  ist,  der 

ihm  zur  imaginären  Axe  symmetrische  Punkt  —  |  +  ?^«*  — äqui- 
valent. Rechnet  man  also  zum  Hauptfelde  nur  die  in  der  Figur  2 
stark  ausgezogenen  Teile  des  Randes,  soistimübrigenkeinPunkt 
CO  -==  g  +'»??'  des  Hauptfeldes,  für  welchen  die  Ungleichheiten 

(39)  -KKI,     i'  +  7f>l,    rt>0 

erfüllt  sind,  einem  andern  Punkte  des  Hauptfeldes  äqui- 
valent. Bestände  nämlich  für  einen  solchen  Punkt  ra'==|'  + 7^'i,  für 
den  also  die  Ungleichheiten 

(40)  -l^l'^i,     rH^'^>],     r/>0 
gelten,  eine  Beziehung  von  der  Gestalt 

in  welcher  aö'—ßy=^l  wäre,  so  wäre  einerseits  wegen  (39)  die 
quadratische  Form 

Nix  +  ym)  =  x^  -V  2Uy  +  (1'  +  f)if 

eine  im  engeren  Sinne  reduzierte  Form,  die  (nach  Ende  von  Nr.  4) 
keiner  von  ihr  verschiedenen  solchen  Form  äquivalent  sein  kann; 
andererseits  ergäbe  sich  durch  Einsetzen  des  Ausdrucks  (41)  in  die 
Norm  N(x'  +  yoj)  die  Gleichung 

N{x  +  yo3)  ^  N(y(o  +  d)  .  [x''  +  2^'xUy  +  (r^  +  v')tr% 

wenn  x  =  dx  +  /%',     y  ==  yx'  -f  ay 
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gesetzt  wird;  die  reduzierte  Form  zur  Linken  wäre  also  der  Form 
zur  Rechten  äquivalent,  welche  sich  mit  Rücksicht  auf  (40)  als  im 
weiteren  Sinne  reduziert  erweist.    Demnach  müßte 

also  -i<r<|     und     g"  + '/' =  I' +  ^?' >  1, 

die  Form  also  im  engeren  Sinne  reduziert  sein.  Daraus  folgte  (nach 

Ende  von  Nr.  4)         |' =^  +  |,     also    V  =  ^, 

der  Voraussetzung  zuwider,  wonach  co'  von  (o  verschieden  gedacht  ist, 
8.  Nachdem  wir  so  die  vollständige  Übereinstimmung  des  reduzier- 
ten Raumes  mit  seinem  Abbilde,  dem  Hauptfelde  der  positiven  Halb- 
ebene, bestätigt  haben,  sehen  wir  nun  zu,  wie  sich  dieses  Hauptfeld 
durch  jede  beliebige  Substitution  in  ein  äquivalentes  Gebiet  der  Halb- 
ebene überträgt.  Die  so  entstehende  Einteilung  dieser  Halb- 
ebene ist  dann  das  genaue  Korrelat  zur  Einteilung  des 
Kreisinnern  in  seine  Elementardreiecke. 

Allen  Punkten  mit  derselben  Abzisse  |',  d.  i.  jeder  Parallelen  zur 
imaginären  Axe,  insbesondere  also  jedem  der  beiden  geradlinigen 
Ränder  des  Hauptfeldes  entspricht  nach  der  ersten  der  Formeln  (34) 
in  der  positiven  Halbebene  ein  Halbkreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt 
auf  der  reellen  Axe  hat,  diese  also  unter  rechten  Winkeln  schneidet. 
Für  die  besonderen  Substitutionen  von  der  Form  g)'  =^  co  -\-  ß  artet 
diese  Kreislinie  in  eine  zur  imaginären  Axe  parallele  Gerade  |'=  |  +  j3 
aus.  Der  Kreislinie  |'^+  )/'^=  1  aber,  d.  i.  dem  untern  Rande  des 
Hauptfeldes,  entspricht  nach  der  dritten  der  Formeln  (34)  gleichfalls 
eine  Kreislinie  von  der  zuvor  bezeichneten  Art.  Daher  wird  im  all- 
gemeinen jedes  dem  Hauptfelde  äquivalente  Gebiet  der  Halbebene 
ein  von  Kreisbögen  begrenztes  endliches  Dreieck  sein,  welches  nur 
für  jene  besonderen  Substitutionen  in  einen  nach  unten  durch  einen 
Kreisbogen  begrenzten,  nach  oben  unendlich  ausgedehnten  Parallel- 
streifen zur  imaginären  Axe  ausartet. 

Da  jeder  Punkt  der  Halbebene  einem  Punkte  des  Hauptfeldes  äqui- 
valent ist,  also  einem  der  gedachten  Felder  angehören  muß,  so  über- 
decken alle  diese  Felder  die  ganze  Ebene  lückenlos,  Sie 
überdecken  sie  aber  auch  nur  einfach,  d.  h.  zwei  von  ihnen 
haben  keinen  inneren  Punkt  gemeinsam.  Denn,  gehörte  ein  Punkt  o3 
zwei  verschiedenen  Feldern  an  und  dabei  wenigstens  einem  derselben 
als  ein  innerer  Punkt,  so  gäbe  es  zwei  verschiedene  Substitutionen 

G) r—^  ,       (x)    —  —r—\—Tr, , 

y  CO  -|-  "  y  03  -f-  0  ' 

durch  welche  m  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Hauptfeldes  äquiva- 
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lent  würde ^)^  von  denen  wenigstens  einer  dessen  Innerem  angehörte; 
diese  würden  also  auch  miteinander  äquivalent  sein,  was  dem  in  voriger 
Nr.  Bewiesenen  widerspricht.  Nur  der  Punkt  ca  =  cx)  ist  allen  dem 
Hauptfelde  äquivalenten  ParaUelstreifen  gemeinsam,  aber  nicht  als 
ein  innerer  Punkt,  sondern  als  ihr  dritter  Eckpunkt.  Die  diesem  Punkte 
des  Hauptfeldes  entsprechenden  Eckpunkte  der  endlichen  Felder  sind 

die  rationalen  Punkte  der  reellen  Axe,  da  jeder  Ausdruck  ?^f -^  für 

^         **  y(o  -f-  o 

cj  =  CO  sich  auf  einen  rationalen  Wert  —  reduziert.  In  jedem  solchen 

Punkte  der  reellen  Axe  aber  stehen  senkrecht  zur  Axe  unendlich  viele 
äquivalente  Dreiecke,  die  ihn  zur  einen  Ecke  haben;  denn  ist  in  klein- 
sten Zahlen  —  irgendein  rationaler  Wert,  so  gibt  es  unendlich  viele 
ganzzahlige  Lösungen  ß,  d  der  Gleichung  ad~  ßy^  1,  also  unendlich 
viele  verschiedeneSubstitutionencL)'=— 4~^  ^^d  unendlich  viele  dem 

Hauptfelde  äquivalente  Felder,  denen  der  o==  oo  entsprechende  Punkt  - 

als  ein  gemeinsamer  Eckpunkt  angehört.  Alle  diese  Felder  rücken  der 
reellen  Axe,  indem  sie  kleiner  und  kleiner  werden,  immer  näher,  und 
somit  kann  die  obenerwähnte  Klasse  R  der  rationalen  reellen  Zahlen, 
soweit  es  sich  um  Äquivalenz  handelt,  als  die  eigentliche  Begr en zun g 
der  positiven  Halbebene  angesehen  werden.  Sie  ist  das  genaue  Korre- 
lat zur  Gesamtheit  der  auf  der  Kreisperipherie  liegenden  Eckpunkte 
sämtlicher  Elementardreiecke. 

9.  Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  zunächst  noch  einige  inter- 
essante Bemerkungen  an  (s.  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.  Bd.  18,  S.  528). 

Zuerst  sieht  man  leicht  ein,  daß  in  jedem  Parallelstreifen 
zur  imaginären  Axe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
03'=|'-f  i/i  vorhanden  sein  kann,  welche  einem  gegebenen 
Punkte  G)  ^-- 1, -{- Tji  äquivalent  sind,  und  für  die  rj'^i]  ist.  Setzt 
man  nämlich  ^      cc<o  +  ß         .       ,,         , 

voraus  und  bezeichnet  mit  irä,  rä'  die  bzw.  zu  co,  co'  konjugierten 
Werte,  so  ist      ^ ^  ^  /^«+J  __  a^  +  ß\ ij_^ 


N(^y^J^§) 


1)  Wären  nämlich   co\  cö"   einander   gleich,   so   bestände   eine   Beziehung 
—         '       oder  vm^  -\-  {Q  —  X)  co  —  fi  =  0  mit  Xq  ~  ^v  ==1  und  den  für  eine 


V(0  -\-  Q 

Reduzierte    {v,  g  —  /.,  ;t)    negativer   Determinante    geltenden   Ungleichheiten 

i^-~X|^|r|^|/A!;  dies  gibt  aber  nur  die  Werte  o}=i  oder  £>/=     ,  _X  ^ , 

die  auf  den  Rand  des  reduzierten  Gebietes  fallen. 
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Die  Bedingung  rj'^  r]  kommt  also  auf  die  Ungleichheit 

N{yco  +  d)^  d'+2^dr  +  (^'+rr^)f  <  1 

hinaus,  der  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger,  a  fortiori  also  auch 
nur  eine  endliche  Anzahl  teilerfremder  Zahlen  y^  Ö  genügen  kann. 
Ist  dann  für  ein  solches  System  von  Zahlen  a^,  ß^  irgendeine  Lösuug 
der  Gleichung  ad  —  ßy  =^  1,  so  darf  man 

a^a^+y^^    /3  =  A  +  ^^ 

setzen,  wo  0  ganzzahlig,  und  demnach  wird 

^         2\ya)-\-d    '^    y^  +  a  J  "^  ""' 

und  es  gibt  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  Zahlen  ^',  für  welche 
etwa  dieser  Wert  zwischen  die  den  Rändern  des  ParaUelstreifens  zu- 
gehörigen Abszissen  faUen  kann. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  wollen  wir  nun  die  Substitution  aufsuchen, 
durch  welche  ein  beliebig  gegebener  Punkt  03  =  ^  -{-  rji  in  das  Haupt- 
feld übergeführt  wird.  Sei  h  die  zunächst  an  |  gelegene  ganze  Zahl, 
so  daß  ^~-h  zwischen  die  Grenzen  ±  |  zu  liegen  kommt:  dann  ist 
der  Punkt  a>' ==  ^' +  v'i, 

worin  |'  ==  |  —  A,  r/  =  tj  ist,  zufolge  der  Beziehung 

(42)  cö'  ^  03  -  fe 

äquivalent  mit  co,  und  man  hat  —  |^  S'^|.  Ist  daher  auch  |'^+ 1/^^  1, 
so  fällt  09'  in  das  Hauptfeld  hinein.  Andernfalls  ist 

(43)  ^'=^, 

j     •  i  //—!',       n'  ^ 

das  ist  iO   ==  x/y-f — r.  +  £/T~, >«? 

^    +r}  ^^+7] 

ein  mit  G)',also  auch  mite?  äquivalenterPunkt,  dessen  Abszisse  i^">^'=i^ 
ist.  Von  diesem  ausgehend  gelangt  man  durch  eine  Substitution 
von  der  Form  (42)  zu  einem  wieder  mit  m  äquivalenten  Punkte  cd'", 
dessen  Ordinate  rj'''  gleich  t]''  und  dessen  Abszisse  |'"  zwischen  —  ~ 
und  +  ~  enthalten  ist,  der  also  entweder  im  Hauptfelde  liegt  oder 
durch  eine  Substitution  von  der  Form  (43)  in  einen  Punkt  co""  über- 
geht, dessen  Ordinate  wieder  größer  als  tf  >  rj  ist,  usw.  Da  ein  un- 
begrenzter Fortgang  dieser  Art  unendlich  viele  mit  m  äquivalente, 
zwischen  den  das  Hauptfeld  begrenzenden  Parallelen  liegende  Punkte" 
mit  einer  Ordinate  größer  als  }]  liefern  müßte,  so  folgt  nach  dem  vor- 
aufgeschickten Satze,  daß  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Sub- 
stitutionen von  der  Art  (42)  und  (43)  zu  einem  mit  05  äquivalenten 
Punkte  des  Hauptfeldes  gelangen  muß.  Man  bedenke  ferner^  daß  eine 
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Substitution  von  der  Form  (42)  offenbar,  je  nachdem  h  negativ  gleicli 
—  %  oder  positiv  ist,  durch  die  xmalige  bzw.  /^malige  Wiederholung 
der  Substitution    ,y  _  ^  ^  i     b^^,     o/ =  co  -  1, 

deren  letztere  die  Inverse  der  ersteren  ist,  hervorgebracht  werden 
kann.  Daraus  entnimmt  man  sogleich  das  nachfolgende  bemerkens- 
werte Ergebnis:  Jede  Substitution  von  der  Form 


(44) 

worin  aS  - 

~ßr^ 

-  1  ist,  kann  aus  den  beiden  Substitutionen 

(45) 

...       -1 

CO    =  09  +  1,       CO    = 

(und  ihren  Inversen)  zusammengesetzt  werden. 

Man  kann  diesem  Satze  einen  anderen  Ausdruck  geben,  wenn  man 
beachtet,  daß  jeder  Substitution  (44)  eine  Substitution  anderer  Art, 
nämlich  die  Beziehungen  von  der  Form 

(46)  X  =  ax-\-  ßy,     \J  =-  yx  +  8\j 

zwischen  zwei  Systemen  ^,  y  und  x\  y  von  Zahlen,  an  die  Seite  ge- 
stellt werden  kann.  Ist 

(47)  CO  =  -;— ,7-7-v 
^      '  y  0)    -f-  o 

eine  zweite  Substitution  der  ersteren  Art  und 

(48)  x^(/x'+ßY,     y^/x''+dY 

das  ihr  entsprechende  System  von  Gleichungen,  so  haben  wir  in  Nr.  6 
gezeigt,  wie  die  beiden  Substitutionen  (44)  und  (47)  sich  zu  einer 
einzigen  ^      ^-^-4.  ß- 

CO    =   -TT-/— ,  "^. 

y  CO   ~\-  0 

zusammensetzen,  deren  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen  (30)  be- 
stimmt wurden.  Verbindet  man  aber  die  Gleichungen  (46)  und  (48), 
um  X,  y  zu  eliminieren,  so  erhält  man  neue  Gleichungen 

f  ff     ff    i       nff    'f  f  ff     ff    i       s^fr    ff 

X  -=a  X  +  ß  y  ,     y  =r  X  +  d  y 

mit  ebendenselben  Koeffizienten,  welche  mithin  die  zur  zusammen- 
gesetzten Substitution  der  ersteren  Art  zugehörige  Substitution  der 
zweiten  Art  darstellen.  Die  Bildung  der  Koeffizienten  bei  der  Zu- 
sammensetzung von  Substitutionen  ist  also  in  beiden  Fällen  die  gleiche. 
Nun  entsprechen  den  beiden  besonderen  Substitutionen  (45)  der 
ersteren  Art  die  beiden  Gleichungssysteme 

(49)  X  --=-  X  +  y,  y  ^  y    bzw.     x  =--  —  y^  y  -=-  x. 
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Demnacli  kann  der  vorige  Satz  auch  dahin  ausgesprochen  werden^ 
daß  jede  lineare  Substitution  von  der  Form  (46),  für  welche 
ad  —  ßy ''^  1  ist,  sich  aus  den  beiden  besonderen  Substitu- 
tionen (49)  —  und  ihren  Inversen  —  zusammensetzen  läßt. 

10.  Es  bleiben  nun  noch  die  unbestimmten  Formen  zu  behandeln. 
Diesen  entsprechen  die  irrationalen  Punkte  der  reellen  Axe,  aber  sie 
lassen  sich  nicht  in  ähnlicher  Weise  in  äquivalente  Gebiete  zerlegen 
wie  die  Gesamtheit  der  den  positiven  Formen  entsprechenden  Punkte 
der  Ebene.  Vielmehr  muß  man  hier  wieder  auf  jenen  Hermiteschen 
Grundgedanken  zurückgreifen,  den  wir  in  Nr.  5  erwähnten  und  zu 
diesem  Zwecke  nun  in  seiner  ursprünglichen  Passung  entwickeln. 

Man  denke  die  unbestimmte  Form 

in  ihre  beiden  irrationalen  Faktoren  zerlegt: 

(50)  f=^a(x  —  co^y)  {x  -  m^y), 

wo  also  co^y  CO2  die  beiden  reellen  Wurzeln  der  Form  sind;  Hermite 
stellt,  unter  X  einen  reellen  Parameter  verstehend,  der  positiv  gedacht 
werden  kann,  ihr  die  positive  Form 

(51)  F^{x~  co.yy  +  X\x  -~  Gj,yy 

an  die  Seite  und  bezeichnet  die  unbestimmte  Form  /'als  re- 
duziert, wenn  es  Werte  von  X  gibt,  für  welche  die  Form  F 
reduziert  ist.  Die  Wurzeln  der  letzteren  sind 

also  ist  F  und  damit  auch  f  eine  reduzierte  Form,  wenn 

ist.  Eliminiert  man  aus  diesen  Beziehungen  den  Parameter  A,  so  er- 

gibt  sich  |2  +  ^S  -  1(03,  +  03,)  +  03,  03,  =^  0 

oder  a(^'  +  ri')  +  2bl  +  c^0, 

d.  i.  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  der  reellen 
Axe  hat,  sie  in  den  Punkten  |  =  03,  und  §  =  033  schneidet  und  nach 
der  Schlußbemerkung  in  Nr.  6  das  Abbild  der  zum  Punkte  a,  h,  c  ge- 
hörigen Polare  ist;  die  Ungleichheiten  (52)  aber  definieren  diejenigen 
Punkte  I,  72  desselben,  welche  etwa  in  das  Hauptfeld  hineinfallen. 
Demnach  darf  man  auch  sagen:  Die  Form  /"heißt  reduziert,  wenn 
der  hier  bezeichnete  Kreis  das  Hauptfeld  schneidet. 
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Nun  ist  aber  der  möglicherweise  in  dieses  Hauptfeld  fallende  Bogen 
des  Kreises  begrenzt,  mit  anderen  Worten:  der  Wert  des  Parameters 
l  ist  durch  die  Ungleichheiten  (52)  auf  ein  endliches  Intervall  be- 
schränkt; läßt  man  ihn  von  irgendeinem,  diesen  Ungleichheiten  ge- 
nügenden Werte  an  stetig  wachsen  oder  stetig  abnehmen,  so  wird 
ein  Augenblick  eintreten,  wo  sie  nicht  mehr  erfüllt  werden,  die  Form 
F  also  aufhört,  eine  reduzierte  Form  zu  sein.  Alsdann  aber  kann  sie 
durch  eine  geeignete  nnimodulare  Substitution 

X  =  ax  +  ^y,     y  --  yx'  +  dtj 
in  eine  äquivalente  Form  verwandelt  und  dieser  die  Gestalt 

gegeben  w^erden,  wo,  wenn 


und  F'  =  {%  -  Gi^yJ  +  r^  {x'  -  co^yj 

gesetzt  wird,  F'  eine  Form  ist,  die  ihrerseits  in  einem  gewissen  In- 
tervalle für  A',  d.  h.  in  einem  gewissen  neuen  Intervalle  für  X  redu- 
ziert bleibt.  Durch  dieselbe  Substitution  geht  auch  die  Form  f  in 
eine  ihr  äquivalente  Form 

f  =-a[x  -~'G)^y){x  -  co^  y ) 

über,  worin  a  =  a(a  ■—  yco^)  (a  —  702) 

gesetzt  ist,  und  welche  nach  der  angegebenen  Definition  zugleich  mit 
F'  reduziert  ist.  Wiederholt  man  am  Ende  des  neuen  Intervalls  für 
X  dieselbe  Betrachtung,  um  wiederum  zu  reduzieren  usw.,  so  er- 
hält man  aus  der  Form  /'eine  unbegrenzte  Reihe  äquivalen- 
ter reduzierter  Formen  (die  nicht  alle  verschieden  zu  sein  brauchen), 
denen  in  der  Ebene  eine  ebensolche  Reihe  sich  aneinander- 
schließender  Kreisbögen  entspricht,  welche  das  Hauptfeld 
durchsetzen.  —  Sollten  für  die  gegebene  Form  f  die  Ungleich- 
heiten (52)  für  kein  l  erfüllbar  sein,  so  müßte  man  schon  anfangs 
die  Form  F  reduzieren,  um  dann  von  den  so  aus  F  und  f  erhaltenen 
ihnen  bzw.  äquivalenten  Formen  ab  das  dargelegte  Verfahren  auszu- 
führen. Es  treten  hiermit  völlig  entsprechende  Verhältnisse  ein,  wie 
sie  bei  der  früheren  geometrischen  Deutung  der  quadratischen  For- 
men in  Nr.  5  bemerkt  worden  sind,  obwohl,  was  hervorgehoben  wer- 
den mag,  die  hier  gegebene  Definition  reduzierter  unbestimmter  For- 
men sich  mit  der  dortigen  nicht  deckt.  Weiter  auf  jene  Verhältnisse 
einzugehen  dürfen  wir  hier  unterlassen,  da  wir  sie  später  noch  näher 
erörtern  werden;  hier  genügt  uns,  das  Prinzip  der  Her  mit  eschen 
Auffassung  kurz  gezeichnet  zu  haben.    Es  sei  nur  zum  Schluß  noch 
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auf  den  wichtigen  Unterschied  zwischen  bestimmten  und  unbestimm- 
ten Formen  aufmerksam  gemacht,  der  bei  beiden  geometrischen  Deu- 
tuDgen  sich  in  dem  Umstände  geäußert  hat,  daß  bei  jenen  aus  jeder 
Klasse  eine  einzige  Form  als  reduziert  herausgehoben  werden  kann, 
während  bei  diesen  stets  nur  eine  ganze  Kette  solcher  Formen  sich 
absondern  läßt,  ein  Umstand,  der  für  die  Entscheidung  über  die  Äqui- 
valenz zweier  Formen  wesentliche  Bedeutung  hat. 


Zweites  Kapitel. 

Critter  und  Kettenbrüche. 

1.  Bisher  haben  wir  die  Gesamtheit  der  quadratischen  For- 
men (a,  6,  c)  betrachtet;  nunmehr  wollen  wir  der  Gesamtheit  der 
Werte  unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden,  welche  durch  eine  ein- 
zige quadratische  Form  ax^  +  2bxy  +  cy^  dargestellt  werden, 
also  der  Gesamtheit  der  ganzzahligen  Wertesysteme  zweier 
reellen  Variabein  x,  y  entsprechen. 

Die  Werte  einer  einzigen  reellen  Veränderlichen  x  lassen  sich  geo- 
metrisch als  Punkte  einer  Geraden  darstellen,  nämlich  als  die  End- 
punkte der  Abszissen,  deren  Längen  je  gleich  \x\  sind.  Hiernach 
sprechen  wir  dann  vom  Werte  x  auch  als  vom  Punkte  x  und  um- 
gekehrt, xlllen  ganzzahligen  x  entspricht  so  eine  vom  Nullpunkte  nach 
beiden  Seiten  hin  ausgehende  Reihe  äquidistanter  Punkte,  deren  Ab- 
stand je  gleich  der  willkürlich  angenommenen  Längeneinheit  ist.  Hier 
gelten  zwei  Tatsachen,  die,  so  selbstverständlich  sie  erscheinen,  doch 
ebenso  wichtig  zu  bemerken  sind. 

Erstens:  In  jedem  Intervall  von  x  bis  x  y-  x  der  Geraden,  wel- 
ches gleich  oder  größer  als  1  ist,  liegt  mindestens  ein  ganzzahliger 
Punkt.  Denn,  bezeichnet  \pc\  die  größte  nicht  über  x  gelegene  ganze 
Zahl  und  setzt  man  rc  =  [^]  +  Tj  so  ist  nach  Voraussetzung 

x'  y  M  +  r+ly  [x]  -f  1  >  ^, 

mithin  die  ganze  Zahl  [x\  +  1  in  dem  gedachten  Intervall  enthalten. 
Grenzt  man  also  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  ein 
Intervall  ab,  welches  ^2  ist,  so  findet  sich  in  demselben 
mindestens  ein  Paar  ganzzahliger,  gegen  den  Nullpunkt 
symmetrisch  liegender  Punkte. 

Zweitens:  Liegen  im  Innern  eines  Intervalls  von  ^  bis  ^'  >  ^,  welches 
gleich  oder  kleiner  als  die  ganze  Zahl  *^  ist,  n  +  \  der  Größe  nach 
geordnete  Punkte  x^^x^,  •  •  •,  ^r^.^i,  wobei  einer  der  Punkte  x^y  .t-^^^ 
auch  mit  dem  Punkte  x  bzw.  x  zusammenfallend  gedacht  werden 
darf,  so  ist  wenigstens  für  zwei  aufeinanderfolgende  jener  Punkte  ihr 
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Abstand  voneinander  kleiner  als  1.  Denn  sonst  wäre  die  Summe  die- 
ser Abstände,  d.  i.  der  gesamte  Abstand  von  x^  bis  x^^^  mindestens 
gleich  n  und  a  fortiori  das  Intervall  von  x  bis  x  größer  als  n.  — 
Oder  auch  so:  Denkt  mau  die  Punkte  x^  mit  den  bezüglichen  Inter- 
vallen von  x^  -  j  bis  x^  +  y  umgeben,  so  ist  deren  gesamte  Summe 
gleich  ^^  +  1.  Da  sie  aber  insgesamt  in  dem  Intervalle  von  x  —  \  bis 
X  4-  \  enthalten  sind,  dessen  Größe  höchstens  gleich  n  +  1  ist,  so 
sind  nur  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  schließen  jene  Intervalle  ge- 
nau aneinander,  so  daß  allgemein 

■^S'  +  l  2  '^i     '      2 

ist;  dann  wäre  x^^^  =  x,>  -(-  1,  und  die  Punkte  x^j ,%,  •  •  •  x^^^  würden 
in  diesem  besonderen  Falle,  während  der  erste  und  letzte  das  Inter- 
vall XX  begrenzen,  es  in  n  gleiche  Teile  zerlegen;  oder  jene  Inter- 
valle müssen  teilweise  übereinandergreifen;  ist  dies  etwa  für  die  zu 
x^  und  zu  ^^.^i  gehörigen  Intervalle  der  Fall,  so  ist  für  jeden  ihnen 
gemeinsamen  Punkt  | 

mithin  x^^^^  —  x-  <  1  (s.  Borel,  Journ.  des  Math.  (5)  t.  9). 

Man  kann  dieser  Tatsache  auch  die  folgende  Fassung 
geben.  Teilt  man  das  Intervall  von  0  bis  n  durch  die  ganzen  Zahlen 
1,  2,  3,  •  •  •  n  —  1  in  n  gleiche  Teile,  so  müssen  von  n  +  1  in  das 
Innere  dieses  Intervalls  fallenden,  der  Größe  nach  geordneten  Punk- 
ten i?;j,  %  '  '  '  ^ni-i  wenigstens  zwei  in  dasselbe  Teilintervall  fallen. 
Denn  sonst  läge  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Punkte 
mindestens  ein  ganzzahliger,  also  lägen  im  Intervall  ^^  bis  n  inklu- 
sive, welches  kleiner  ist  als  n^  mindestens  n  •+  1  voneinander  ver- 
schiedene ganzzahlige,  d.  h.  solche  Punkte,  deren  gegenseitiger  Ab- 
stand ^  1  ist,  was  der  vorigen  Bemerkung  zuwiderläuft. 

Von  dieser  Bemerkung  hat  zuerst  Dirichlet  einen  genialen  weit- 
gehenden Gebrauch  gemacht.  Im  Grunde  besagt  sie  nur  die  triviale 
Tatsache,  daß  die  Elemente  einer  aus  n+l  Dingen  bestehenden  Mehr- 
heit den  Elementen  einer  Mehrheit  von  n  Dingen  nur  so  zugeordnet 
werden  können,  daß  wenigstens  einem  Elemente  der  letzteren  mehr 
als  ein  Element  der  ersteren  zugeteilt  wird. 

2.  Ließ  sich  die  eindimensionale  Mannigfaltigkeit  einer  reellen 
Veränderlichen  x  durch  die  Punkte  einer  Geraden  veranschaulichen, 
so  bedarf  es  zur  Versinnlichung  der  zweidimensionalen  Mannigfaltig- 
keit aller  Wertesysteme  zweier  reellen  Veränderlichen  i^?,?/  einer  Ebene. 
Man  denke  sich  in  einer  solchen  zwei  unter  einem  beliebigen  Winkel  cp 
sich  kreuzende  Geraden  OX,  OT  als  Koordinatenaxen,  trage  auf  OX 
nach  beiden  Seiten  von  0  gleiche  Strecken  von  einer  beliebigen  Länge 
a,  auf  0  Y  solche  von  einer  ebenfalls  beliebigen  Länge  h  ab  und  ziehe 
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durch  die  Endpunkte  derselben  Parallelen  bzw»  zur  Axe  OF und  OX; 
die  zwei  Parallelenscliaren  bilden  dann  ein  Netz  oder  ein  Gitter, 
das  sich  aus  lauter  kongruenten  Parallelogrammen  von  der  Größe 

aB  •  sin  (f 

zusammensetzt:  wir  wollen  es  als  Grundgitter  bezeichnen;  ihren 
Durchschnittspunkten,  den  sog.  Netz-  oder  Gitterpunkten  aber 
kommen  die  Koordinaten  aXj  hy  für  alle  ganzzahligen  Wertsysteme 
X,  y  zu;  sie  können  demnach  als  Repräsentanten  der  letzteren  an- 
gesehen werden.  Paßt  man  die  Koordinaten  als  Vektoren  auf,  so 
entspricht  jedem  Gitterpunkte  ein  Vektor 

ax  +  hy 
oder  ein  Wert  der  Linearform 

(1)  f=ax  +  hy', 

man  darf  daher  das  Gitter,  genauer  seine  Gitterpunkte,  auch  als  den 
geometrischen  Ausdruck  für  die  Gesamtheit  der  Werte  betrachten, 
welche  aus  der  Linearform  f  mittels  ganzzahliger  x,  y  hervorgehen. 
Letztere  Gesamtheit  bildet  einen  sog.  Zahlenmodul,  d.  h.  sie  hat 
die  charakteristische  Eigenschaft,  daß  zwei  beliebige  ihrer  Zahlen  als 
Summe  und  Differenz  wieder  eine  Zahl  der  Gesamtheit  ergeben.  Sind 
daher 

(2)  §t  =  a«  +  By,    a3  =  a/3  +  6(J 

zwei  solche  Werte  von  /*,  wobei  wir  voraussetzen  wollen,  daß  ad  —  ßy 
nicht  Null  sei,  so  gehören  auch  die  Werte 

^x  +  ^y  =  a(a;:t;'  +  ßy)  +  h(yx'  +  äy') 

für  alle  ganzzahligen  x,  y  derselben  Gesamtheit  an,  bilden  aber 
offenbar  selbst  wieder  einen  Modul  von  Zahlen.  Durch  die  Substitution 

(3)  X  =  ax  +  ßy  j    y  =  yx'  +  dy 

mit  ganzzahligen  a,  /3,  y,  d,  durch  welche  die  Linearform  f  in  die 
andere 

(4)  F^%x'  +  ^y 

übergeht,  so  daß  die  Beziehung 

(5)  ax  +  hy^%x'  +  '^y 

durch  die  Gleichungen  (3)  identisch  erfüllt  wird,  geht  also  aus  dem 
Modul  f  ein  anderer  Modul  F  hervor,  dessen  Zahlen  sämtlich  dem 
ersteren  zugehören,  da  zufolge  (3)  ganzzahligen  x\  y  auch  ganzzahlige 
^^  y  entsprechen.  Der  Modul  F  ist  daher  ein  Teiler  von  f,  d.  i.  ent- 
halten in  /'.    Sollen  auch  umgekehrt  ganzzahligen  Xj  y  stets  ganz- 
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zahlige  x ,  y    entsprechen,  so  ist  bekanntlich  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  der  Substitutionsmodirl 

(6)  ad-ßr^±l 

ist.  In  diesem  Falle  gehören  dann  zufolge  der  Identität  (5)  auch  alle 


Fig.  8. 


Zahlen  des  Moduls  f  zum  Modul  F,  und  somit  sind  beide  Moduln 
identisch,  d.  h.  sie  bestehen  insgesamt  aus  denselben  Zahlen. 

Faßt  man  dies  nun  geometrisch  auf  (Fig.  3),  so  bestimmen  die 
Gleichungen  (2)  die  beiden  Vektoren  OSl  und  0^,  die  nach  den  Punk- 
ten a,  y  bzw.  ß,  d  des  Grundgitters  hingehen;  das  Gitter  aber,  wel- 
ches aus  diesen  Vektoren  gebildet  wird  wie  das  Grundgitter  aus  den 
Vektoren  Oa  und  OB,  ist  diesem  eingelagert,  d.h.  alle  seine  Gitter- 
punkte fallen  mit  Gitterpunkten  des  letzteren  zusammen;  und  die  Be- 
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Ziehung  (6)  bezeichnet  die  Bedingung  dafür,  daß  auch  das  Umge- 
kehrte eintritt  und  somit  das  neue  Gitter  mit  dem  Grundgitter  sich 
deckt.  Bekanntlich  bestimmt  sich  der  Inhalt  jedes  der  dem  neuen 
Gitter  zugehörigen  Parallelogramme  aus  den  Koordinaten  aa^  hy] 
aßy  hd  der  Punkte  Sl  und  S3  mittels  des  Ausdrucks 

4-  (aa  'id  —  aß  '  hy)  sin  g?  ==-  +  {ccd  ~  ßy)  •  ah  sin  (p^ 

ist  also  um  den  Absolutwert  von  ad  ~  ßy  mal  größer  als  das  Fun- 
damentalparallelogramm des  Grundgitters.  Die  Bedingung 
dafür,  daß  die  beiden  Gitter  sich  decken,  läuft  geometrisch 
also  darauf  hinaus,  daß  die  Fundamentalparallelogramme 
beider  Gitter  gleichen  Inhalts  sind. 

Behält  man  im  Gitter  nur  die  Gitterpunkte  bei^  während  die  Par- 
allelen, deren  Durchschnitte  sie  sind,  unterdrückt  werden,  so  ent- 
steht im  Unterschiede  von  dem  ursprünglichen  Parallelgitter  ein 
sog.  Punkt gitt er.  Aus  der  voraufgehenden  Betrachtung  ersieht  man, 
daß  ein  solches  Punktgitter  auf  unzählig  viele  verschiedene  Arten  als 
Parallelgitter  aufgefaßt  werden  kann,  und  daß  diese  sämtlich  aus 
einem  beliebigen  von  ihnen,  das  als  Grundgitter  zu  denken  ist,  durch 
die  verschiedenen  Substitutionen  mit  dem  Modul  ±  1 : 

x==  ax  +  ßy\     y  =  yx'  -\-  dy,     {ad  —  ^^  =  -j-.  1) 

hervorgehen.  Wir  bezeichnen  sie  als  die  dem  Punktgitter  eigenen 
Parallelgitter. 

3.  Nun  leiten  wir  einen  Satz  her,  der  nur  eine  Verallgemeinerung 
der  ersten  der  in  Nr.  1  hervorgehobenen  einfachen  Tatsachen,  selbst 
aber  einer  großen  Verallgemeinerung  für  Mannigfaltigkeiten  beliebiger 
Dimension  fähig  ist  und  das  wesentliche  Prinzip  für  die  Untersu- 
chungen bildet,  die  Minkowski  unter  dem  Titel  einer  „Geometrie  der 
Zahlen^^  zusammengefaßt  hat.  Wir  werden  ihn  deshalb  in  der  Folge 
als  den  Minkowskischen  Grundsatz  bezeichnen. 

Man  denke  sich  um  den  Nullpunkt  0  des  Punktgitters  ein  end- 
liches Gebiet  abgegrenzt  durch  eine  in  sich  geschlossene  Kurve,  wei- 
che 0  zum  Mittelpunkt  hat  und  nach  außen  hin  überall  konvex  ist, 
einen  Kreis,  eine  Ellipse  oder  dergleichen.  Wird  diese  gleichmäßig 
in  allen  ßichtungen  von  0  aus  hinreichend  zusammengezogen,  so 
wird  sie  außer  dem  Nullpunkte  keinen  weiteren  Gitterpunkt  ein- 
schließen; von  da  aus  aber  ebenso  wieder  ausgedehnt,  wird  sie  all- 
mählich ein  oder  zugleich  mehrere  Paare  P,  P'  gegen  0  symmetrisch 
gelegener  Gitterpunkte  in  der  Umgebung  von  0  in  sich  aufnehmen. 
In  dem  Augenblicke,  wo  dies  geschieht,  sei  %  der  Inhalt  der  von  der 
Kurve  begrenzten  Fläche.  Nun  ziehe  man  die  Kurve  wieder  im  Ver- 
hältnisse von  2  :  1  gleichmäßig  zusammen,  so  daß  der  Inhalt  der  von 
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ihr  umschlossenen  Fläche  —  wird,  und  denke  dann  diese  Fläche  nach 

4  ' 

jedem  der  Gitterpunkte  des  Grundgitters  als  Mittelpunkt  parallel  ver- 
schoben. Es  ist  klar,  daß  die  so  um  P,  P'  abgegrenzten  Flächen  die 
Fläche  um  0  in  den  Mittelpunkten  der  Strecken  OP  bzw.  OP'  nur 
von  außen  berühren,  also  von  der  Fläche  um  0  völlig  getrennt  blei- 
ben werden.  Da  für  jeden  anderen  Gitterpunkt  und  seine  Umgebung 
genau  gleiches  gelten  muß,  sieht  man,  daß  auf  joden  einzelnen  Gitter- 

punkt  des  Grundgitters  je  ein  Flächenstück  von  der  Größe  ~  kommt, 

diese  sich  aber  nirgends  überdecken,  sondern  im  allgemeinen  noch 
Teile  der  gesamten  Ebene  unbedeckt  lassen  werden.  Wenn  aber 
andererseits  um  jeden  Gitterpunkt  ein  Parallelogramm  konstruiert 
wird,  das  ihn  zum  Mittelpunkte  hat  und  dem  Fundamentalparallelo- 
gramme kongruent  ist,  so  werden  diese  die  gesamte  Ebene  lücken- 

los  und  einfach  überdecken.   Daraus  ist  zu  schließen,  daß  —  nicht 

größer  sein  kann  als  der  Inhalt  des  Fundamentalparallelogrammes.  W  i  rd 
letzterer  zur  Flächeneinheit  gewählt,  so  ergibt  sich  also 
die  Beziehung 

(7)  5^4. 

Wenn  jetzt  bei  stetiger  Ausdehnung  der  um  0  gedachten  Kurve  die 
von  ihr  umschlossene  Fläche  ^  4  wird,  so  wird  sie  der  vorstehenden 
Ungleichheit  zufolge  um  so  mehr  >  g^,  umfaßt  also  diese  Fläche  und 
mit  ihr  die  Gitterpunkte  P,  P\  Somit  gelangt  man  zu  folgendem  Er- 
gebnisse: 

Minkowskis  Grundsatz.  Ein  um  den  Nullpunkt  des  Gitters 
durch  eine  geschlossene  Kurve,  welche  ihn  zum  Mittelpunkte 
hat  und  nach  außen  konvex  ist,  abgegrenztes  Flächenstück 
enthält,  falls  sein  Inhalt  ^4  ist,  in  seineminnernoderdoch, 
falls  das  Gleichheitszeichen  gilt,  auf  seiner  Begrenzung 
mindestens  ein  Paar  gegen  den  Nullpunkt  symmetrisch 
liegender  Gitterpunkte. 

4.  Von  diesem  Grundsatze  soll  sogleich  eine  sehr  folgen- 
reiche Anwendung  gemacht  werden.^) 

Seien 

(8)  I  ==  mpo  -\-hy,    7}  ^  ex  +  dy 

zwei  Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten  und 

(9)  A^ad-hc 

ihre  von  Null  verschieden  gedachte  Determinante.  Die  Gleichungen 

1)  S.  hierzu  Minkowski,  „Geometrie  der  Zahlen"  (Leipzig  1910),  S.  147ff. 

Bachmann,  Zahlentheorie  IV  2  3 
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I  =  0,  -jy  =  0  stellen  dann  zwei  durch  den  Nullpunkt  0,  d.  i.  den  Gitter- 
punkt 0;  0  hindurchgehende  Geraden  und  die  Gleichungen 

(10)  l-±h    v-±^^ 

die  Seiten  eines  ParallelogTammes  dar,  welches  den  Nullpunkt  zum 
Mittelpunkt  hat  und  kurz  als  das  Parallelogramm  [X,  ft]  bezeichnet 
werden  soll.  Sein  Inhalt  J,  unter  welchem  das  über  das  Par- 
allelogramm erstreckte  Integral  //c?^rf«/ verstanden  werde, 
ist,  da  zufolge  (8)  die  Funktionaldeterminante  der  |,  rj  in  bezug  auf 

die  X,  y  gleich  A  ist,  gleich  y-^r  •  I   /  d^dri,  also 

(11)  j=j^. 

In  einem  solchen  Parallelogramme  kann  außer  dem  Nullpunkte  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Gitterpunkten  liegen,  die  sich  stets  7ai 
Paaren  von  je  zwei  zum  Nullpunkte  symmetrisch  gelegenen  Gitter- 
punkten zusammenfassen  lassen.  Ein  Parallelogramm  \X,  /x]  soll  ein 
freies  heißen,  wenn  es  keinen  Gitterpunkt  außer  dem  Nullpunkt  in 
seinem  Innern  enthält,  während  solche  auf  seiner  Begrenzung  vor- 
handen sein  können.  Hört  es  auf,  ein  freies  zu  sein,  wenn  X  oder  /i 
oder  beide  auch  noch  so  wenig  vergrößert  werden,  so  soU  [A,  ft]  ein 
äußerstes  (freies)  Parallelogramm  genannt  werden. 

Aus  dieser  Definition  geht  sogleich  hervor,  daß  bei  einem  äußersten 
Parallelogramm  sowohl  auf  den  ^-Seiten  als  auch  auf  den  T^-Seiten 
mindestens  ein  Gitterpunkt  liegen  muß,  diese  aber  nicht  nur  in  seine 
Ecken  fallen  dürfen,  denn  andernfalls  könnte  man  zwei  parallele 
Seiten  weiter  voneinander  entfernen,  ohne  daß  zunächst  Gitterpunkte 
in  das  Innere  träten.    Ferner  ergibt  sich  der  Satz: 

A.  Sind  [A,  ft],  \X\  /^']  zwei  äußerste  Parallelogramme,  so 
muß  entweder  X>  X',  ^  <,  ii  oder  X  <CX\  ft  > ^i  sein.  Denn,  wären 
zugleich  A  >  r,  i^^  iii  oder  A  ^  A',  ft  ^  ft',  so  enthielte  im  ersteren 
Falle  [A,  ^]  das  Parallelogramm  [A',  ft'],  wenn  es  nicht  mit  ihm  iden- 
tisch ist,  samt  den  Gitterpunkten  desselben  in  seinem  Innern,  und  um- 
gekehrt im  zweiten  Falle,  entgegen  der  Bedeutung  eines  äußersten 
Parallelogrammes. 

5.  Als  weitere  Grundlage  für  unsere  Betrachtungen  beweisen  wir 
die  nachfolgenden  Sätze: 

B.  Ist  das  von  den  Geraden 

(12)  i  =  ±l;    t;  =  ±l 

begrenzte  Parallelogramm  ein  freies  und  liegen  auf  seiner 
Begrenzung  mehr  als  zwei  Paare  von  Gitterpunkten,  so 
muß  die  Determinante  A  =  +  1  sein.    Denn,  wären  mindestens 
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drei  solcher  Paare  darauf  vorhanden,  also  sechs  ganzzahlige  Systeme 
Xj  y,  für  welche  wenigstens  eine  der  Größen  l,  rj  absolut  1  wäre,  so 
müßten,  da  die  Werte  von  |,  rj  nur  vier  verschiedene  Vorzeichenkom- 
binationen darbieten,  ihnen  wenigstens  zwei  jener  Systeme:  x\  ^'; 
x'j  y"  Werte  von  je  demselben  Vorzeichen  erteilen.  Der  vom  Null- 
punkte verschiedene  Gitterpunkt  x^  ^  x'  —  x"y  y^  =  y  •—  y"  würde 
ihnen  also  Werte  geben,  die  absolut  kleiner  als  1  sind,  es  sei  denn, 
daß  für  eins  der  beiden  Systeme,  etwa  x\  j/',  eine  der  Größen  §,  9^, 
etwa  i;  =  0,  mithin  die  andere  §  =  ±  1  wäre,  wo  dann  ri  für  den 
Gitterpunkt  x^,  y^  absolut  gleich  1  sein  könnte.  Dieser  Fall  müßte 
aber  eintreten,  denn  im  andern  würde  x^^  y^  ins  Innere  des  Parallelo- 
grammes  fallen,  dasselbe  also  kein  freies  sein.  Somit  müßte  x\  if  eine 
ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung 

(13)  n==€x  +  dy  -  0 
und  zugleich 

(14)  |^a^'+6/=±l 

sein.  Der  Punkt  x\  y  wäre  hiernach  Mittelpunkt  einer  der  ^-Seiten. 
Nun  könnte  innerhalb  dieser  Seite  kein  weiterer  Gitterpunkt  liegen, 
da  sonst  gegen  die  Voraussetzung,  wie  sofort  einzusehen,  auf  der  Ge- 
raden I  =  0  im  Innern  des  Parallelogramms  noch  ein  von  Null  ver- 
schiedener Gitterpunkt  vorhanden  sein  würde.  Die  übrigen  der  vor- 
ausgesetzten Paare  von  Gitterpunkten  lägen  daher  auf  den  ly- Seiten. 
Sei  dann  x^^  y^  ein  Gitterpunkt  auf  der  Seite  '>?  =  1,  mithin 

(15)  cr^i  +  c?2/i  —  1; 

so  findet  man  durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  den  beiden 
voraufgehenden  die  Beziehung 

t^{x!y^-x^y)^±\, 

aus  welcher,  da  xy^  —  x^y  eine  ganze  Zahl  ist,  |  A  |  ^  1  hervorgeht. 
Andererseits  beträgt  nach  Minkowskis  Grundsatz  der  Inhalt  des  als 
frei  vorausgesetzten  Parallelogrammes  (welches  als  eine  konvexe  Figur 
gelten  darf)  nicht  mehr  als  4,  zufolge  (11)  ist  also  i  A|^  1,  und 
demnach  wie  behauptet,  A  ==  +  1. 

C.  umgekehrt:  Ist  das  gedachteParallelogramm  ein  freies 
und  A  =  +  1,  so  liegen  auf  seinenSeiten  mehr  als  zweiPaare 
von  Gitterpunkten.  Denn  nach  Minkowskis  Grundsatz  findet  sich 
darauf  wenigstens  ein  solches  Paar.  Wäre  nur  ein  solches  vorhanden, 
etwa  auf  den  ^-Seiten,  oder  auch  nur  zwei,  beide  auf  diesen  Seiten, 
so  bliebe  für  ein  hinreichend  kleines  8  das  Parallelogramm  [1,  1  +  ^] 
noch  ein  freies,  hätte  aber  einen  Inhalt  >  4,  dem  Minkowskischen 
Grundsatze  zuwider.  Es  müßte  also,  wenn  nur  zwei  Paare  vorhanden 

3* 
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sind,  sowohl  auf  die  |-  als  aucli  auf  die  7^- Seiten  ein  Paar  fallen. 
Läge  nun  eins  derselben,  etwa  das  auf  den  ^-Seiten,  nicht  in  deren 
Mitte,  so  bliebe  das  Parallelogramm  noch  ein  freies,  wenn  diese  Seiten 
hinreichend  wenig  um  ihre  Gitterpunkte  gedreht  würden;  dadurch 
würde  aber  bei  einer  der  beiden  Richtungen  der  Drehung  der  Inhalt 
>  4,  was  wieder  gegen  jenen  Grundsatz  verstößt.  Hiernach  fielen 
notwendig  die  beiden  Paare  von  Gitterpunkten  in  die  Mittelpunkte 
der  Seiten;  dann  lägen  aber  solche  auch  in  den  Ecken,  und  es  gäbe 
vier,  nicht  nur  zwei  Paare  von  Gitterpunkten  auf  dem  Parallelogramm. 
Demnach  sind  stets  mehr  als  zwei  Paare  vorhanden  und  als- 
dann, wie  bei  B.,  ein  Paar  in  den  Mitten  zweier  Parallelen,  die  übrigen 
auf  den  anderen  Parallelen.  Es  könnten  zudem  auf  diesen  auch  nicht 
mehr  als  zwei  Paare  liegen,  denn  sonst  fielen  zwei  Gitterpunkte  auf 
dieselbe  Hälfte  derselben,  woraus  sogleich  erkennbar,  daß  dann  im 
Innern  des  Parallelogramms  außer  dem  Nullpunkte  noch  ein  Gitter- 
punkt vorhanden  wäre,  gegen  die  Voraussetzung. 

D.  Ist  endlich  A  =  ±l  und  gelten  Gleichungen  wie  die 
Gleichungen  (13)  und  (14),  liegt  also  auf  der  Mitte  einer  der 
Seiten  des  Parallelogramms  (12)  ein  Gitterpunkt  x,  \j  und 
sind  dabei  x\  y'  teilerfremde  Zahlen,  so  ist  das  Parallelo- 
gramm ein  freies,  nämlich  kein  vom  Nullpunkte  verschiedener 
Gitterpunkt  in  seinem  Innern  vorhanden.  Denn,  wäre  x^y  y^  ein  sol- 
cher, so  hätte  man  neben  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  statt  der 
Gleichung  (16)  die  Ungleichheit 

\cx^  +  dy^\<l, 
und  es  ergäbe  sich  die  Beziehung 

was  nur  sein  könnte,  wenn  xy^  —  x^y  =^0  wäre,  aber  durch  den  Um- 
stand, daß  x\  y[  teilerfremd  sind,  ausgeschlossen  ist. 

6.  Wir  setzen  von  nun  an  A  =  1  voraus  und  betrachten  unter 
dieser  Voraussetzung  das  Parallelogramm  (10),  dessen  Inhalt 
zufolge  (11)  dann  gleich  4A]ii  ist.  Dann  fließt  aus  Minkowskis 
Grundsatz  sogleich  der  andere  Satz: 

E.  Für  ein  freies  [Aft]  ist  stets  X^i  ^  1. 
Da  die  Gleichungen  (10)  mit  den  anderen: 

gleichbedeutend  sind,  deren  Determinante  gleich  r-,  hier  also  der 

Einheit  nur  gleich  ist,  wenn  >lft  ==  1  ist,  so  lassen  die  Betrachtungen, 
die  zu  B.  geführt  haben,  die  Tatsache  erkennen,  daß  ein  freies 
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[A,  /i]  nur  dann  mehr  als  zwei  Gitterpunktspaare  aufweisen 
kann,  wenn  wenigstens  auf  einer  der  Mittellinien  ^  =  0, 
^  =  0  ein  Gitterpunkt  liegt  und  Aju.  =  1  ist.  Die  Gerade 
^  =  ax  -{-  by  ^  0  enthält  aher  nur  dann  Gitterpunkte,  wenn  a  und 
b  ein  rationales  Verhältnis  haben;  wenn  dann  m  der  positive  Wert 
ist,  für  welchen  ma,  mh  zwei  teilerfremde  ganze  Zahlen  werden, 
so  ist  X  =  —  mh,  y  =  ma  einer  der  beiden  dem  Nullpunkt  nächsten 
Gitterpunkte  auf  |  =  0  und 

rj  =  ~~  mh  •  c  +  >^<^  '  d  ^  m 

der  kleinste  Wert,  den  rj  für  die  Gitterpunkte  auf  dieser  Geraden  an- 
nehmen kann.  Für  ein  freies  [A,  ft]  muß  also  ^^m  sein.  Eben- 
so kann  auf  rj  ^  0  nur  dann  ein  Gitterpunkt  liegen,  wenn  e,  d  ein 
rationales  Verhältnis  haben;  und  wenn  dann  l  den  positiven  Wert 
bedeutet,  für  welchen  Ic^ld  teilerfremde  ganze  Zahlen  werden,  so  ist 
X  =^ldj  y  ^  —  Ic  einer  der  beiden  dem  Nullpunkte  nächsten  Gitter- 
punkte auf  1^  =  0  und 

l  ^  Id  '  a  —  Ic  'h  =  1 

der  kleinste  Wert,  den  |  für  die  auf  dieser  Geraden  gelegenen  Gitter- 
punkte erhält;  für  ein  freies  [A,/i]  ist  also  A  ^  ?.  Treten  beide 
Fälle  zugleich  ein,  so  folgt,  daß 

ma  '  Id  —  mh  •  Ic  =  Im(ad  —  hc)  ==  Im 

eine  ganze  Zahl,  mithin  Im^l  ist.  Diese  Ungleichheit  besteht  aber 
allgemein,  wenn  wir  für  den  Fall,  daß  a,  b  bzw.  c,  d  kein  ratio- 
nales Verhältnis  haben,  m  bzw.  l  gleich  oo  setzen;  und  dann 
gelten  die  zuvor  für  freie  [A,  fi]  gefundenen  Ungleichheiten  A  ^  ?, 
^  ^  A  auch  in  diesen  Fällen.  Man  schließt  ferner  aus  der  vorhin  her- 
vorgehobenen Tatsache  den  Satz: 

Ein  freies  [A,  /t],  für  welches  A/^  <  1  ist,  kann  nicht  mehr 
als  zwei  Paare  von  Gitterpunkten  haben. 

Ist  dagegen  für  ein  freies  [A,  ft] 

A/A  ■=  1, 

so  folgt  aus  C,  daß  drei  oder  vier  Paare  von  Gitterpunkten  vorhan- 
den sein  müssen,  deren  wenigstens  eins  in  die  Mitten  zweier  Paral- 
lelen fällt,  daß  also  wenigstens  eine  der  Größen  ?,  m  endlich  und 

[A,  ^]  mit  einem  der  beiden  Parallelogramme  U;  y  L  "?  ^  iden- 
tisch sein  muß.  Nach  D.  ist  aber  auch  jedes  der  letzteren,  falls  l  bzw. 
m  endlich  ist,  wirklich  ein  freies  Parallelogramm. 

Für  den  Fall,  daß  Im  =  1  ist,  fallen  sie  beide  in  ein  einziges 
zusammen,  bei  welchem  dann  Gitterpunkte  in  den  Mitten  der  Sei- 
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ten,  sowie  auch  in  den  Ecken  gelegen  und  ihrer  vier  Paare  vorhan- 
den sind.  Dieses  Parallelogramm  ist  jedenfalls  ein  äußerstes. 

Ist  dagegen  Zm  >  1  bei  endlichem  l,  also  y  <  m^  so  ist  j  ?,  j]  nach 

D.  ein  freies  Parallelogramm  und  hat  nach  C.  ein  Paar  Gitterpunkte 

in  den  Mitten  der  ^- 
Seiten  und  zwei  Paare 
auf  den  T^- Seiten,  doch 

j  ^lY^  I  I     wegen    y  <  m  keins 

in  deren  Mitten,  noch 
also  auch  in  den 
Ecken;  es  ist  dem- 
nach wieder  ein 
äußerstes.  Da  die 
Gitterpunkte  nicht 
auf  dieselbe  Hälfte 
j,ig  4  der    ?;- Seiten    fallen 

dürfen  (siehe  bei  C), 
so  hat  I  für  einen  derselben  einen  zwischen —Z  und  0  fallenden  Wert  — -?o, 
und  demnach  muß  (Fig.  4)  für  den  anderen  derselben  |  =  ?  —  Zq  ®®^^-  — 
Das  Entsprechende  gilt  für  [  — ,  m  ,  falls  m  endlich  ist. 

Hieraus  fließen  für  jedes  von  diesen  zwei  Parallelogrammen  ver- 
schiedene äußerste  [A,  ii\  zufolge  A.  die  Ungleichheiten 

aus  denen  auch  ersehen  wird,  daß,  wenn  Zm  =  l  ist,  außer  dem  einen 


Parallelogramme  r    li      n 


kein  äußerstes  Parallelogramm  weiter  vorhanden  ist. 

Für  jedes  andere  äußerste  [A,  ft]  aber  ist  Afi  <  1,  mithin  ist  nur 
je  ein  Gitterpunkt  auf  jeder  Seite,  aber  weder  in  ihrer  Mitte  noch 
in  den  Ecken  vorhanden. 

7.  Sei  nunmehr  Im  >  1. 

Werden  bei  einem  Parallelogramme  [A,  \x\  die  ^-Seiten  gleicher- 
weise vom  Nullpunkte  entfernt  oder  ihm  genähert,  so  soll  dies  als 
ein  Heben  bzw.  Senken  der  |-Seiten  (bzw.  der  i^-Seiten,  wenn  das- 
selbe mit  den  letzteren  geschieht)  bezeichnet  werden. 

Sei  "  <  A'  <  l, 

eine  Bestimmung,  die  möglich  ist,  da  wir  —<  l  vorausgesetzt  haben. 
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Dann  ist  das  Parallelogramm  jA',  yA  von  jedem  der  beiden  Parallelo- 
gramme \lj  y  1 ,  1  — ;  w  verschieden;  kann  also,  da  A'  •  y7  ==  1  ist,  kein 
freies  sein  und  enthält  somit  Gitterpunkte,  doch  keinen  auf  der  Ge- 
raden '»^  =  0,  da  für  einen  solchen  1 1 1  ^  2  >  A'  sein  müßte.  Sei  nun 
rj  =-  ^  der  absolut  kleinste  Wert,  den  rj  für  einen  jener  Punkte  an- 
nimmt, so  kann  man  durch  Senken  der  i^-Seiten  bis  zu  diesem  Punkte 
ein  [A',  /i]  bestimmen,  das  auf  den  'j^- Seiten  Gitterpunkte,  zwischen 
ihnen  aber  keinen  solchen  enthält,  also  ein  freies  ist.  Liegen  dabei 
die  Gitterpunkte  nur  in  Ecken,  also  auch  in  den  |- Seiten,  so  kann 
man  durch  Heben  der  7^-Seiten  es  erreichen,  daß,  während  jene  in  den 
I-Seiten  bleiben,  zwischen  den  letzteren  noch  auf  die  T^-Seiten  Gitter- 
punkte treten,  was  nach  Minkowskis  Grundsatz  spätestens  in  dem 
Augenblicke  geschehen  muß,  wo  der  Inhalt  des  Parallelogramms  die 
Grenze  4  überschreitet.  Das  so  gewonnene  Parallelogramm 
[A',ft'],  in  welchem  ft'  >  fi,  wäre  dann  ein  äußerstes.  Wenn  da- 
gegen Gitterpunkte  innerhalb  der  ?^-Seiten  von  [A',  ^]  vorhanden  sind, 
so  tritt  ebenso  beim  Heben  der  g- Seiten  ein  Augenblick  ein,  in  wel- 
chem auch  auf  diese  zwischen  den  9^ -Seiten  gelegene  Gittei-punkte 
treten,  und  das  so  erhaltene  Parallelogramm  [A,  ft],  in  wel- 
chem A  >  A'  ist,  wäre  wiederum  ein  äußerstes.  Zudem  gibt  es 
in  diesem  Falle  kein  äußerstes  [A^,  ^^],  bei  welchem  A  >  A^  >  A'  wäre; 
denn  zufolge  A.  müßte  dann  }i^>^  sein,  das  Parallelogramm  [A^,  ^^] 
enthielte  also  [A',  [i]  und  könnte  kein  äußerstes  sein,  da  es  nicht  ein- 
mal ein  freies  wäre.   Die  Betrachtung  bleibt  auch  anwendbar,  wenn 

A'  =  ?,  das  Ausgangsparallelogramm  also  U,  y   ist;  offenbar  fällt  dann 

[A,  /i]  mit  diesem  zusammen.   Hiernach  ist  folgendes  festgestellt: 

Ist  —  <  A'  ^  L  so  gibt  es  ein  bestimmtes,  von    ~,  m\  ver- 

schiedenes  äußerstes  [A,  ft],  bei  welchem  l^k'  und  dabei 
möglichst  klein  ist.  Wenn  also  l  und  m  unendlich,  d.  h.  die  Ver- 
hältnisse a  :  b  und  c  :  d  irrational  sind,  so  ist  stets  ein  äußerstes  [A,  ^] 

'i^orhanden,  für  welches  Aft  <  1  ist,  da  die  Parallelogramme  U?  yj; 

r    ,  m  I  dann  ausfallen.    Da  innerhalb  jeder  der  Seiten  eines  solchen 

Lm'      J 

ein  Gitterpunkt  liegt,  gibt  es  ganze,  von  0,  0  verschiedene  Zahlen 

Xj  yy  für  welche  

\ax  -^hyl^  l,     \cx  -\'  dy\'^ii, 
mithin  _ 

I  {ax  +  hy)  {ex  +  dy)  |  <  Afi-  <  1 

ist.   Man  schließt  also  den  Satz: 

Sind  ax  -f  by,  ex  +  dy  zwei  Linearformen  mit  beliebigen 
reellen  Koeffizienten,    die   in    irrationalen  Verhältnissen 
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stehen^  und  mit  einer  Determinante  ad~be=  1,  so  gibt  es 
ganze  Zahlen  x^  y  welche  die  Ungleichheit 

(16)  I {ax  +  ly)  {ex  -]-dy)\<l 

erfüllen  und  nicht  beide  Null  sind. 

Geht  man  nun  von  irgendeinem  äußersten  [A,  ^j  aus,  bei 

welchem  X  >  —  ist,  so  kann  man  durch  Senken  der  |-Seiten  bis 

zu  dem  der  Geraden  |  =  0  nächstgelegenen  Gitterpunkte  der  ^^-Sei- 
ten  ein  freies  [A^,  ^]  bilden,  in  welchem  A^  <  A  ist;  durch  Heben  seiner 
ij-Seiten  aber  muß  man,  spätestens  in  dem  Augenblicke,  wo  der  In- 
halt des  Parallelogramms  größer  als  4  würde,  auf  ein  [/Lj,  ^^j  mit 
^1  >  ^  kommen,  das  zwischen  den  |- Seiten  auf  den  i^-Seiten  einen 
Gitterpunkt  hat,  mithin  wieder  ein  äußerstes  Parallelogramm 
ist.  Zudem  gibt  es  kein  äußerstes  [Aq,  ^^q],  bei  welchem  A  >  Aq  >  A^ 
wäre;  denn  sonst  wäre  (nach  A.)  ^q^  [i,  mithin  enthielte  [Aq,  ^q]  das 
Parallelogramm  [A^,  ^]  und  könnte  kein  äußerstes  sein,  da  es  nicht 
einmal  ein  freies  wäre.   Daraus  folgt:  Zu  jedem  äußersten  [A,  ft], 

bei  welchem  A  >  —  ist,  gibt  es  ein  anderes  äußerstes  [A^,  fti], 

bei  welchem  A^  <  A  und  dabei  möglichst  groß  ist,  und  wel- 
ches deshalb  jenem  benachbart  heißen  soll. 

So  kann  durch  abwechselndes  Senken  der  |-  und  Heben  der  9^-Sei- 
ten  eine  ganze  Kette  von  schrittweise  benachbarten  äußer- 
sten Parallelogrammen  [A,  ^]  mit  stets  abnehmendem  A,  also  zu- 
nehmendem [i  gebildet  werden.  Irgend  zwei  Glieder  dieser  Kette  wer- 
den dabei  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zwischengliedern  ge- 
trennt sein.  Denn,  sind  w  und  !¥>  w  irgend  zwei  positive  Zahlen, 
so  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  äußerster  [A,  |Lt],  bei  welchen 

t{;  <  A  ^  TT  ist;  in  der  Tat  ist  bei  jedem  solchen  ft  <  y  <  —  und 

daher  [A,  ft]  enthalten  in  jTF",  —1 ;  da  nun  in  letzterem  Parallelogramm 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gitterpunkten  liegen  kann,  so  kann 
auch  A,  d.  h.  der  Wert  von  |  für  einen  dieser  Punkte  nur  endlich  viele 
verschiedene  Werte  haben. 

Ist  l  endlich,  so  beginnt  die  Kette  mit  u,  y]  und  endet,  wenn  m 

endlich  ist,  mit   — ,  m    ;  andernfalls  ist  sie  nach  jenem  oder  diesem 

Ende,  und  wenn  ?,  m  beide  unendlich  sind,  nach  beiden  Enden  zu 
unbegrenzt. 

Für  Im  =  2  reduziert  sich  die  ganze  Kette  auf  die  beiden 

Parallelogramme  Ky],  f^;*^]-  Denn,  ist  dann  ^^  der  für  den  Fall 
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Im  >  1  in  JSTr.  6  angegebene  Wert  und  V  der  kleinere  der  beiden 
Werte  Iq^  ?  —  ?o?  ^^^^  ^'  ^"2'  so  ist  das  mit  U,  yl  benachbarte  äußerste 

\Mj  i^i]  offenbar  [r,/i/J,  wo  T  ^  —  =  -^  und  nun  wegen  der  vorauf- 
gehenden Ungleichheit  ^'  ==  ^  ""  "'  ^^^^  [^'^  ^^^  ^^^  I  ?  ^H  ^^^^^^^^^^ 
gefunden  wird. 

8.  Im  folgenden  setzen  wir  deshalb  Zm  >  2  voraus.  Ange- 
nommen, l  sei  endlich.  Dann  kann  die  soeben  mit  V  bezeichnete  Zahl 

nicht  —  sein,  denn  sonst  wäre  U',  yl  ein  freies  Parallelogramm,  wel- 
ches nur  in  den  Ecken  Gitterpunkte  hätte  und  durch  Heben  der  i]- 
Seiten  zu  einem  äußersten  würde,  das  auf  den  ^-Seiten  mehr  als  ein 

Paar  solcher  Punkte  besäße,  also  nach  Nr.  6  nur  mit  ~,  ^  iden- 
tisch sein  könnte;  somit  wäre  ?'  =  —  ==--,  also   im  =  2  gegen  die 

Voraussetzung.  Demzufolge  liegt  jetzt  auf  U,  y  in  den  Mitten  der 
^-Seiten  je  ein  Gitterpunkt  und  auf  den  -»^-Seiten  ein  solcher,  für  wel- 
chen j  I  j  =  r  <  ^  ist,  d.  h.  es  gibt  ganze  Zahlen  p,  q,  r,  5,  für  welche 

ap  '\-l)q'^  l,      ar  -{-hs  =  sV 

cp  +dq  =  0,     er  +ds  =  j 

ist,  wobei  unter  €  die  positive  oder  negative  Einheit  verstanden  wird. 
Dies  aber  sagt  aus,  daß 

^^  ax  +  by,     ri  ==-  ex  +  dy 
durch  die  Substitution 

x=^j^x'  +  ry\    y=^qx'  +  sy' 

i-^lx+eVy\    n-\y 

übergehen,  und  da  die  Determinante  der  ursprünglichen  sowohl  wie 
der  transformierten  Ausdrücke  gleich  1  ist,  erweist  sich 

ps  —  qr  -^  1, 

d.  h.  die  Substitution  (  j  als  unimodular.  So  gehört  zu  U,  y  L  wenn 
es  existiert,  nämlich  l  endlich  ist,  eine  ganz  bestimmte  unimodulare 
Substitution,  und  offenbar  gilt  das  gleiche  für  — ,  m  ,  wenn  m  end- 
lich ist. 


42  Zweites  Kapitel.     Gitter  und  Kettenbrüche 

Nun   sei   [A,  fi]  irgendein  anderes  äußerstes  Parallelogramm  der 
Kette.    Sowohl  auf  den  |-  als  auf  den  ')^- Seiten  eines  solchen,  aber 

weder  in  der  Mitte 
derselben,  noch  in 
den  Ecken  liegt  je 
ein  Gitterpunkt. 
Diese  können  aber 
nicht  demselben 
der  vier  Quadran- 
ten angehören,  in 
welche  die  Mittel- 
linien das  Paral- 
Pig  5  lelogramm    zerle- 

gen (Fig.  5),  da 
sonst  noch  ein  vom  Nullpunkte  verschiedener  Gritterpunkt  ins  Innere 
desselben  fiele.  Demnach  gibt  es  hier  ganze  Zahlen  p,  g,  r,s  der  Art^ 
daß  Gleichungen  stattfinden  von  der  Form: 

\ap  +  hq  =-=  A,         ar  +  is  --  sX' 

cp  +  dq  =  —  e^\  er  -\-  ds  ==  ^^ 

wo  Xj  li,  A',  li    positiv  und 

0<~<1,     0<^'<1 

ist.  Durch  die  Substitution  (      )  gehen  also  jetzt  §,  ?^  über  in 

(18)  §  =  Xx  +  ^X'y\     Tj  -=  —  £11  x'  -|-  iiy\ 


m        {; 


und  es  wird  j  ^  ^ 

I  c   d 


p  r  \        I        X       sX' 

q   s  \~~  \~  s^'      ft 

also  ps  —  qr  '='  X^  +  X' ^i  >  0  und  zugleich,  da  A'ft'  <  A^t  <  1  ist^ 
ps  —  qr  <  2X^  <  2, 

mithin  wieder  ps  -—  qr  =-  1.  Man  bemerke  noch  hieraus  die  folgende 
Ungleichheit  Aft  >  |. 

Aus    diesen  Betrachtungen   findet   sich  allgemein  der  Satz:   Zu 
jedem   Gliede  der  Kette  äußerster  Parallelogramme  [A,  ft] 

gehört  eine  ganz  bestimmteunimodulareSubstitution  (      j . 

Nun  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte:  Werden  |,  t^  durch  eine 

unimodulare  Substitution  (       )  in  Ausdrücke  der  Form  (18) 

verwandelt,  in  denen  A  >  0  und  entweder 

(a)  0<^^<1,     0<J.<1 
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oder  , 

ist,  so  gibt  es  ein  äußerstes  Parallelogramm  [A,/i*],  und  (      \ 

ist  die  zu  ihm  gehörige  Substitution.  Denn  zunächst  folgt  aus 
den  Voraussetzungen  (a) 

A/i(l  +  ^^) -=  Xft  +  AV  =  i)s  —  gr  -  1, 

demnach  auch  ii,  sowie  auch  X\  ^i  positiv.  Also  ist  \X,  ^]  ein  Paral- 
lelogramm, auf  dessen  |-  bzw.  i^-Seiten  den  Gleichungen  (17)  zufolge 
die  Gritterpunkte  p,  q  bzw.  r,  s  so  liegen,  wie  es  bei  äußersten  [A,  [i] 
der  Fall  ist;  daß  [A,  fi]  aber  wirklich  ein  äußerstes  Parallelogramm 
ist,  d.  h.  in  seinem  Innern  keinen  Gitterpunkt  außer  dem  Nullpunkte 
enthält,  erkennt  man  daraus,  daß  die  Ungleichheiten 

I  Ix  +  sX'y'  ]  <  A,     I  —  s^'x  -\-  ^y  |  <  ^i 

für  kein  ganzzahliges  x,  y  gleichzeitig  erfüllbar  sind.  In  der  Tat, 
wäre  eine  der  ganzen  Zahlen  x^  y  Null,  so  ergäbe  sich  wenigstens 
einer  der  beiden  Ausdrücke  ^  X  bzw.  /u-;  sind  sie  aber  beide  von  Null 

verschieden,  so  ist  notwendig  einer  der  beiden  Brüche  ^—4-  oder 

— iif^ — positiv,  woraufabereinerjener  Ausdrücke  >A  bzw.  ft  würde.  — 

Findet  dagegen  eine  der  Voraussetzungen  (b),  z.  B.  die  erste  derselben 
statt,  so  erhält  man  aus  (17)  cp  +  dq-=  0,  d.  h.  c  :  c?  als  rationales 
Verhältnis,  mithin p^ld^  d^^—^o?  demnach  X^ap-\-bq=l{ad—hc) 

=  l,  ferner  ps  —  qr  ==  X^i  =^  1,  f*  =  y  =  y;  die  Substitution  ist  also 
die  zum  Parallelogramme  [>l,  /i]  =  U,  y  1   gehörige   und    ebenso    bei 

der  zweiten  jener  Voraussetzungen  (b)  die  zum  Parallelogramm  —  ?  ^  1 

gehörige. 

9.  Kennt  man  ein  Glied  [X,  ^]  der  Kette  und  die  zu  ihm  ge- 
hörige Substitution  r  *    ) ,  so  erhält  man  daraus  durch  einen 

einfachen  Algorithmus  das  nächste  Glied  der  Kette  nebst 
seiner  zugehörigen  Substitution.  Nennen  wir  nämlich  die  letz- 
teren [Ai,  11^  und  p^'  ^^)  ,  so  bestehen  eben  wie  die  Gleichungen  (17) 

und  (18),  in  welchen  {X,  ^]  nicht  als  letztes  Glied  gedacht,  also  A'>0 
ist,  die  entsprechenden  Beziehungen: 
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und 

(18a)  I  =  AiO^i  +  ^1^1  Vi,     7?  -  ~  ^if^i'^i  +  ^lyi 

mit  positiven  A^,  A/,  ft^,  ^j',  während  ^^  gleich  +  1  oder  •—  1  ist.  Da 
aber  [A^,  ftj  aus  [A,  ^]  gefunden  wird,  wenn  die  ^-Seiten  des  letzteren 
bis  zu  dem  |  =  0  nächstgelegenen  Gitterpunkte  auf  den  7^-Seiten  ge- 
senkt werden,  muß  A^  =  A'  sein;  durch  Vergleichung  der  ersten  der 
Gleichungen  (17  a)  mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (17)  findet  sich 
also  p^  =  sr,  q^  =  ^5,  folglich  —  s^^^'  =  £[1  und  f^  =  —  £,  ^^'  =  ^. 
Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (18  a)  die  Gestalt  an 

und  sie  entstehen  offenbar  aus  den  Formeln  (18)  durch  eine  Sub- 
stitution von  der  Form 

^  /     s,—r\    /sr,  rA  ^  /O,  —  s\ 

worin  9i'='  P^i  —  2^3 

gesetzt  ist.  Schreibt  man  diese  Beziehung  wie  folgt: 

so  findet  sich 

A/  =  A  -  AVi,     f^i  =  /^  +  ii9v 

Da  A^'  positiv  und  kleiner  als  A'  sein  muß,  erweist  die  erste  dieser 
Gleichungen  g^  als  das  größte  in  ^  enthaltene  Ganze  und  führt  zu 
der  Formel 

(20)  '"^.r%' 

Hiernach  sind  g^,  K(  allein  durch  A,  A',  diese  beiden  aber  nach  den 

ersten  zwei  der  Gleichungen  (17)  außer  durch  die  Substitution  (     ^j 

nur  durch  die  Koeffizienten  der  Form  |  bestimmt.  So  erkennt  man 
den  wichtigen  Umstand,  daß  der  Fortgang  in  der  Kette  von 
irgendeinem  ihrer  Glieder  nach  Seite  der  abnehmenden  A 
hin  außer  von  der  zum  Gliede  gehörigen  Substitution  ganz 
allein  von  der  Gleichung  |  ==  0,  nämlich  von  den  Koeffizien- 
ten der  Form  |  abhängig  ist. 
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Man  bemerke  noch,  daß  ^i  ^  2  sein  muß,  wenn  [A,  fi]  erstes  oder 

[Aj,  fij  letztes  Glied  der  Kette  ist;  denn  im  ersten  Falle  ist  A'  <  -ö 

=  ^  also  TT  >  2,  in  letzterem  Falle  aber  wäre  A/  =  0,  mithin  g^==j7>l. 

10.  Von  nun  an  wollen  wir  uns  auf  den  für  unsere  Betrach- 
tungen allein  wesentlichen  Fall  beschränken,  in  dem  Z,  m 
unendlich,  also  die  Kette  der  [A, /x]  nach  beiden  Enden  hin 
unbegrenzt  ist. 

Das  Ergebnis  der  vorigen  Nr.  führt  zu  der  Frage,  wie  sich  die 
Kette  der  Substitutionen  verhält,  wenn  statt  7]  eine  andere  Form 
^^yx+dymitl  verbunden  wird,  für  welche  entsprechend  ad—hy^^l 
ist.  Die  Antwort  lautet:  In  den  zu  |,  rj  und  zu  |,  g  gehörigen 
Ketten  lassen  sich  stets  zwei  Glieder  angeben,  denen  die 
gleiche  Substitution  zukommt;  zufolge  hiervon  stimmt 
dann  der  weitere  Fortgang  in  beiden  Ketten  überein.  Dies 
zu  beweisen,  ziehen  wir  zuvörderst  aus  den  Gleichungen 

ad —hc  =  1^     ad —  by  =  1 

die  andere  .^        ,,       ,  .  . 

a{d  ~  J)  ==  b{y  —  c), 

mithin,  unter  0  eine  von  NuU  verschiedene  Zahl  verstehend,  die  Be- 

ziehunscen  ,  ^7.7 

o  y  =^  c  +  a0,     d  ^  d  +  00, 

also  J:  =  ^  +  1^.    Bezeichnet  nun  q  einen  positiven  Wert,  so  bilden 

die  Geraden  ^  r^      c      r^ 

I  =  (),     ^  ==  0,     g  =-  0 

ein  Dreieck  mit  der  Spitze  im  Nullpunkte,  in  welchem  rj  und  g  von 
entgegengesetzten  Vorzeichen,  also,  wenn  ;2?  >  0  ist,  '>?  ^  0,  g  ^  0, 
wenn  dagegen  ^  <  0  ist,  tj^  0,  g  ^  0  sein  wird;  umgekehrt  verhält 
es  sich  in  dem  Dreieck,  welches  zu  jenem  gegen  den  Nullpunkt  sym- 
metrisch ist.  Sind  in  denselben  überhaupt  Gitterpunkte  vorhanden, 
so  kann  doch  deren  Anzahl  nur  endlich  sein,  und  für  einen  von  ihnen 
nimmt  |  den  absolut  kleinsten  Wert  an,  welcher  <5  heiße;  ist  über- 
haupt keiner  vorhanden,  so  setzen  wir  0  =  q.  Dann  sind  bei  jedem 
vom  Nullpunkte  verschiedenen  Gitterpunkte,  für  welchen  1 1 1  <  (5  ist, 
der  also  gewiß  außerhalb  jener  Dreiecke  liegt,  rj  und  g  von  Null  ver- 
schieden und  von  gleichem  Vorzeichen.  Zufolge  Nr.  7  aber  wird  in 
der  zu  |,  1^  gehörigen  Kette  der  [A,  ^]  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  die  Größe  A  +  A',  welche  <  2A  ist,  unter  den  Wert  0 
herabsinken.  Die  dann  zu  einem  solchen  Gliede  jener  Kette  gehörige 

Substitution  (      j ,  welche  |,  tj  in  die  Ausdrücke 
Xx  +  €X'y\    —  8^1  X  +  ^y 
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mit  positivem  A,  ^,  A',  [i    überführt,  verwandele  ?  in  den  Ausdruck 

—  evx  +  vy. 
Da  für  die   Gitterpunkte  x  ==  ~  e,  ^'  =  0;  x  ^  8,  y  --=  1  sich  bzw. 

I  =-  £(A  +  >l'),    r]  ==  ^~  ^',    l^~v  —  v 

ergibt  und  ft'  >  0,  /ii  —  /t'  >  0  ist,  so  finden  sich  auch  v  und  r  — 1/'>  0; 
dem  letzten  Satze  in  Nr.  8  zufolge  ist  also  [A,  v\  ein  Glied  und  die 

Substitution  (      j  auch  die  zu  ihm  gehörige  Substitution  der  Kette 

von  %%.— 

Unter  der  anfangs  dieser  Nr.  eingeführten  Voraussetzung  kann  a 

nicht  Null  sein,  man  darf  also  ^  == wählen.  Dann  wird 

Die  Substitution  r'  ^\  liefert  also  die  Gleichungen 

ar  +  &s  ^  £>l',     also  j  ar  -(-  &5  |  <  1 
und  —  —  1/,     mithin     —  •  I  ar  +  fe  |  <  A?/  <  1 

und  jar  +  &s|  <  ~. 

Da  hiernach  ar  -^hs  unter  jeden  Grad  von  Kleinheit  herabsinkt,  in- 
dem bei  unendlich  abnebmendem  A  die  Größe  i;,  mithin  auch  die  ganze 
Zahl  s  unendlich  wächst,  so  dient  die  unbegrenzte  Kette  der  |,  ri  bzw. 

I,  %  dazu,  das  Verhältnis  —  mit  beliebig  großer  Annäherung  anzu- 
geben, mit  anderen  Worten,  es  zu  definieren. 

Sind  nun  Xx  •\-  sX'y,  —  e^'x  +  ^y  die  Ausdrücke,  welche  einem 
beliebigen  Gliede  der  Kette  von  |,  ri  entsprechen,  also  durch  eine  uni- 
modulare  Substitution  S  aus  |,  ri  entstehen,  und  geht  man  jetzt  von 

diesen  Ausdrücken  aus,  denen  eine  anfängliche  Substitution  (  '    | 

entspricht,  so  hängt  der  weitere  Fortgang  mittels  der  Zahlen  g^  nach 
dem  Satze  voriger  Nr.  nur  von  dem  ersteren  Ausdrucke  ab  und  be- 

stimmt  das  Verhältnis  y  seiner  Koeffizienten.  Soll  daher  in  der  Kette 

zweier  anderer  Formen  |',  y{  mit  der  Determinante  1  von  einem  be- 
stimmten Gliede  an  der  Fortgang  durch  dieselbe  Reihe  der  Zahlen 
g^  geschehen,  so  muß  diesem  Gliede  ein  Ausdruck  für  |'  entsprechen, 
der  dasselbe  Verhältnis  der  Koeffizienten  darbietet,  also  die  Form  hat 
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'ü(lx'  +  sT^y)  mit  ;«  >  0  und  eine  unimodulare  Substitution  B\ 
durch  welche  er  aus  %'  entsteht.  Demnach  müssen  offenbar  % 
und  I  durch  eine  Substitution  T  ^  8'  *  S"^  vom  Modulus  +  1 
miteinander  verbunden  sein.  Umgekehrt:  ist  dies  der  Fall, 
geht  also  |  durch  eine  solche  Substitution  über  in  g'  =  >c|j  zugleich 

also  Tj'  in  einen  Ausdruck  — S,  wo  g  ==  t^  +  |;^  gesetzt  werden  kann, 

so  folgt  leicht  mit  Hilfe  des  zuvor  bewiesenen  Satzes,  daß 
der  Fortgang  in  den  beiden  Ketten  von  |',  7}'  und  von  |,  )^ 
schließlich  mittels  ein  und  derselben  Reihe  von  Zahlen  g. 
geschieht. 

11.  Die  hier  in  nahem  Anschluß  an  Minkowski  aus  der  geome- 
trischen Vorstellung  des  Systems  ganzzahliger  x,  y  als  eines  Gitters 
hergeleiteten  Sätze  zeigen,  rein  arithmetisch  gefaßt,  die  Möglichkeit, 
die  Form  ^  =^  ax  -{-hy  durch  ganze  Werte  der  Unbestimmten  Xy  y 
beliebig  klein  zu  machen,  d.  i.  die  diophantische  Gleichung  ax  +  hy 
==  0  mit  beliebiger  Annäherung  zu  lösen  oder  das  irrationale  Ver- 
hältnis —  als  Grenzwert  einer  Reihe  rationaler  Werte  zu  bestimmen. 
a 

Sie  sind  dadurch  aufs  engste  mit  der  Theorie  der  Kettenbrüche  ver- 
wandt, und  es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  diese  in  der  Tat  nur  in 
einer  Spezialisierung  jener  Betrachtungen  besteht. 
Verstehen  wir  jetzt  unter  ^,  rj  die  besonderen  Formen 

(21)  l  =^  X  —  coy,     7]  =-  y 

und  unter  co  eine  reelle  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  o  ==  [co]  -f  q 
der  Rest  q  positiv  und  <  \  ist,  und  setzen  g  =  [o?].    Die  Kette 

dieser  Formen  hat  ein  Anfangsglied  U;  j  L  indem  hier  offenbar  Z==  1 

ist;  da  2 03  keine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  m  >  2  also  auch  Zm>2,  und 
die  Betrachtungen  der  drei  letzten  Nummern  sind  anwendbar.  Für 
die  zu  diesem  Gliede  gehörige  Substitution  finden  sich  nach  Anfang 
von  Nr.  8  die  Bestimmungsgleichungen 

p  —  G}q='l,    r  —  cos  =  sX\     g'  =  0,     5  =  1, 

woraus  p  =  1  und  leicht  r  ^  g  erhalten  wird;  sie  ist  also 

/:p,r\        /l,p\       /     0,  1\     /0,-l\ 
V^,  s)      \o,  i)      \- 1,  0/    U,     gl 

und  verwandelt  £,  t?  in       ,       ,  .    ,        , 

X  ~{p-g)y,    y, 

X' 
während  co  =-  g  -\-  —  gesetzt  werden  kann,  so  daß  s  =  —1  ist.    Der 

durch  die  Formel  (19)  gegebene  Fortgang  in  der  Reihe  der  Substitu- 
tionen liefert  dann  für  das  nächste  Glied  die  Substitution 
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WO  (nach  Ende  von  Nr.  9)  g^  ^  2  sein  muß,  und  allgemein  für  die 
zum  (^  +  l)ten  Gliede  gehörige  Substitution  die  Formel 

in  welcher  g^  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Durch  entsprechende  Fort- 
setzung der  Formel  (20)  aber  ergibt  sich  die  Entwicklung  von  m  in 
einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  mittels  der  Formel 

1 
-^  ^  9i+A 

(23)  y^  +  \    i__ 


9y.  "h  ^x-f  1 


deren  Schlußglied  die  Ungleichheiten 


0  ^  Y^  <  1 


erfüllt,  da  die  l^  positive,  stets  abnehmende  Werte  erhalten. 

Für  den  Fall,  von  dem  jedoch  hier  abgesehen  werden  soU,  daß  m 
eine  rationale  Zahl,  also  m  endlich  ist,  muß  einmal  einer  dieser 
Werte  gleich  NuU  werden;  ist  dies  etwa  der  Wert  ^^+i,  so  erhält 
man  co  unter  der  Gestalt  des  endlichen  Kettenbruchs 

,    1 

^  ^  ^1  +  1 

92  +\ 

9? 

in  welchem  (nach  Ende  von  Nr.  9)  ^^  ^  2  sein  muß.  Gewöhnliche 
Kettenbrüche  dieser  Beschaffenheit  bezeichnet  Minkowski  als  nor- 
male. 

Die  so  nachgewiesene  Darstellbarkeit  einer  Irrationalen  co  in  einen 
unbegrenzten  Kettenbruch  mit  lauter  positiven  ganzzahligen  Teil- 
nonnern  ist  aber  nicht  auf  die  zuvor  über  o  gemachte  Voraussetzung 
beschränkt,  In  der  Tat,  bezeichnet  c?,  wie  bisher,  jede  IrrationeUe  mit 
einem  Reste  (>  <  |-,  so  ist  —  o)  =  —  (gf  +  1)  +  (1  ~  ())  jede  Irratio- 
neUe, deren  Rest  1  —  ^  >  |-  ist.   Setzt  man  nun  nach  (23)  co  =  g  -\ , 

das  ist  i 

^       ^^        9i+\       JL 

"^  9h+  ^x±i 
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SO  findet  man 

-  CO  ==  ~  ^  -  ^  -  -  (^  +  1)  +  - — ^--—  , 
^1  1+. 


e»! — 1 

mithin  für  —  co  die  Kettenbruchentwicklung 

1 


(24)      ^co^--(g  +  l)+j 


+  1 


(ö^i-i)+_i 

92  +  \ 

.  +  1 


^;. 


welche  dieselbe  Gestalt  hat  wie  die  für  m  und  vom  dritten  Glied© 
ab  die  gleichen  Teilnenner  aufweist  wie  jene. 

12.  Bricht  man  einen  solchen  gewöhnlichen  Kettenbruch,  den  wir 
zur  Abkürzung  mit  dem  Symbole 

(25)  ^{g]  9iy92y9sy  '") 

bezeichnen  wollen,  bei  seinen  einzelnen  ganzzahligen  Teilnennern  ab, 
so  erhält  man  seine  sog.  Näherungsbrüche 


(26)  ^"       ''       ""' 


?  11      '  -M.^    ^ 


^n '     n, 


Die  einfachen  Gesetze,  welche  diese  letzteren  befolgen  und  nach  denen 
sie  zu  bilden  sind,  setzen  wir  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche  als 
bekannt  voraus.  Danach  bestehen  die  Beziehungen 


%-i-l      gy'^-^+^h- 


und 

(27)  ^A_t-«A-i  =  (-l)'^-S 

der  zufolge  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche  (26)  teilerfremd 
sind  und  die  voraufgehende  Gleichung  mit  dem  Systeme  der  beiden 
folgenden: 

(28)  ^.  +  i-9A  +  ^y.-^U       ^h  +  l-9;c^y  +  ^^~l 

gleichbedeutend  ist.  Da  hiernach  die  Zähler  und  ebenso  die  Nenner 
der  sukzessiven  Näherungsbrüche  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen, 
erkennt  man  aus  der  in  der  Gestalt 


geschriebenen  Gleichung  (27),  daß  jene  Näherungsbrüche  einander  be- 
liebig nahe  kommen,  indem  stets  die  Brüche  ungerader  Ordnung 
größer  bleiben  als  diejenigen  gerader  Ordnung,  und  daß  ihre  Reihe 

Bachmann,  Zahlentheorie  IV  2  4 
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gegen  einen  bestimmten  Grenzwert  konvergiert,  welcher  den  Wert 
des  unbegrenzten  Kettenbruchs  (25)  ergibt.^)  Somit  stellen  die  un- 
begrenzt fortgesetzten  Kettenbrüche  (23),  (24)  wirklich  die  Irratio- 
nellen G)  bzw.  —  03  dar,  aus  denen  sie  entwickelt  worden  sind.  Dabei 

bestehen  zwischen  den  Näherungsbrüchen  des  letzteren,  welche  -? 

heißen  mögen,  und  den  Näherungsbrüchen  ~  des  ersteren  die  Be- 
ziehungen 

(29)  <-fl==-^>r;       K^l-%' 

In  der  Tat  findet  man  zunächst 

^2  =  -  9i9  -h^2-  9i, 

jene  Beziehungen  also  für  ;«  =  0,  ä;  ==  g-^  erfüllt;  sind  sie  es  aber  für 
irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Werte  des  Index  %,  so  zeigen  die 
Formeln  (28)  und  die  entsprechenden  für  ^^^^,  w'^^.i,  daß  sie  es  auch 
noch  für  den  nächsten  Wert  desselben,  also  allgemein  bleiben. 

Erinnern  wir  uns  nunmehr  der  Formel  {22),   Sie  liefert  für  jedes 
^  >  0  die  Beziehungen 

.^Ar,  -  9.r,[_,  +  (-  iy-'p,^u    ^.  -  9A-1  +  (-  l)'""'^.™i 

^     a  i>.  =  (-  l)%^i,     fc  =  (-  1)^-^^.-1, 

mithin  für  jedes  %>  1 

(31)  r^  =  g^r^_^  +  r^^^^,  s^  =  gj^^^  +  s^_^ 

und  insbesondere 

r^^r---g,  s^=-s  ==--!,    r,==g^g  +  l,    s^  :==^ g^. 
Führt  man  also  zwei  Anfangsglieder 

ein,  so  bestehen  die  Gleichungen  (31)  auch  noch  für  k  =  1.  Die 
Vergleichung  dieser  Beziehungen  mit  den  Formeln  (28)  und  den 
Werten  der  ersten  Näherungsbrüche  läßt  erkennen,  daß  allgemein  die 
zuvor  gefundenen  Zahlen  r^,  s,^  bzw.  ~  r^,  s^  Zähler  und  Nenner  der 
Näherungsbrüche  des  Kettenbruchs  für  cd  bzw.  —  co  bedeuten. 

Die  Formel  x—wy  geht  durch  die  unimodulare  Substitution  (    '       '  j 
in  die  Form  t^{y^+S).{x-Sly) 


1)  S.  hierüber  etwa  des  Verf.  „Niedere  Zablentheorie^S  Bd.  1,  S.  105  ff. 
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mit  der  zu  «  äquivalenten  Größe 


il 


aco  -j-  ß 


Über.  Erinnert  man  sich  des  am  Schlüsse  von  Nr.  10  Gesagten,  so  er- 
hält man  hieraus  die  Folgerung:  In  der  zu  den  Formen  |  =»  o;  —  coy, 
rj  =  y  gehörigen  Kette  findet  dann  und  nur  dann  schließlich  der  Fort- 
gang mittels  der  gleichen  Eeihe  von  Zahlen  g^  statt  wie  in  der  zu 
den  Formen  ^^  x  —  Sly,  rj  =^  y  gehörigen  Kette,  wenn  co,  £1  zwei 
einander  äquivalente  Zahlen  sind.  Mit  andern  Worten :  in  die- 
sem und  nur  in  diesem  Falle  sind  die  Kettenbrüche  für  o 
und  für  Sl  von  einer  endlichen  Stelle  an  identisch. 

13.  Ist  [ky,  ^J  das  Glied  der  Kette  für  die  Funktionen  (21),  wel- 
chem die  Substitution  r  "*'  ^n  zugehört,  so  bestehen  die  Gleichungen 


(32) 


Py,-G)q^^X^,     s^ 


deren  erste  wegen  (30)  auch  durch  die  andere 

ersetzt  werden  darf.  Man  denke  sich  nun  wieder  das  quadratische 
Gitter  der  x,  y  und  in  demselben  die  Gerade  OL  mit  der  Gleichung 
X  —  (oy  ^  0  gezogen.  Der  voraufgehen- 
den Gleichung  zufolge  liegen  die  Gitter- 
punkte r^j  s^  mit  geradem  Index  auf  der 
einen  Seite  von  OL,  diejenigen  mit  un- 
geradem Index  auf  der  anderen  Seite, 
und  da  A^  mit  wachsendem  Index  un- 
endlich abnimmt,  rücken  sie  immer 
näher  an  diese  Gerade  heran.  Verbindet 
man  also  je  zwei  aufeinanderfolgende,  auf 
derselben  Seite  gelegene  Punkte  durch 
Gerade,  so  entstehen  zwei  Polygon- 
züge, welche  die  Gerade  OL  zwischen 
sich  fassen  und  ihr  sich  asymptotisch 
annähern.  Nach  dem  Vorgange  von  P. 
Klein  (s.  Vorlesungen  über  ausgewählte 
Kap.  der  Zahlentheorie,  Bd.I,  S.  17  ff.)  be- 
zeichnen wir  sie  daher  zusammen  als  das 
ümrißpolygon  der  Geraden.  Um  es 
zu  konstruieren,  dienen  folgende  Bemerkungen. 

Sei  (Fig.  6)  AB  CD  das  Parallelogramm  [A^,  |itj  und  A'B'C'D' 
das  in  der  Kette  folgende,  so  liegt  der  Punkt  iS'^_i  (r^^i,  s^^i)  auf 
einer  der  zu  Oi  parallelen  Seiten  des  ersteren;  er  ist  in  der  Figur 

4* 


f      ^*x  'S- 

r            // 

/t  _ 

/  A 

/'  /  /"' 

.// 

// 

1}            j 

/                 "*■ 

D' 

A' 

Fig.  6. 
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angenommen  auf  J.-B.  Der  Punkt  S^(r^,  s^)  liegt  dann  auf  der  anderen 
Seite  von  OLj  in  der  Seite  des  CD'  nächsten  Parallelogramms. 
JSTun  folfft  aus  (31)  r       —r  r 

d.  h.  die  Gerade,  welche  die  Punkte  r^^^,  Sy^^  und  r^^i,  6'^^i  ver- 
bindet, ist  zur  Geraden,  welche  den  Nullpunkt  mit  dem  Punkte  r^,  s^ 
verbindet,  parallel. 

ersieht  man  aber,  daß  die  Strecke  zwischen  den  ersten  Punkten  ^^mal 
(in  der  Figur,  in  welcher  ^^  =  2,  ^^^i  =  1  angenommen  ist,  doppelt) 
so  lang  ist,  wie  der  Vektor  des  Punktes  r^,  s^.  So  stellt  sich  also 
die  folgende  Regel  zur  Konstruktion  des  Umrißpolygons 
heraus: 

Ausgehend  von  den  beiden  Punkten  1,  0;  //,  1  findet  man  aus  zwei 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkten  ry_^j  5;«_i;  "^^xj  ^x  ^^^  nächste  Poly- 
gonseite, d.  i.  die  Gerade,  welche  von  dem  ersteren  zum  nächstfolgen- 
den Eckpunkte  r^^^,  s^^^  führt,  indem  man  an  jenen  den  zu  r^,  s^ 
gehörigen  Vektor  so  oft  anträgt,  als  es  die  zugehörige  Zahl  g^  an- 
gibt. Verbindet  man  also  in  der  Figur  0  mit  r,^j^^,  5^^^  und  legt 
diese  Strecke  nun  von  r^,  Sy  aus  in  gleicher  Richtung  ^^.^^mal  (in 
der  Figur  einmal)  an,  so  gelangt  man  zum  Punkte  r^j^^y  ^>«+2  ^^^^ 
konstruiert  also  die  nächste  Seite  des  ümrißpolygons  usw. 

Es  soll  noch  gezeigt  werden,  daß  zwischendenzweiZügen 
desselben  kein  Gitterpunkt  liegen  kann.  Auf  seinen  Seiten 
liegen  im  allgemeinen  noch  Gitterpunkte  außer  den  Ecken,  z.  B.  auf 
der  Seite  von  ^^^„i,  s^^^  bis  ^^^i,  s^+i,  sobald  ^^^  >  1  ist,  noch  die 
Gitterpunkte 
(33)  Ar^  +  ^Vi,    H  +  5^_i 

für  /^  =  1,  2,  •  •  •  ^^  — ■  1,  für  welche  Werte  das  Verhältnis 

hSy  +  Sy,^ 

die  sog.  Neben näherungsbrüche  des  Kettenbruchs  darstellt. 
Läge  aber  ein  Gitterpunkt  r,  s  zwischen  den  Zügen,  so  müßte  er  in 
einem  der  Dreiecke  liegen,  welches  0  zur  Spitze  und  eine  Polygon- 
seite, etwa  die  eben  genannte,  zur  Basis  hat,  genauer  in  einem  der 
Dreiecke  mit  den  Ecken 

0,0;     (Ä  +  l)r^  +  r^_i,     (^*  +  l)^;c  +  ^.-i;     ^^'^'x+^'^-i>     l^h  +  ^'^-V 

um  so  mehr  also  in  dem  Parallelogramme,  das  aus  den  Seiten  des 
letzteren  gebildet  ist.  Nun  sind  die  Zahlen  (33),  welches  auch  ;c  sei, 
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teilerfremd;  denn  jeder  ihnen  gemeinsame  Teiler  müßte  auch  auf- 
gehen  in  ^^^j^^^  ^  ^^_^^  „  ,.^  q^^^  +  ,^_^)  _  +  1_ 

Demzufolge  kann  auf  den  Strecken,  welche  0  mit  den  Eckpunkten 
des  gedachten  Dreiecks  verbinden,  außer  diesen  Eckpunkten  kein 
Gritterpunkt  vorhanden  sein.  Andererseits  ist  der  Inhalt  des  Parallelo- 
gramms der  absolute  Wert  des  Ausdrucks 

d.  h.  gleich  dem  Inhalte  des  Fundamentalparallelogramms.  Nach  Nr.  2 
ist  also  das  Parallelogramm  ein  Elementar parallelogramm,  und  es  kann 
daher  auch  in  seinem  Innern  kein  Gitterpunkt  vorhanden  sein,  womit 
die  Behauptung  bewiesen  ist. 

14.  Da  für  jedes  Parallelogramm  [A^,  fij  immer  X^^ii^  <  1  ist,  folgt 
aus  den  Gleichungen  (32)  die  Ungleichheit 

|(r^,_i  -(DS^.„i)sJ<l, 
und  da  5,„i<5,  ist,  um  so  mehr 
(34)  l(V-i-^^>.-i)5>.-il<l; 

eine  Ungleichheit,  der  man  auch,  den  Index  um  eine  Einheit  ver- 
größernd, die  Gestalt  geben  kann 

(35) 


<A 


In  der  ersten  Gestalt  spricht  sie  den  Satz  aus,  daß  man  in  den 
Zählern  und  Nennern  der  Näherungsbrüche  für  cj  unend- 
lich viele  Systeme  ganzer  Zahlen  x^y  besitzt,  für  welche 

\{(X)-  C3y)y\<  1 

ist,  also  nur  einen  besonderen  Fall  des  allgemeinen  Satzes,  den  wir 
in  der  Formel  (16)  in  Nr.  7  schon  fanden,  nur  daß  dort  noch  nicht 
hervorgehoben  wurde,  daß  die  Anzahl  solcher  Systeme  unendlich  ist. 
In  der  zweiten  Gestalt  aber  gibt  sie  ein  Gesetz  für  den  Grad  der 
Annäherung,  die  zwischen  dem  Werte  der  Irrationellen  c? 
und  jenen  Näherungsbrüchen  erzielt  werden  kann.  Dieses 
zuerst  von  Lagrange  festgestellte  Gesetz  hat  auf  die  einfachste 
Weise  Üirichlet  mittels  des  schon  in  Nr.  1  erwähnten  Prinzips  her- 
geleitet wie  folgt. 

Sei  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  das  Intervall  von  0 

bis  1  in  n  gleiche  Teile  von  der  Größe  —  geteilt.  Gibt  man  dann  in 

dem  Ausdrucke  x  —  cjy  der  Zahl  y  die  n  +  1  verschiedenen  Werte 
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0,  1,  2, . . .,  fij  SO  kann  man  x  jedesmal  so  bestimmen,  daß  der  Wert 
des  Ausdrucks  zwischen  0  und  1,  also  in  eins  jener  n  Intervalle  hin- 
neinf  ällt.  Demnach  müssen  für  mindestens  zwei  der  i*+ 1  angegebenen 
Systeme  x,  y,  etwa  für  die  Systeme  x\  y  und  x\  y\  deren  erstes  den 
größeren  Wert  des  y  haben  möge,  die  zugehörigen  Werte  x  —  my' , 
x'  —  G)y'  in  ein  und  dasselbe  Intervall  fallen  und  deshalb  der  Wert 

X  —  G)yy 

wenn  x  =^  x  -—  x'\  y  ^  y  -—  y'  gesetzt  wird,  absolut  kleiner  als  — 

sein,  während  0  <  ^  <  w  ist.  Man  findet  also 

I  ^  ^       n        y 

oder 

(36)  |f-H<l'- 

Hat  man  aber  so  ein  oder  auch  schon  mehrere  Systeme  x^  y  gefunden, 
für  welche  diese  Ungleichheit  erfüllt  ist,  so  wähle  man  nun  die  be- 
liebige ganze  Zahl  n  so  groß,  daß  —  kleiner  ist  als  die  sämtlichen 

für  jene  Systeme  geltenden  Werte  des  Ausdrucks  x  —  coy.  Für  das 
nach  Dirichlets  Methode  dann  sich  ergebende  Wertsystem  x,  y  muß 
folglich  dieser  Ausdruck  kleiner  ausfallen  als  für  alle  jene  und  dem- 
nach das  neue  System  von  den  früheren  verschieden  sein.  Somit  er- 
kennt man,  daß  es  in  der  Tat  unendlich  viele  Wertsysteme  der  ge- 
dachten Art  gibt. 

Noch  einer  andern  Methode  hat  sich  Her  mite  bedient,  indem  er 
den  Zusammenhang  wahrte,  in  welchem  diese  Betrachtungen  mit  der 
Reduktion  der  quadratischen  Formen  stehen.  Der  Ausdruck  {x  —  G)y)y 
ist  eine  unbestimmte  quadratische  Form,  für  welche  die  nach  Her- 
mite  ihr  zugeordnete  positive  Form  die  Gestalt 

(37)  (^^^coyY  +  l'-y' 

hat.  Sucht  man  nun  diese  für  einen  gegebenen  Wert  des  reellen  Pa- 
rameters A  durch  eine  unimodulare  Substitution  {       ) ,  bei  welcher 

2  >  0  gedacht  werden  darf,  zu  reduzieren,  so  ist  nach  Kap.  I,  Nr.  1 
der  erste  Koeffizient  der  reduzierten  Form,  nämlich 

der  kleinste  durch  sie  darstellbare  Wert,  also  auch  das  Minimum 
der  Form  (37),  und  nach  Formel  (4)  daselbst 

(38)  (^_033)«+AV.3^<A.]/|. 


und  sonach  auch 


(39) 
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Da  nun  das  Produkt  zweier  positiver  Größen  nie  größer  ist  als  das 
Quadrat  ihres  arithmetischen  Mittels,  so  folgt  aus  dieser  Ungleich- 
heit die  andere:  (^„^^)2.^2<l 

Ip"  G)q\<^~  oder 

^        \     ys  r     a' 

während  wegen  (38)  zugleich  ö'^  <  tI/t  ^^^'    ^^  ^®^  zunächst  das 

Vorhandensein  ganzer  Zahlen  x, «/,  welche  der  Ungleichheit  (36)  ge- 
nügen, nachgewiesen.  Aus  dem  Umstände  aher,  daß  jp,  q  das  Minimum 
der  Form  (37)  liefern,  folgt  für  jedes  ganzzahlige  System  x,y 

(x  -  wyy  +  X''t/^{p-  mqy  +  l' *  q' 

und  folglich,  sooft  \y\^q  ist,  die  Ungleichheit 

\x  ■—  (oy\^\p  —  cDq\. 

Die  Zahlen  p,  q  geben  also  unter  allen  Systemen  x,  y,  deren  1 2/ 1  ^  Q' 
ist,  dem  Ausdrucke  x  —  my  den  kleinsten  Absolutwert  oder  machen 
ihn,  wie  man  sagt,  zu  einem  relativen  Minimum. 

Nun  hat  schon  Lagrange  den  Satz  bewiesen^),  daß  die 
Zähler  und  Nenner  r^^s^  der  Näherungsbrüche  des  Ketten- 
bruchs für  o  die  sämtlichen  Systeme  Xjy  mit  positivem  y 
ausmachen,  für  welche  x  —  coy  zu  einem  relativen  Minimum 
wird.  Die  Wahrheit  dieses  Satzes  ergibt  sich  aufs  einfachste  aus  den 
zuvor  entwickelten  Betrachtungen  von  Minkowski.  In  der  Tat:  einer- 
seits bestimmten 

ein  äußerstes,  also  freies  Parallelogramm  [ly^^i,  ^y,+t])  d.  h.  es  gibt 
außer  r^,  s^  keinen  Gitterpunkt  x,  y,  für  welchen  zugleich  \y\^ii^^t^s^^ 
und  \oo  —  coy\^  l^^^y  also  keinen  Gitterpunkt,  für  welchen 

\y\^s^^    und     \x  —  (oy\^\r^^-  (0Sy\ 

wäre.  Sind  andererseits  Py  q  ganze  Zahlen,  g;  >  0  und  für  jedes  ganz- 
zahlige System  ir,  y,  bei  welchem  1 1/  [  ^  ^  ist, 

\x  —  a)y\^\p  —  coq\j 

so  bestimmen  p  —  cjq^  X^  q^  ^  ein  freies  [X,  ^],  welches  durch 
Heben  seiner  |-Seiten  zu  einem  äußersten,  also  zu  einem  der  Parallelo- 


1)  Siehe  Additions  aux  elemens  d'Algebre  d'Euler,  §  2,  23—27:  L.  Eni  er  i 
opera  omnia,  ser.  I,  vol.  1,  pag.  538—548  (1911)  und  J.  L.  Lagranges  Zu- 
sätze zu  Eulers  Elementen  der  Algebra  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wiss.  Nr.  103,  1898),  S.  39—50. 
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gramme  [A^+i,  l^y^^i]  wird,  so  daß  q  =  ^  ==  ^y,+i)  d.  i.  ^  ==  5^^  und 
daher  auch  p  =  r^  gefunden  wird,  da  sonst  für  x  =  r^^  y  ^  s^,  wie 
gezeigt,  \x  —  a)y\<,\p  —  G)gi\  sein  würde.  Diesem  Satze  zufolge  sind 
also  die  Zahlen^,  g',  welche  für  irgendeinen  Wert  von  X  die  Form 
(37)  zu  einem  Minimum  machen,  Zähler  und  Nenner  eines  Näherungs- 
bruchs von  03.  Läßt  man  nun  l  unbegrenzt  abnehmen,  so  kann  (38) 
nicht  dauernd  durch  dasselbe  System  p,  q  erfüllt  bleiben;  es  wird 
für  einen  gewissen  Wert  von  l  geschehen,  daß  es  in  ein  anderes 
p\  q  übergeht.    Dann  darf  für  diesen  Wert  von  X 

\{p-coqy-\-X^q^==^xY^, 
dagegen  für  ein  unendlich  kleines  positives  d 

(2j-mg)H(;.-d)Y>a-d)l/| 

gesetzt  werden.  Die  Zahlen  p',  q^  sind  wieder  Zähler  und  Nenner 
eines  Näherungsbruchs  des  Kettenbruchs  für  w;  durch  Verbindung 
vorstehender  Ungleichheiten  mit  den  entsprechenden  Gleichungen 
aber  ergibt  sich  unschwer  |  $'  |  <  j  ö''  |  ^^^d  demgemäß 

(41)  |p~f'3^|>|p'— cjg'!, 

d.  h.  der  letztgedachte  Näherungsbruch  ist  also  ein  späterer  als  der 
vorige.  Die  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen  (40)  miteinander 
liefert  ferner  einer  E  u  1  e  r  sehen  Formel  für  das  Produkt  zweier  Quadrat- 
summen zufolge  die  Gleichung 

{{p  -  (oq)  (/-  wq)  +  X'qqy-r  X\pq  -  pqf  -  fA^, 
aus  welcher  \pq^  ~~  P<1 1  <  Vi  <  2,     also 

(42)  i>2-/g  =  ±l 

hervorgeht.  Bei  weiterer  Abnahme  von  X  kommt  man  ebenso  zu  einem 
neuen  Systeme  p\  q,  welches  für  einen  kleineren  Wert  von  X  die 
Form  (37)  zu  einem  Minimum  macht;  es  ergeben  sich  entsprechend 

W\<W'\,   U/-o.3'l>l/'-«2"l, 

und 

(43)  !'¥'-/¥  =  ±1; 

p\  q'  sind  also  Zähler  und  Nenner  eines  späteren  Näherungsbruches, 
usw.  Bestimmt  man  nun  Zahlen  A,  h  durch  die  Gleichungen 

f^hp'+'kp,     q'^hq'  +  hq, 
so  findet  sich  p'Y  — pV 
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d.  i.  wegen  (42)  und  (43)  gleich  ±  1,  mithin 

2)"  =  lip  +  p^     q'  ==  %c[ ±  q. 

Sind  daher  ^ ,  ^  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche 
für  03;  so  erkennt  man  aus  diesen  Beziehungen  mit  Rücksicht  auf 
das  Bildungsgesetz  der  Näherungsbrüche  sogleich,  daß  ^  der  nächst- 
folgende Näherungsbruch  sein  muß.  Beachtet  man  aber,  daß  für 
sehr  große  X  bis  zu  dem  Werte  X  ==  y]/3  ausschließlich  offenbar 
X  ^  \,  y  ==  0,  von  diesem  Werte  des  A  an  aber  zunächst  x  =  g,y^l 
das  Minimum  der  Form  (37)  liefern,  nämlich  die  Ungleichheit  (88) 
erfüllen,  so  folgt  aus  dem  Gesagten,  daß  die  Werte  x^y,  welche 
entsprechend  den  stets  kleineren  Werten  von  X  die  sukzes- 
siven Minima  der  Form  (37)  hervorbringen,  mit  denZählern 
und  Nennern  der  sukzessiven  Näherungsbrüche  des  Ketten- 
bruchs für  CD  identisch  sind. 

15.  Her  mit  es  Methode  hat  dahin  geführt,  daß  der  Satz,  nach  wel- 
chem es  unendlich  viele  Systeme  ganzzahliger  x,  y  gibt,  die  der  Un- 

g^^^^^^^^  \Xx-.coy)y\<l 

genügen,  schärfer  gefaßt,  nämlich  die  Schranke  1  durch  die  kleinere 
y~  ersetzt  werden  kann.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  man  noch  weiter- 
gehen kann,  und  daß  insbesondere  unendlich  viele  ganzzahlige  Systeme 
s),y  die  Ungleichheit  \(x  —  (oy)y\  <j  oder 

(44) 


y 


erfüllen.  Hier  soll  jetzt  der  Umstand  nachgewiesen  werden, 
den  ebenfalls  schonLagrange  erkannt  hat,  daß  jedes  ganzzahlige 
System  x,y  mit  positivem  y,  welches  dieser  Ungleichheit 
genügt,  mit  dem  Zähler  und  Nenner  eines  Näherungsbruchs 
des  gewöhnlichenKettenbruchs  für  co  übereinstimmen  muß. 
Nennt  man  cj^  den  Schlußnenner  des  Kettenbruchs  (23),  der  stets 
ein  positiver  Wert  >  1  ist,  so  ist  einerseits 

(45)  ^K  =  ^(^.  +  i;       9.  +  i,       9y,  +  Z7"')l 

andererseits  folgt  aus  der  Formel 

wenn  man 

(46)  <?,  =  ^ 
setzt, 

(47)  ^^=g_^+l- 
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und,  da  insbesondere  q^  =*  g^  ist,  die  Formel 

(48)  ^.-^Cö^x;    9y,^ir",    9i)' 

Da  nun  dem  Bildungsgesetze  der  Nälierungsbrüche  zufolge 

(Q    =i= 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  die  DißPerenz 


(O 


ry,       r^-is^-t\s^-i___         (~l)^ 


CO 


oder 

wenn 

(50)  ®.  =  «.+^*-  =  «,4-f 

gedacht  wird;  nach  (45)  und  (48)  darf  man  dafür  auch  schreiben 

(51)  @,==Ä(^,^i;     ^x4-2,-- 0  +  ^(0;     9y,9y.-U'-,9ll 
Da  03^  >  1  ist,  zeigt  (50),  daß 

(52)  Sy  >  ?^^^--i 

sein  muß.    Bedeutet  also  —  einen  Näherungsbruch  von  m, 

y 

-=^.  und-^^^den  ihm  vorangehenden,  so  erfüllt  die  Größe 
@^  in  (49)  die  vorstehende  Ungleicheit. 
Sei  umgekehrt  —  ein  rationaler  Bruch  und 

j  =  ^(^;     9u  92J  •  '  ',  9y) 
seine  Entwicklung  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch,  so  daß  -—^ 
und  ^  =  —   die   beiden   letzten  Näherungsbrüche   desselben   sind. 

^x      y 

Durch  die  Gleichung 

bestimmt  sich  dann  aus  co  ein  Wert  co^,  und  nunmehr  erhält  man 
eine  Gleichung 


CO 


X      (—  ly 


(54)  -^-y^-ö^y^' 

in  welcher  @^  durch  (50)  ausgedrückt  wird.   Nun  darf  die  Anzahl 

der  Glieder  des  Kettenbruchs  für  -  nach  Belieben  gerade  oder  un- 
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gerade  angenommen  werden;  denn  man  darf  seine  beiden  letzten 
Glieder  i 

g^^^i  +  Y^ 

ify. 

wenn  ^^^  >  1  ist,  durch 

!__ 

und  wenn  ^^  =  1  ist,  durch 

{9y.-.  +  1) 

ersetzen,  also  nach  Belieben  die  Anzahl  der  Glieder  um  eine  Einheit 
verändern.  Mithin  kann  %  so  gedacht  werden,  daß  in  (54)  der  Wert 
von  0^  positiv  wird.  Ist  dann  03^  positiv  und  >  1,  so  ist 

ein  gewöhnlicher  Kettenbruch,  welcher  nach  Formel  (53)  den 
Wert  o  darstellt  und  —  =  —  als  einen  Näherungsbruch  für 
03  erweist.  Dieser  Umstand  triift  aber  wegen  (50)  jedenfalls  zu,  so- 
bald , 


um  so  mehr  also,  wenn  0,^  >  2  oder 


X 

—  (D 

y 


<  2y' 


ist,  und  hiermit  ist  der  gewollte  Nachweis  erbracht. 

16.  Man  kann  nun  fragen,  welches  die  schärfste  Schranke, 
d.i.  welches  der  größte  Wert  von  @  ist,  für  den  die  Ungleichheit 


(55)  \~~(o 


ganzzahlige  Lösungen  Xy  y  besitzt.  Wir  stellen  dabei  diese  Frage 
in  dem  Sinne,  bei  welchem  größten  S  für  jede  Irrationalzahl  g) 
solche  Lösungen  vorhanden  seien,  wie  dies  bei  den  bisher  gefundenen 
Schranken  1  und  y\  zu  verstehen  war.  Später  wird  auch  die  andere 
Frage  berührt  werden,  welches  bei  gegebenem  (o  der  größte  dafür 
zulässige  Wert  von  S  sein  könne. 

Hur witz  hat  in  einer  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  39,  S.  279  erschie- 
nenen Abhandlung  auf  diese  Frage  mit  folgendem  Satze  geantwortet: 
Es  gibt  für  jedes  m  unendlich  viele  ganzzahlige  x^y,  für 
welche 

(56) 


—  e» 

y 


<J_.JL 
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ist;  wenn  aber   0  >  t/5  ist^  so  gibt  es  Irrationalzahlen  09, 

jedenfalls  die  Zabl  oo  =  -i^-  und  die  mit  ihr  äquivalenten 

Zahlen,  für  welche  höchstens  eine  endliche  Anzahl  ganz- 
zahliger Systeme  x^y  die  Ungleichheit  (55)  erfüllen. 

Sein  Beweis  gründet  sich  durchaus  auf  die  in  voriger  Nr.  gegebeneBe- 
ziehung  (51).  Wir  bedienen  uns  aber  hier  derselben  nur  zu  dem  Zwecke, 

den  auf  die  Zahl  C3  ==  — tL_  bezüglichen  Teil  des  Hurwitzschen 

Satzes  zu  beweisen,  setzen  also  zunächst  03  =  ,  d.  i.  die  sämt- 

lichen Teilnenner  des  Kettenbruchs  für  (o  gleich  1  voraus.  Dann  hat 

der  erste  Kettenbruch  zur  Rechten  von  (51)  den  Wert  --^—j  und 
offenbar  nähert  sich  der  zweite  mit  unbegrenzt  wachsendem  x  der 

Grenze  7-777^ ;  mithin  erhält  man 

i  +  yb' 

2  l-f-1/5         ^ 

Zudem  aber  nimmt  die  Beziehung  (47)  die  Gestalt  an 


Ist  nun  q^_^  <  -  y^;  so  folgt  qy^>l  +  77-7/-  =  "~V~5   umge- 


l  +  ]/ö 
kehrt  folgt  q^  <  --  ^    ,  wenn  q^_^  >  -~y^  ist.    Bei  wachsendem 

X  wird  also  q^  stets  abwechselnd  größer  und  kleiner  als  "T  ^  ,  um- 
gekehrt wird  — ,  d.  h.  der  Wert  des  zweiten  jener  Kettenbrüche,  ab- 
wechselnd  kleiner  und  größer  als --,  und  demgemäß  schwankt 

@^,  indem  es  seinem  Grrenzwerte  ]/5  zustrebt,  unendlich  oft  um  ihn 
und  ist  also  für  unendlich  viele  Werte  des  Index  x  größer  als  ]/5.  Nach 
Formel  (49)  ist  daher  die  Ungleichheit 


03 


<J:_._L 


in  Übereinstimmung  mit  dem  ersten  Teile  des  Hurwitzschen  Satzes 
für  unendlich  viele  Näherungsbrüche  erfüllt.  Bedeutet  aber  0  irgend- 
einen Wert  >  1/5  so  bleibt 


C3 


^A' 
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von  einem  hinreichend  großen^  aber  endlielien  Werte  des  x  an  dauernd 
größer  als  ^ — ^ .  Gibt  es  also  überhaupt  ganze  Zahlen  x,  y,  für  welche 

Cy  'S,. 


X 
CO 

y 


ist,  so  kann  doch  —  nach  Laejr  an  eres  Satz  sich  nur  unter  der  end- 

liehen  Menge  der  Näherungsbrüche  für  o  finden,  deren  Index  kleiner 
ist  als  jener  Wert  von  Ky  w.  z.  b.  w. 

Nach  dem  Ende  von  Nr.  12  stimmen  die  Kettenbrüche  für  o  =  -ii— 

und  für  die  mit  dieser  Zahl  äquivalenten  Zahlen  von  einer  endlichen 
Stelle  an  überein  und  schließen  somit  diese  letzteren  sämtlich  mit 
lauter  Teilnennern  gleich  1.  Daher  nimmt  für  hinreichend  großes  % 
die  Formel  (51)  die  Gestalt  an: 

@,  =  ß(l;l,l,..-)+^(0;l,l,---,^s,^i), 

wo   der  zweite  Kettenbruch  bei  wachsendem  %  immer  mehr  Teil- 

2 
nenner  1  aufweist,  also  gegen  7~TT7^  konvergiert.  Man  gelangt  also 

zu  demselben  Grenzwerte  für  0^  und  daher  auch  für  die  mit  oi  äqui- 
valenten Zahlen  zu  gleichen  Schlüssen  wie  für  co  selbst. 

Um  nun  aber  weiter  allgemein  den  ersten  Teil  des  Satzes  zu  be- 
stätigen, schlagen  wir  den  lichtvolleren  Weg  ein,  auf  welchem  Bore  P) 
dahin  gelangt  ist.   Aus  (47)  folgt  leicht,  daß  für  jede  Irrationalzahl 

(o  eine  der  Größen  q^^  q^_^  größer  sein  muß  als  ~^~-~ ,  In  der  Tat, 
wenn  ^;<  >  1  ist,  so  ist  q^  >  2,  also  >  -^— ;  ist  aber  gy='l  und 
ist  nicht  g;^_i  >  '^  ,  so  ist  vorher  schon  bemerkt,  daß  dann 
^x>~~^      sein  muß.  Bestimmt  man  nun  die  Größe  rj,^  aus  der  Gleichung 

so  findet  sich  einfacher 

Da  aber  der  Ausdruck  x  ■] für  a;  >  1  um  so  größer  ist,  je  größer 

X  selbst  ist,  so  folgt,  wenn  q^  >  ---^— —  ist, 

i-  >  L+ V?    ,    _  2 y. 


1)  Borel,  Journ.  des  Math.  (5),  t.  9,  p.  329. 
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also  7]^<i-jr.  Dem  über  qy,  qy_i  Gesagten  zufolge  muß  also 

eine  der  beiden  Größen  t^^?  Vx-i  kleiner  sein  als  —=. 

Wir  wollen  nun  das  Intervall  von  -^ bis  —  +  -— —  ]?nrz 

als  „die  Umgebung''  des  Näherungsbruclis   —  bezeichnen  und  zwei 

solche  Intervalle  oder  auch  die  zugehörigen  Näherungsbrüche  „ein- 
ander anliegend '^  nennen,  wenn  sie  einen  gemeinsamen  Teil  haben. 

Damit  dies  für  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  --^^^,  — 

der  FaU  sei,  ist  ojffenbar  notwendig  und  hinreichend,  daß,  je  nachdem 
der  erstere  kleiner  als  der  zweite  gedacht  wird  oder  umgekehrt, 


oder 


das  heißt 


^x  1/5.5^2  S^_i  l/5.s2„j 


1/5 -s^«.,      «.      v^-sy 

<  ± .  /  ^„  .  1\ 


Sx- 


also  tj^  <  —  ist.    Diese  Bedingung  war  erfüllt,  wenn  g'^  > 


1/5 

1+1/6 

i«ii.  i/inrsn       ■ir^iiiiivjiiiiv^         i'v^i        r^iiiiiiit.        wi-:iiii      1 1  ^» 

war.  Umgekehrt  folgt  aber  aus  ihr  diese  letztere  Ungleichheit;  denn, 
da  die  Gleichung  ^ 

oder    q.^^  —  ]/5  .  g^  +  1  =  0    die    Wurzeln     ^— ti~       hat     und 

qx>  ^> J~'^  ist,  muß  q^  >  ~^^-  sem,  wenn  ly^  <  _^,  d.  h. 

^;,^  —  VO'Ö';«  +  1  >0  ist.    Man  gelangt  hierdurch  zu  dem  Schlüsse: 
Damit  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  -^^^,  — 

^x~l       ^x 

anliegend    sind,     ist     notwendig    und     hinreichend,     daß 

^  1  +  y  5 .  , 

q,>--Y~  ^®^- 

Da  aber  eine  der  beiden  Zahlen  g^,  g^_i,  wie  gezeigt,  diesen  Wert 
übersteigt,  so  schließt  man  weiter:  Von  drei  aufeinanderfolgen- 
den Näherungsbrüchen  müssen  wenigstens  zwei  benach- 
barte einander  anliegend  sein. 

Nun  liegt  co  stets  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüchen; sind  also  zwei  solche  anliegend,  d.  h.  greifen  ihre  Um- 
gebungen übereinander,  so  muß  co  notwendig  wenigstens  einer  dieser 
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Umgebungen  mit  Ausschluß  ihrer  Grenzen  angehören.  So  leuchtet 
ein,  daßesunendlich  vieleNäherungsbrüche—  gibt,  zu  deren 

r                   .                          1 
Umgebung:  co  gehört,  so  daß  —  —  co  zwischen  +-7= ent- 

halten  ist,  also  unendlich  viele  Zahlen  ^r  =  r^, «/  =  5^,  welche 
der  Bedingung  (56)  genügen.  Man  darf  hinzufügen,  daß  es  in  der 
Reihe  der  zu  co  gehörigen  Näherungsbrüche  keine  drei  aufeinander- 
folgende gibt  von  der  Art,  daß  co  nicht  in  wenigstens  einer  ihrer  Um- 
gebungen enthalten  wäre. 

17.  Die  im  vorigen  so  ausführlich  behandelte  Aufgabe,  die  Gleichung 

X  ~  (oy  ^  0 

mittels  ganzer  Zahlen  x,  y  approximativ  zu  lösen,  ist  von  Tschebi- 
scheff  für  die  allgemeinere  Gleichung 

(58)  x  —  (Dy~a^O 

gestellt  worden,  und  er  hat  gezeigt,  daß  es  ganzzahlige  iZJ,  y 
gibt,  für  welche  der  Ausdruck 

!  ^  '        2I2/I 

gemacht  werden  kann.  Hermite^)  hat  dann  wieder  die  Schranke 
|-  durch  die  kleinere  ]/^  ersetzt,  indem  er  sich,  worauf  später  zurück- 
zukommen sein  wird,  zu  diesem  Zwecke  der  Reduktion  einer  ter- 
nären  quadratischen  Form  bediente.  Endlich  ist  es  Minkowski^) 
gelungen,  diese  Grenze  durch  die  noch  kleinere  j  zu  ersetzen  und 
das  Ergebnis  gleichzeitig  sehr  erheblich  zu  verallgemeinern. 

Die  Behauptung  von  Tschebischeff  läßt  sich  wieder  sehr  ein- 
fach mit  Hilfe  des  Kettenbruchs  für  die  Irrationelle  co  bestätigen. 

Sind  -?^^=^,  -^  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  desselben^ 


s. 


-1 


also  r^_i5^  -  r^s,_^  ^  b,     d.  i.  +  1, 

so  setze  man 

(59)  5x-i  •'^  =  ^>.-i  +  ^x-i.     ^x-^'=-^x  +  (>x; 

wobei  n^_ij  n,^  als  die  zunächst  an  den  Produkten  liegenden  ganzen 
Zahlen,  also  ^^„1,  Q^^  absolut  kleiner  als  j  gedacht  sind;  hieraus  geht 

1)  Hermite,  Journ.  für  die  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  88,  S.  10. 

2)  Minkowski,  Diophantische  Approximationen,  S.  42  oder  Mathem.  Anna- 
len,  Bd.  54,  S.  91. 
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hervor.    Für  die  ganzzahligen  Werte 

(60)  r'  ''       ''  '-' 


^it-1  ~\~  ^y. 


erhält  man  dann 
und 

Mit  Benutzung  der  Beziehung 

geht  diese  Gleichung  in  die  folgende 

über,  deren  rechte  Seite  absolut  kleiner  ist  als 

d.  i.  eine  Funktion  von  co,^,  die  mit  wachsendem  Argumente  abnimmt, 

12  1 

also,  da  (ö^  >  1  ist,  kleiner  ist  als  ~ r <  ^r^j .     Somit   wird 

in  der  Tat 

(61)  |a;-c2/-ii|<-2^^. 

Die  Funktion  x  —  my—  Sl  kann  möglicherweise  durch  ganzzahlige 
Xy  y  genau  gleich  Null  werden,  auch  wenn,  wie  vorausgesetzt,  o  irra- 
tional ist.  Wenn  dies  aber  geschieht,  so  kann  es  jedenfalls  nur  auf 
eine  Weise  geschehen;  denn,  wäre  zugleich  für  zwei  ganzzahlige  Sy- 
steme X,  y';  x'\  y" 

X  -coy'  -  ^=^  0,     x'  ~  my"  -  i^  =  0, 

so  ergäbe  sich  x^  —  x"  =  ^{y'  —  y"),  mithin  m  rational  gegen  Vor- 
aussetzung.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  für  ganze  Zahlen  x^,  y^ 

(62)  X,  -  mj,  ~  ii  ==  0. 
Dann  erhalten  die  Formehi  (59),  da  bekanntlich 

^y.-\  ^y-l^x  ^y.  ^x^x  +  1 

gesetzt  werden  kann,  wobei  ä.^_^f  d^  absolut  <  1  sind,  die  Gestalt 
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und  die  beiden  Brüche  werden  absolut  <  j,  sobald  x  so  groß  ge- 
wählt wird,  daß  Sy^^>  s^'>2yQ  ausfällt.  Alsdann  aber  ergeben  sich 

nach  (59)  <.,  =- ^,_x^o  -  ^.-tJ/o 

und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (60) 

Man  ersieht  hieraus,  daß,  falls  die  Gleichung  (62)  in  ganzen  Zahlen 
lösbar  ist,  die  unbegrenzt  vielen  Lösungen  Xyy  der  Ungleichheit  (61), 
zu  welchen  man  auf  dem  obigen  Wege  gelangt,  wenn  man  «  wachsen 
läßt,  von  einem  endlichen  Werte  des  ^  an  stets  mit  der  Lösung  der 
Gleichung  identisch  sind  und  daß  folglich  diese  Lösung  —  wenn  sie 
existiert  —  auf  dem  angegebenen  Wege  gefunden  werden  muß. 
18.  Schreibt  man  die  Ungleichheit  (61)  in  der  Foim 

I  {x  -  (oy  -  Sl)y  I  <  f, 

so  steht  zur  Linken  nur  ein  ganz  besonderer  Fall  des  allgemeineren 
Ausdrucks 

(I  -  y  in  -  %)  =  {^^  +  ^y-  k)  (^^  +  (^y-  ^o)> 

bei  welchem 

(63)  ad~be='l 

ist.  Minkowski  hat  nur  für  diesen  allgemeineren  Ausdruck 
das  Vorhandensein  ganzzahliger  x,  y  nachgewiesen  von 
der  Beschaffenheit,  daß 

(64)  l(l-lo)(^-%)l^i 

ist.  Umgibt  man  zum  Zwecke  solchen  Nachweises  den  Nullpunkt 
des  Gitters  aller  x^  y  als  Mittelpunkt  mit  einem  Parallelogramme, 
welches  die  Geraden 

^  ^  ax  +  by  =='  Oy    rj  =-  ex  -{-  dy  =  0 

zu  Diagonalen  hat,  und  jeden  anderen  Gitterpunkt,  den  wir  durch 
die  zugehörigen  Werte  §',  rj'  von  |,  i]  bestimmt  denken  und  als  den 
Gitterpunkt  |',  r^'  bezeichnen  können,  mit  einem  zu  jenem  homologen 
kongruenten  Parallelogramme,  so  kann  man  diese  zunächst  so  zu- 
sammenziehen, daß  sie  keine  gemeinsamen  Teile  haben,  sie  aber  dann 
gleichmäßig  anwachsen  lassen,  bis  die  gesamte  Ebene  von  ihnen  über- 
deckt wird.  Würde  sie  dabei  genau  zweifach  überdeckt,  so  käme 
offenbar  auf  jeden  Gitterpunkt  §',  i^'  ein  Flächenteil  gleich  2;  und 
ließe  sich  das  gedachte  Parallelogramm  so  wählen,  daß  die  Ebene 
nirgends  mehr  als  zweifach  überdeckt  wird,  so  wäre  jener 

Baohmann,  Zahlentheorie  IV 2  5 
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Flächenteil  höchstens  gleich  2.    Dieser  Flächenteil  wäre  aber  der 
Inhalt  des  Parallelogramms  um  |',  rl,  welches  durch  die  Ungleichheit 


(65)  '^~^' 


+ 


2(? 


^1 


!     2^ 

ausgedrückt  werden  kann,  wenn  2(),  2(?  die  Längen  der  halben  Dia- 
gonalen bedeuten,  und  beträgt  daher  8^^,  wenn  man  die  Diagonalen 
aufeinander  senkrecht  denkt,  was  durch  passende  Wahl  der  Axen  für 
das  Grundgitter  erreicht  werden  kann.  Somit  ist  bei  der  vorausge- 
setzten Beschaffenheit  des  Parallelogramms  8^^^  2,  d.  i. 

(66)  9ö  ^  \- 

Da  aber  jeder  Punkt  |,  v^  oder  x^  y  der  Ebene  in  wenigstens  einem 
dieser  Parallelogramme  liegen  muß,  so  gilt  dies  auch  von  demjenigen 
Punkte  ic, «/,  welcher  durch  die  Gleichungen 

l  =  So;     V  =  % 

bestimmt  wird,  und  man  erhält  aus  (65)  für  den  zugehörigen  Gitter- 
punkt I',  rf  die  Ungleichheit 


2^ 


+ 


^0 


2ör 


^1. 


aus  welcher  sich  nach  dem  bekannten  Satze  vom  arithmetischen  Mittel 
zweier  positiver  Größen 

Iq  — i'   ^0  —  n 
mit  Rücksicht  auf  (66)  also 


^1, 


d.  h.  ein  System  ganzer  Zahlen  ^,  y  ergibt,  welches  die  Ungleich- 
heit (64)  befriedigt. 

Alles  gipfelt  hiernach  in  dem  Nachweise,  daß  eine  Wahl  des 
Parallelogramms  möglich  ist,  der  die  angenommene  Überdeckung  der 
Ebene  entspricht.  Statt  diesen  Nachweis,  welchen  Minkowski  a.a.O. 
in  der  Tat  führt,  hier  anzufügen,  ziehen  wir  es  vor,  seinen  Satz 
jetzt  auf  dem  rein  arithmetischen  Wege  zu  erweisen,  wel- 
chen neuerdings  ilemak  dafür  gewiesen  hat.^) 

Bestimmt  man  zwei  Zahlen  Xq,  y^  durch  die  Gleichungen 

so  läßt  sich  der  Ausdruck 

(67^___  (a-lo)(^-%) 

1)  Remak,  Journ.  für  die  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  142,  S.  278. 
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in  der  Form  schreiben: 

[a{x  -  Xo)  +  Hy  -  ^o)]  •  K^  ""  ^o)  +  d{y  -  ^o)] 

und  ist  mithin  gleich  der  quadratischen  Form 

f{x,  y)  ^  A{x  ^  x,Y  +  2B{x  -~  x,)  {y  -  y,)  +  C{y  -~  y,)\ 

wenn  A^ac,     2B  '^  ad  +  hc,     C^hd 

gesetzt  wird;  für  ihre  Determinante  D  findet  sich  mit  Rücksicht  auf 
die  vorausgesetzte  Beziehung  (63)  der  Wert 

^^^^^i  x=^ax'  +  ßy%     y^yx'  +  di/ 

eine  unimodulare  Substitution,  und  man  bestimme  durch  die  ent- 
sprechenden Gleichungen 

zwei  neue  Größen  Xq,  y^.  Durch  jene  Substitution  verwandelt  sich 
f(x,  y)  in  die  ihr  äquivalente  Form 

fix',  y)  =  Ä{x'  -  x,y  +  2B'{x'  -  <)  W  -  2/o')  +  0'{y'  -  y^)\ 

durch  welche  mittels  ganzzahliger  x',  y'  dieselben  Zahlen  dargestellt 
werden,  wie  mittels  ganzzahliger  x,  y  durch  die  Form  f{Xy  j/);  ihre 
Determinante  ist  die  vorige,  also  D.  Wie  in  Kap.  I  Nr.  1  gezeigt  wor- 
den ist,  darf  vorausgesetzt  werden,  daß  der  neue  erste  Koeffizient 

(68)  A'<Y^^yi      ist. 

Wenn  nun  erstens  A'  von  ISTull  verschieden  ist,  so  wähle  man 
y  =  y^  so,  daß  \yt—  yol^j  wird.  Dann  ist  f(x',  y^)  nur  noch  eine 
Funktion  zweiten  Grades  von  x\  die  wir  kurz  schreiben,  wie  folgt: 

f\^\  Vi)  -  9>(^')  -  ^'^''  +  2/^'  +  Ä'; 
wo  a  ==  A',    /  ==  B\y^  —  y^)  ~  A'x^ 

K  «  Äx^'  -  2B'x^{y,  -  j/oO  +  G\y,  -  y^f , 
also 
P  -  a'h'  =  (B'^  -  A'C)  (y,  -  y.J  =  D(i,,  -  y.J  =  [^^f 

und  daher 

(69)  9''-a'h'^h 

ist.  Da  dieser  Aasdruck  zudem  positiv  ist,  so  hat  die  Funktion  (p{x) 
reelle  Linearfaktoren;  schreibt  man  also 

(p{x)--a\x  -p){x'  -q), 

5* 
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so  bedeuten  p,  q  reelle  Größen.  Ist  wenigstens  eine  von  ihnen,  etwa 
p,  eine  ganze  Zahl,  so  verschwindet  (p(x)  für  x'  ^  p,  und  die  Form 
f\Xf  y')  nimmt  für  das  ganzzahlige  System  x'  ="  p,  ^'  ==  Vi  den  Wert 
Null  an,  wird  also  <  \.  Ist  aber  keine  der  Größen  p,  q  eine  ganze 
Zahl,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  liegen  sie  beide 
zwischen  denselben  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  x^  und 

^1  +  1*  ^i<i>^g<^i +  1, 

wobei  wir  unter  p  die  kleinere  von  ihnen  verstanden  haben.  Bildet 
man  dann  das  Produkt     ^(^^>j .  ^^^^  ^  ^^^ 

dem  man  die  Gestalt  geben  kann 

a  ^       A'  ^  1 

SO  findet  sich  sein  Wert  ^  jg  =  -z^y  d.  i.  wegen  (68)  kleiner  als  — , 

einer  seiner  Paktoren  muß  also  kleiner  sein  als  ]/^<  j.  Bedeutet 
daher  d  einen  passenden  der  Werte  0  oder  1,  so  nimmt  die  Form 
f{x\  y')  einen  Wert  <  \  an,  wenn 

X  ^x^  +  d,    y  =-  y^ 
gesetzt  wird. 

Oder  man  findet,  die  größte  ganze  Zahl  unterhalb  q  mit  x^  be- 
zeichnend, die  Ungleichheiten 

p<x^<q<x^^\. 
Wendet  man  dann  auf  die  Form 

Fix,  y)  ^ax''  +  2g'x'y  +  Ky'' 
mit  der  Determinante  g^  —  dli  die  unimodulare  Substitution 

x^{x,  +  \)x"  ^-x,y",    y'  =  x"  +  y" 
an,  so  geht  sie  in  eine  Form 

F,{x",  y")  =  a"x"'  +  2g"x"y"  +  h"y"' 
Über,  in  welcher  offenbar 

a  =:  (p{x^  +  1),     h"  =  cp{x^) 
und  demnach  die  mit  g'^  ~  all  gleiche  Determinante  gleich 
g"'-q>{x,)-q>{x,  +  l) 

ist.  Da  nur  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  q>{x)  =  0,  nämlich  q, 
zwischen  x^  und  ä^i  +  1  enthalten  ist,  so  ist  das  Produkt  in  diesem 
Ausdrucke  negativ  und  somit  der  Ausdruck  selbst  gleich 

g"'+\q>{x,)q>{x,  +  l)\. 
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Aus  (69)  entnimmt  man  daher  die  Folgerung 

wo  das  Gleichheitszeichen  nur  nötig  ist,  wenn  g"  =  0;  da  alsdann 
aber  die  beiden  Faktoren  nicht  gleich  sein  dürfen,  weil  sonst 

für  a;"=  1,  y"  =  -  1,  also  F{a! ,  y')  für  x'  =  1,  ^'  =-  0,  d.  i.  a'  =  A' 
gleich  Null  würde,  gegen  Voraussetzung,  so  folgt  wieder  in  allen  Fällen 
für  einen  der  Werte  d  =  0  oder  1  die  Ungleichheit 

und  der  gleiche  Schluß,  wie  im  früheren  Falle. 

Ist  aber  zweitens  a'  ==  Ä  gleich  Null,  also B'^=D^ | ,  \B'\^  ^j 
so  ist 

f'i^',  y')  =  {y'  -  yo)  ■  [±  (*'  -  V)  +  G'iy'  -  Vo')], 

und  jeder  der  beiden  Faktoren  kann  durch  passende  Wahl  zuerst  von 
y  und  dann  von  x'  als  ganzer  Zahlen  absolut  kleiner  als  j,  das  Pro- 

C 
dukt  also  <  j  gemacht  werden.  Nur,  wenn  zugleich  y^'  und  Xq  — ^ 

mitten  zwischen  zwei  ganze  Zahlen  fielen,  würden  beide  Faktoren 
gleich  1^-  In  diesem  Falle  könnte  also  nur  gesagt  werden,  daß  es 
ganze  Zahlen  x'^  y  gibt,  so  beschaffenj  daß 

n^,y')^\ 

wird. 

Da  nun  für  f{x^  y\  d.  i.  für  den  Ausdruck  (67)  dasselbe  gilt,  wie 
für  f{x^  y'\  so  ist  Minkowskis  Aussage  bewiesen  und  zugleich  der 
Fall  bezeichnet,  in  welchem  in  der  Bedingung  (64)  neben  dem  ün- 
gleichheitszeichen  auch  das  Gleichheitszeichen  erforderlich  ist. 


Drittes  Kapitel. 

Die  Reduktion  unbestimmter  binärer  Formen. 

1.  Es  ist  schon  bemerkt  worden,  wie  dieBetrachtungenMinko  wskis 
über  das  System  zweier  Linearformen 

I  «=  a^  +  hy,    ')]  =-  GX  +  dy 

und  die  zu  ihnen  gehörige  Kette  äußerster  Parallelogramme,  insbe- 
sondere die  daraus  entwickelte  Theorie  der  Kettenbrüche  eng  mit  der 
Reduktion  der  unbestimmten  quadratischen  Formen  zusammenhängen. 
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Wir  wollen  jetzt  diese  Reduktion  eingebender  erörtern  nnd  den 
genannten  Zusammenhang,  indem  wir  ihn  weiter  verfolgen/  in  ein 
helleres  Licht  rücken. 

Die  Definition  reduzierter  unbestimmter  Formen  kann  verschieden 
gefaßt  werden,  wie  in  Nr.  5  und  10  des  ersten  Kapitels  zu  sehen  ist, 
ohne  daß  dadurch,  wie  ebenfalls  dort  zu  ersehen,  an  den  wesentlich- 
sten Eigenschaften  derselben  etwas  geändert  würde.  Dies  werden  die 
folgenden  Betrachtungen  noch  weiter  bestätigen.  Wir  stellen  zunächst 
die  schon  erwähnte  Hermitesche  ßeduktionsmethode  — 
ausführlicher,  als  bisher  geschah,  ins  einzelne  gehend  — 
hier  dar. 

Die  unbestimmte  quadratische  Form 

(1)  f{x,  y)  -=  ax^  +  2lxy  +•  cy^ 

mit  der  positiven  Determinante  D  ^V  —  aCj  in  welcher  a^O  sei, 
kann  in  Linearfaktoren  zerlegt  und,  indem  man  ihre  Wurzeln 

a         ^  a 

mit  Ol ,  Oj  bezeichnet,  folgendermaßen  geschrieben  werden : 

(2)  f{x,  y)  -  a{x  -  (o^y)  (x  -  (D^y). 

Als  zugeordnete  positive  Form  gilt  dann  nach  Hermite  die 
Form 

(3)  F(x,  y)^ix~^  m.yf  +  X\x  -  m.y)' 

mit  veränderlichem  reellen  Parameter  X.  Ihm  zufolge  nannten 
wir  jene  Form  reduziert,  wenn  nach  den  Bestimmungen  von 
Lagrange  diese  letztere  Form  für  irgendwelche  reellen 
Werte  von  X  reduziert  ist.  Schreibt  man 

(4)  F{x,  y)  ==  Ax'^  +  2Bxy  +  Gy\ 
so  findet  sich 


2  } 


A=^l  +  X\     JB  ===  -  Ol  -  A^og,     C  =-  oi^  +  A^o 
während  j^ 

ist,  und  hieraus  folgen  die  Beziehungen 

h^-^ac^  ^\ot  --.  (D^f,    B'-'ÄG^-  l\(o,  -  co,)\ 

also  B'-ÄC^~^(b'-  ac) 

und 

(5)  aG~~2hB+cÄ^0, 
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Die  simultane  Invariante  beider  Formen  ist  demnach  Null. 
Geht  also  ({x^y)  durch  eine  unimodulare  Substitution 

^  ==  «^'  +  ßy'y    y^yx-\-  8y' 

in  eine  äquivalente  Form  f{x\  y)  über,  so  ist  die  aus  F{x^  y)  durch 
die  gleiche  Substitution  entstehende  äquivalente  Form  F\x\  y)  die 
zugeordnete  Form  von  jener,  und  umgekehrt:  wenn  die  Substitution 
auf  F{Xy  y)  angewandt  zu  einer  Form  F^x'^  y')  führt,  so  muß  die 
Form  f{Xy  y'),  welcher  die  letztere  zugeordnet  ist,  aus  f(a?,  y)  durch 
die  gleiche  Substitution  hervorgehen. 

Ist  nun  F(Xf  y)  für  keinen  Wert  des  l  reduziert,  also  der  Definition 
gemäß  auch  f{Xj  y)  keine  reduzierte  Form,  so  lasse  man  X  alle  seine 
möglichen  Werte  von  0  bis  oo  durchlaufen.  Geht  man  aus  von  einem 
bestimmten  dieser  Werte,  l  ==  A^,  so  wird  F(x,  y)  durch  eine  unimo- 
dulare Substitution  Sq  in  eine  Form  Fq(Xj  y)  verwandelt,  welche  für 
ein  gewisses  Intervall  des  Parameters  Ä  reduziert  bleibt  und  die  Zu- 
geordnete derjenigen  Form  f^ix,  y)  ist,  die  mittels  der  gleichen  Sub- 
stitution aus  f{Xj  y)  gewonnen  wird.  Hört  sie  für  A  =  A^  auf,  redu- 
ziert zu  sein,  so  führe  man  sie  durch  eine  neue  Substitution  Ä',  d.  h. 
die  ursprüngliche  Form  durch  die  Substitution  S^  "^^  SqS'  wieder 
in  eine  reduzierte  Form  F^{Xy  y)  über,  die  in  einem  neuen  Intervalle 
des  Parameters  A  reduziert  bleiben  wird,  und  die  Zugeordnete  der 
Form  f\{x,  y)  ist,  welche  durch  die  nämliche  Substitution  aus  f{x,  y) 
entsteht.  So  findet  sich  für  alle  aufeinanderfolgenden  Werte  von  A,  ge- 
nauer für  eine  unbegrenzte  Reihe  aufeinanderfolgender  Intervalle  des  A 
eine  ebensolche  Reihe  positiver,  für  diese  einzelnen  Intervalle  redu- 
zierter Formen 
(6)  Fo{x,y),    F,{x,y\    F,{x,y\-'- 

und  ihnen  entsprechend  eine  Reihe 

reduzierter  unbestimmter  Formen,  welche  derselben  Klasse  äquiva- 
lenter Formen  angehören,  wie  die  gegebene  Form  f{x,  y).  Die  letztere 
Reihe  enthält  aber  auch  alle  Formen  dieser  Klasse,  welche  nach  Her- 
mites Definition  reduziert  sind.  Denn,  bezeichnet  q)(Xj  y)  irgendeine 
mit  f(Xj  ^)  äquivalente  reduzierte  Form  und  F  die  Substitution,  durch 
welche  sie  aus  letzterer  entsteht,  so  muß  dem  oben  Gesagten  zufolge 
die  ihr  zugeordnete  reduzierte  positive  Form  durch  dieselbe  Substi- 
tution aus  F(x,  y)  hervorgehen,  also  mit  einer  der  Formen  (6),  welche 
die  einzigen  Formen  dieser  Art  darstellen,  identisch  sein,  und  so- 
mit kann  (p(x,  y)  nur  eine  der  Formen  (7)  sein.  Jede  Klasse  un- 
bestimmter Formen  mit  der  Determinante  D  enthält  daher 
einen   ganz  bestimmten  Komplex  (f)  reduzierter  Formen, 
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welche  durch  stete  Reduktion  der  zu  einem  Repräsentant 
ten  der  Klasse  zugeordneten  positiven  Form  für  alle  Werte 
ihres  Parameters  ermitteltwerdenkönnen.  Dieser  Komplex  (f) 
ist  aber  unabhängig  von  der  willkürlichen  Wahl  des  Repräsentanten 
f{x,  y),    Ist  nämlich 

eine  mii  f{x,y)  äquivalente  Form,  so  stimmt  der  ihr  entsprechende 
Komplex  {f)  in  seiner  Gesamtheit  mit  dem  Komplexe  (/*)  überein. 
In  der  Tat:  sei        ^'^^x  +  ßy,    y'^yx-VÖy 

eine  unimodulare  Substitution  S,  welche  f{x,  y')  in  f(cCf  y)  überführt, 
so  bestehen  einerseits  die  Beziehungen 

andererseits  ist  die  zu  f\x\  y)  zugeordnete  positive  quadratische 
^«^"^  F'{x',  y)  =  {x'  -  co.'yy  +  X'  \x'  ~  m.'y'y, 

und  sie  geht  bei  Beachtung  der  obigen  Beziehungen  durch  die  gleiche 
Substitution  S  über  in 

(a  -  (o^yf  •  [{x  -  G),yy  +  k\x  --  m^yf]  ==  (a  -  m^yy  •  F{x,  y\ 

^        •  -,  «  —  «9'y       <,/ 

wenn  dann  A  ^ V-  •  Pv 

gedacht  wird.    Es  besteht  also  dann  in  bekannter  Schreibweise  die 

Beziehung 

F'{x',  y;  r)  .  Ä  =  («  -  0,,»^ .  F{x,  y;  X). 

Ist  nun  £  eine  unimodulare  Substitution,  welche  für  ein  gewisses 
Intervall  für  A  die  Form  F  und  somit  auch  die  Form  (a  —  (o^yf-  F 
reduziert,  also,  auf /*  angewandt,  eine  Reduzierte /*•  27  des  Komplexes 
(f)  hervorbringt,  so  wird  die  Form  F'  durch  die  Substitution  S  •  U 
in  dieselbe  Form  übergeführt,  die  für  ein  entsprechendes,  durch  die 
gedachte  Beziehung  zwischen  A  und  A'  zu  bestimmendes  Intervall  für  A' 
reduziert  ist  und  somit  zu  einer  Form  f-SU  des  Komplexes  (/")  führt. 
Man  hat  aber  /"  •  SU  ^f-  U]  jede  Form  in  (/*)  ist  also  auch  eine 
solche  in  (f)  und  offenbar  auch  umgekehrt,  w.  z.  b.  w.  Hier  liegt 
die  Lösung  der  Frage,  ob  zwei  gegebene  unb es ti mm teFormen 
f(Xj  y)  und  f{x,  y)  äquivalent  sind.  Man  bilde  für  jede  von  ihnen 
den  zugehörigen  Komplex  reduzierter  Formen,  was  durch  das  oben  an- 
gegebene Verfahren  geschehen  kann.  Je  nachdem  diese  Komplexe  eine 
Form  gemein  haben  oder  nicht,  werden  die  gegebenen  Formen  der- 
selben Klasse  angehören  oder  nicht. 
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2.  Im  ersteren  Falle  wird  man  alle  Transformationen  verlangen 
können,  welche /(ic,  y)  in  f{x,  y)  überführen.  Hat  man  nun  den  Kom- 
plex (7)  für  die  Funktion  f{x,  y)  gebildet  und  findet  etwa  bei  Auf- 
suchung des  der  Funktion /"(ä?,  2/)  entsprechenden  Komplexes,  daß  ihm 
die  Form  f^(Xf  y)  mit  jenem  gemeinsam  ist,  und  sind  S,  8'  die  Sub- 
stitutionen, durch  welche  f(x,  y)  bzw.  f{x,  y)  in  sie  übergehen,  so 
wird  man  die  gedachte  Aufgabe  lösen,  indem  man  alle  Transforma- 
tionen von  f{x,y)  in  sich  selbst  mit  der  Substitution  S  -  S''^'^  zu- 
sammensetzt. Die  Substitution  S  selbst  aber  läßt  sich  zusammensetzen 
aus  einer  solchen,  die/(a;,  y)  in  die  erste  Form/J,  (o?, «/)  des  Komplexes(7)  ver- 
wandelt, und  aus  den  Substitutionen,  durch  welche  jede  Form  dieses  Kom- 
plexes bis  fi{Xj  y)  hin  in  die  nächstfolgende  übergeht.  Indem  wir  von 
den  automorphen  Substitutionen  von /"(a;,^)  einstweilen  absehn,  wollen 
wir  nun  zeigen,  wie  die  letztbezeichneten  Übergänge  zwischen  den 
Formen  des  Komplexes  (7)  zu  bewerkstelligen  sind. 

Voraufgeschickt  sei  eine  Bemerkung  über  reduzierte  positive  Formen. 

Ist  F{x,y)^Ax^  +  2Bxy  +  Gy^ 

eine  solche,  also  1  2JBI  ^  J.  ^  C 

so  sind  die  Zahlen  AyC,A—\  2B\  -f-  C  in  wachsender  Folge 
die  drei  kleinsten  durch  die  Form,  also  auch  durch  jede 
andere  Form  ihrer  Klasse  darstellbaren  Zahlen.  In  der  Tat, 
da  das  mittlere  Glied  der  Form  je  nach  den  Vorzeichen  von  x,  y 
positiv  oder  negativ  wird,  im  letzteren  Falle  aber  einen  kleineren  Wert 
der  Form  liefert  als  im  ersteren,  so  werden  ihre  kleinsten  Werte 
durch  den  Ausdruck 

%{x,y)^Ax^~2\B\xy  +  Gy^ 

gegeben,  während  x,  y  gleiches,  etwa  positives  Vorzeichen  haben.  Ist 
eine  dieser  Zahlen  NuU,  so  erhält  man  entweder  Ax^  oder  Gy^ 
und  als  die  kleinsten  Zahlen  dieser  Art  A  und  G^  A,  Andernfalls 
zeigen  die  Identitäten 

%{x  -l,y)^  ^(x,  y)  -  A{x  -  y)- y{A-2\B\)- A{x-  1), 

%(x, 2/  -  1)  =  %{x,  y)  -C{y-x)-x{C-2\B\)-  C{y -  1), 

daß  der  Wert  der  Form,  solange  x>  y  ist,  mit  x  und,  solange  y>x 
ist,  mit  y  abnimmt,  bis  x  und  y  gleich  werden;  dann  ist  aber  der  Aus- 

^"^"^^  %{x,y)=:^{A'-2\B\+G)x^ 

und  erhält  für  x  ^  1  seinen  kleinsten  Wert 

A'-'2\B\-\-G^G^A 
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w.  z.  b.  w.  —  ümgekelirt  wird  eine  Form  (J.,  Bj  G)  stets  eine  redu- 
zierte sein,  wenn  jene  drei  Zahlen  die  drei  kleinsten  durch  sie  dar- 
stellbaren Zahlen  bedeuten. 

Man  denke  sich  nun  alle  durch  die  Form  F^ipc,  y)  darstellbaren 
Zahlen  nach  ihrer  Größe  geordnet,  indem  man  dabei  die  etwa  gleichen 
Zahlenwerte  in  einen  einzigen  zusammenfaßt: 

(8)  -Fo(^l;2/l);         -^0(^2.2/2);        ^0(^3;  ^/S);-"! 

die  drei  ersten  derselben  sind,  wenn 

(9)  F,(x,  y)  ^  Ax^  +  2Bxy  +  Cy' 

gesetzt  wird,  J.,  0,  J.  —  2|  JS|  +  (7.  Wenn  nun  A  von  X^  an  sich  stetig 
verändert,  so  verändert  sich  ebenso  stetig  auch  die  Form  und  die 
Reihe  der  Werte  (8),  doch  wird  zunächst  deren  Aufeinanderfolge  un- 
geändert  bleiben,  bis  etwa  für  einen  gewissen  Wert  von  X  zwei  Glie- 
der der  Reihe,  nachdem  sie  einander  gleich  geworden,  ihren  Rang 
vertauschen.  Solange  dies  bei  den  ersten  drei  Gliedern  nicht  geschieht, 
bleibt  die  Form  eine  reduzierte.  Eine  Vertauschung  ihrer  Rangord- 
nung aber  kann  eintreten  entweder  zwischen  dem  zweiten  und  dritten 
Gliede  oder  zwischen  den  beiden  ersten  von  ihnen.  Für  den  ent- 
sprechenden Wert  von  X  hört  dann  -Fo(^7  V)  ^^^y  reduziert  zu  sein 
und  wird,  aufs  neue  reduziert,  die  folgende  Form  des  Komplexes  (6) 
ergeben.  Tritt  der  erste  Fall  ein,  d.  h.  wird  2  |  JS  |  >  -4,  etwa 
2  I  J?  I  =  -4.  +  ^,  so  geht  die  nicht  mehr  reduzierte  Form 

Ax^  +  8{A  +  d)xy  +  Cy% 

wo  dem  Vorzeichen  von  B  entsprechend  5  =  +  1  ist,  durch  die  Sub- 
stitution X  ^  x'  —  By\  y  ^  y'  über  in  die  Form 

Ax^  -  b{A  -  8)xy  +  (0-  S)y^, 

welche  für  hinreichend  kleines  positives  8  wieder  reduziert  ist,  also 
die  folgende  Form  des  Komplexes  (6)  vorstellt.  In  dem  besonderen 
Falle,  wo  (7  =  J^  wäre,  müßte  man  die  genannte  Substitution  mit  der 
zweiten  x  =  y" j  t/'  =  —  x'  verbinden,  wodurch  die  Form 

(C -  8)x'^ -h  b{A  -  8)x'f  +  Ay"^ 

entstünde,  die  allen  Bedingungen  reduzierter  Formen  entspräche. 
Dieser  erste  Fall  kann  sich  wiederholt  ereignen,  es  muß  aber  auch 
einmal  der  zweite  Fall  eintreten,  da  die  Beziehung  A  =  (7  eine  nicht 
identische  lineare  Gleichung  für  den  Parameter  X^  bedeutet.  Wird 
dann  also  bei  weiterer  Änderung  des  Parameters  C  <  -4,  etwa 
Q^  A  —  8y  so  geht  die  Form  (J[,  JB,  G)  durch  die  Substitution 

(10)  ^-=y^   y^-oo 
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in  die  Form  (Ä  — dy  —  B^  Ä)  über,  die  für  hiiireicliend  kleine  posi- 
tive d  wieder  reduziert,  also  die  folgende  Form  des  Komplexes  (6) 
ist.  Bezeichnet  man  die  Substitution 

(11)  x=-x-~y\    y-=y\ 
von  welcher  die  andere 

x  =  x  +y\    y^y 

nur  dieinverse  ist,  mit  T  und  die  Substitution  (10)  mit  ü,  sokönnen 
also  die  Substitutionen,  durch  welche  die  Formen  des  Kom- 
plexes (6),  also  auch  diejenigen  des  Komplexes  (7)  sukzes- 
sive ineinander  transformiert  werden,  in  folgende  Formel 

(12)  ^''T^'U'T''  U'T^^", 

in  welcher  fe,  i,  /c,  •  •  •  positive  oder  negative  ganze  Exponen- 
ten bedeuten,  zusammengefaßt  werden. 

Her  mite  bezeichnet  diejenigen  Formen  des  Komplexes  (7),  die 
aus  der  voraufgehenden  durch  die  Substitution  U  entstehen,  also  dem 
Gleichwerden  von  A  und  (7  entsprechen,  als  Hauptreduzierte.  Soll 

(13)  f^{x,  y)  -  a^x^  +  2\xy  +  c^y^  =  a^ix  -  ^^ti)  {x  -  Sl^y) 

eine  solche  sein,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  für  X^  Xq 
aus  der  Form  (3)  abgeleitete  reduzierte  positive  Form  gleiche  äußere 
Koeffizienten  erhalte.  Diese  Form  ist  aber  die  für  A  =«  Xq  der  Form 
foi^f  y)  Zugeordnete,  mithin  von  der  Gestalt 

(14)  {x  -  S\yy  -f  X,\x  -  ^.yy-, 

demnach  müßte  1  +  X,' ==^  Sl,'  +  X,'£l,' 

sein,  während  zugleich,  den  Bedingungen  reduzierter  positiver  For- 
men  gemäß,  2\il,+ l,'£l,\^l  +  l,' 

wäre.  Durch  Elimination  von  Xq^  mittels  der  voraufgehenden  Gleichung 
und  Quadrierung  nimmt  diese  Ungleichheit  die  Gestalt  an : 


(15)  4. 


1  +  a^a^ 


Sl,  +  Sl, 


2. 


^1- 


Ist  aber  diese  erforderliche  Bedingung  erfüllt,  der  man  auch  die 
Form  geben  kann: 

4(1  -  £1,')  (1  -  si,')  +  3(^,  +  si,y  ^  0, 

so  erweisen  sich  die  Differenzen  1  —  Sl^^,  1  —  Sl^^  als  von  verschie- 
denen Vorzeichen,  demnach  wäre 

^0  -      l~i^3* 


76        Drittes  Kapitel.    Die  ßedaktion  unbestimmter  binärer  Formen 

ein  positiver,  also  A  ein  reeller  Wert,  für  welchen  die  Form  (14)  die 
Gestalt  erhält: 

also  reduziert  ist  und  gleiche  äußere  Koeffizienten  hat;  daher  ist 
die  Form  f^ioCj  y),  der  sie  zugeordnet  ist,  eine  Hauptreduzierte.  Hier- 
nach ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  die  Form  (13)  eine  Hauptreduzierte  sei,  die  Un- 
gleichheit (15)  oder 

(16)  i&ol?l«o  +  ^ol; 

d.h.derümstand,  daß  der  mittlere  Koeffizient  absolut  nicht 
kleiner  ist  als  die  Summe  der  beiden  äußeren. 

3.  Stellen  wir  jetzt  der  Hermiteschen  Methode  diejenige  an  die 
Seite,  zu  welcher  die  Kette  der  äußersten  Parallelogramme  die  Hand- 
habe bietet.    Die  unbestimmte  quadratische  Form 

(17)  f=.ax^-{-  2hxy  +  cy^ 

läßt  sich  in  zwei  reelle  Linearfaktoren  zerlegen.  Damit  die  Deter- 
minante der  beiden  Linearformen  |,  ^,  wie  bei  der  Betrachtung  jener 
Ketten  vorausgesetzt,  gleich  1  sei,  wählen  wir 

y^   n  - -^^Y^(^  ■-- ^2yl 


yn 


(18) 

1  ==  ^  —  c^i 

indem  wir  b^  - 

-  ac-==  D  und 

-h  +  VD 

setzen.  Man  hat  dann 

(19)  f^ax^  +  2bxy  +  cy^  ^  2]/5  •  U. 
Nun  sei 

(20)  X  ==  px'  -f  ry,    y  ==-  qx'  +  sy 

irgendeine  Substitution  der  zu  den  Formen  (18)  gehörigen  Kette, 
welche  nach  beiden  Richtungen  unbegrenzt  ist,  wenn  die  Koeffizien- 
ten beider  Linearformen  kein  rationales  Verhältnis  haben;  wir  wollen 
voraussetzen,  daß  (o^  irrational  sei.  Durch  diese  Substitution  mögen 
I,  rj  in  die  Gestalt  übergehen 

(21)  ^=^  kx+  sX'y,     ri^~  S(jlx  +  ^y, 

wobei  A,  A',  ^,  ^'  positive  Werte  bedeuten  und  die  Ungleichheiten 

(22)  ^<1,  -L<i 
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erfüllen;  man  findet  dann  für  ihre  Werte  die  Gleichungen 


a 


Durch  dieselbe  unimodulare  Substitution  (20)  geht  die  Form  f  in  eine 
ihr  äquivalente  Form 

(23)  F^  Äx'  +  2Bxy  +  Cy^ 

über,  für  welche  die  mit  |,  iq  entsprechend  gebildeten  Linearformen 
durch 

(24)  X==x-Sl,y\     Y^-^{x'-Si,y') 

bezeichnet  seien.    Da  entsprechend  (19) 

F==^Ax'  +  2Bxy  +  Gy^  ■•=  2]/5  •  XY 

ist,  so  besteht  infolge  der  Beziehungen  (20)  die  Grleichung 
(26)  XY^^rj, 

Nun  sind  X,  Y  lineare  Formen  in  x,  y  mit  der  Determinante  1, 
ebenso  wie  nach  (21)  die  Formen  ^,i],  da  diese  durch  eine  uni- 
modulare Substitution  aus  den  Formen  (18)  mit  einer  Determinante  1 
hervorgehen.  Demnach  kann  man  auch  X,  Y  als  lineare  Formen  in 
§,  7j  mit  einer  Determinante  1  auffassen,  und  daher  kann  (26)  nur 
bestehen,  wenn  entweder 

oder  X  =  "-^,  ]r=r|  ist,  unter  t  einen  konstanten  Faktor  verstan- 
den; die  letztere  Alternative  aber  ist  auszuschließen,  da  ihr  die  Deter- 
minante —  1  entspräche.  Somit  erhält  man  die  Beziehungen 


x'- 

-Sl^tj   ^t{Xx'  +  £X'y') 

A    .  , 

-  il^y)  =  |(-  6(1' X  +  iiy'), 

aus  denen  r  = 

=  Y ,  also 

(27) 

ß  -  ~  *^' 

Ä^  —  eXii'-2yB,    ÄSl^=-Xti-2yD 
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und  daher 

(28) 
lind 
(29) 

1         ^^^' 

gefunden  wird.  Demzufolge  erweisen  sich  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Form  F  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen und  wegen(22)  die  erste  Wurzel  absolut  kleiner,  die 
zweite  absolut  größer  als  Eins.  Definiert  man  nun  als  re- 
duzierte unbestimmte  Form  jede  Form,  deren  Wurzeln 
diesen  Charakter  haben,  so  läßt  sich  das  Ergebnis  der  Betrach- 
tung in  den  Satz  fassen:  Der  unbegrenzten,  zu  den  Formen  1,?^  ge- 
hörigen Kette  von  Substitutionen  entspricht  eine  ebensolche  Kette 
reduzierter  Formen,  welche  der  gegebenen  Form  f  äquivalent  sind. 
Durch  irgendwelche  dieser  Substitutionen  kann  man  letztere  Form  also 
in  eine  reduzierte  überführen. 

Nun  findet  sich  aber  auch  jede  mit  f  äquivalente  redu- 
zierte Form  F  in  jener  Kette.  Denn,  ist  r'    j  eine  unimodulare 

Substitution,  durch  welche  f  in  F  verwandelt  wird,  die  man,  even- 
tuell alle  ihre  Koeffizienten  entgegengesetzt  nehmend,  stets  so  denken 
darf,  daß 
(30)  p-co^q>0 

wird,  und  gehen  dadurch  ^^tj  in  Ausdrücke  (21)  über,  in  denen  wegen 
vorstehender  Ungleichheit  A  >  0  und  bei  passender  Wahl  von  s  auch 
A'  >  0  ist,  so  erfüllen  die  Größen  A,  X\  ft,  ft'  infolge  der  für  die  Wur- 
zeln der  Form  vorausgesetzten  Bedingungen  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (27)  bis  (29)  die  Ungleichheiten 

0<r<A,     0<|[t'<^; 

nach  dem  Schlußsatze  in  Nr.  8  des  zweiten  Kapitels  ist  daher  die 
Substitution  r'  )  eine  zur  Kette  von  |,  rj  gehörige  Substitution,  mit- 
hin die  Form  F  eine  der  reduzierten  Formen,  die  dieser  Kette  ent- 
sprechen. 

Die  auf  solche  Weise  ermittelte  Kette  reduzierter  Formen  ist 
also  das  völlige  Analogon  zu  dem  Her  miteschen  Komplex  (/*) 
solcher  Formen,  und  dementsprechend  folgert  man  sogleich  wie- 
der, daß  zwei  Formen  dann  und  nur  dann  einander  äquiva- 
lent sind,  wenn  sie  dieselbe  Kette  reduzierter  Formen  dar- 
bieten. Zur  Entscheidung  über  die  Äquivalenz  zweier  Formen  ge- 
nügt es  daher,  für  eine  von  ihnen  diese  Kette  zu  bilden,  dann  für 
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die  zweite  irgendeine  ihrer  reduzierten  Formen  und  zuzusehen,  ob 
auch  diese  in  jener  Kette  befindlich  ist  oder  nicht  (s.  hierzu  weiter 
unten  Nr.  7). 

Aber  die  hier  aufgestellte  Definition  reduzierter  Formen  ist  von 
der  Hermite  sehen  verschieden  und  deckt  sich  auch  nicht  mit  der- 
jenigen, die  in  Nr.  5  des  1.  Kap.  gewählt  worden  ist.  In  der  Tat  ist 
sie  enger  als  diese,  da  zu  der  Bedingung,  daß  die  beiden  Wurzeln 

entgegengesetztes    Vor-     _^ ^ ^       ^ 

zeichen    haben    sollen,        '^.     -^                    o            ß,       t 
noch  weitere  hinzutre- 
ten. Man  kann  diese  Be-     9- o o o o 

dingungen  auch   durch  ^,.    ^ 

die    Koeffizienten     der 

Form  zum  Ausdruck  bringen.  Zeichnet  man  auf  einer  Geraden  die  zu- 
lässige Lage  der  Punkte  0,±l,iöi,i^3,  so  sind  jenen  Bedingungen  gemäß 
nur  die  beiden  in  nebenstehenden  Figuren  7  angegebenen  möglich, 
deren  erste  einem  positiven,  die  zweite  einem  negativen  Werte  von 
ißj  entspricht.    Da  nun  Sl^,  Sl^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

bedeuten,  so  nimmt  dieser  Ausdruck  im  ersten  Falle  für  0  =  0  und 
;2?  =  1  entgegengesetzte,  für  ^  =  0  und  ;s?  =  —  1  gleiche  Vorzeichen 
an,  und  umgekehrt  im  zweiten  Falle.    Demnach  haben  jedenfalls 

(31)  Ä  +  2B+G,    Ä-2B  +  C 

entgegengesetzte  Werte,  ebenso  wie  Ä  und  C,  Durch  Ver- 
bindung der  Formel 

mit  (21)  ergibt  sich  ferner,  da  für  reduzierte  Formen  A'^'  <  Afi  <  1  ist, 

(32)  B^yn{Xi.i~  X'ii')>0     und     <  ]/5; 

dann  aus  ,__  ,___ 

^  «  -  sX^' '  2yD,     G  -  «A>  .  21/D, 

daß  —  A  und  C  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  s  und  daß  die  Be- 
dingungen Y  <  1,  -  <  1  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung 

-  AG^(yD  +  B) .  (l/^~  B) 
gleichbedeutend  sind  mit  den  folgenden: 


(33)  { 


yB-B<\A\<yD  +  B 

yD-ß<\G\<yT)  +  B. 
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4.  Auch  die  Definition  der  reduzierten  positiven  Formen  kann 
anders  gefaßt  werden,  wenn  man  darauf  verzichtet,  daß  in  jeder  Klasse 
nur  eine  einzigeForm  dieserArt  vorhanden  sein  soll.  Hier  hat  Selling^) 
einen  eigentümlichen  Weg  eingeschlagen,  der  seine  Vorzüge  hat  und 
in  seinen  wesentlichsten  Punkten  mitgeteilt  werden  soll. 

Statt  einer  positiven  Form,  welche  (o,f,b)  heiße,  betrachtet  S ellin g 

immer  zugleich  deren  drei,  welche  durch  die  Substitution  (     '      j 

zyklisch  auseinander  hervorgehen,  nämlich  die  Formen 

(39)  (a,!,H    (b,g,c),    (c,  ^,  o), 

deren  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen 

(40a)       a  +  t)  +  f  =  0,    6  +  f  +  9  =  0,    c  +  g  +  {)  ^  0 

(40b)     a-b  +  29  +  c,    i)  =  c  +  2^  +  a,    c^a  +  2t  +  h 

aus  Q,  f,  B  sich  finden.  Zwischen  ihnen  bestehen  infolge  davon  die 
Gleichungen 

(41)  g^  +  ^f  +  fg  =  A,    og  +  6^ -f- cf  =  -  2A, 

in  welchen 

(42)  A  =  ab  -  l' 

den  Absolutwert  der  Determinante  der  drei  äquivalenten  positiven 
Formen  bezeichnet.  Nach  Selling  wird  dann  jede  der  drei  For- 
men (39)  reduziert  genannt,  wenn  keine  der  drei  Zahlen  Q,%t 
positiv  ist. 

Daß  jede  Klasse  äquivalenter  Formen  solch  Tripel  redu- 
zierter Formen  enthält  und  somit  jede  Form  einer  redu- 
zierten äquivalent  ist,  erkennt  man  folgendermaßen.  Sei 
(a,  !,  6)  eine  beliebige  Form  der  Klasse,  wobei  f  als  nicht-positiv  ge- 
dacht werden  kann,  da  man  sonst  statt  von  (a,  f,  6)  von  der  ihr  äqui- 
valenten Form  (b,  •—  f,  a)  ausgehen  könnte.  Sind  dann  nicht  g  und  1) 
auch  bereits  nicht-positive  Zahlen,  die  Form  also  nicht  schon  redu- 
ziert, so  sei  etwa  g  >  0.  Durch  die  Substitution  (  '    j  geht  (a,  !,  b) 

in  eine  äquivalente  Form  (a',  f,  b')  über,  für  welche  die  den  g,  1^,  f 
entsprechenden  Zahlen 

g'=.I  +  2g  =  g-b,    ^'==^  +  2g  =  g-c,    t  =- -  q 

sind;  hier  ist  nun  f  <  0  und  die  Zahlen  g',  1^',  wenn  sie  noch  positiv 
sind,  jedenfalls  kleiner  als  g.  Wenn  dagegen  1^  >  0,  so  führt  die  Sub- 
stitution L'  ^  die  Form  (a,  f,  b)  in  eine  äquivalente  Form  (a", !",  b") 


1)  Selling,  Journ.  für  die  reine  u.  angew.  Mathematik,  Bd.  77,  S.  143. 
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über,  in  welcher 

mithin  jetzt  f '  <  0  ist  und  die  Zahlen  g",  1^",  falls  sie  noch  positiv  sind, 
doch  jedenfalls  kleiner  als  ^  sind.  Durch  eine  endliche  Folge  solcher 
Substitutionen  muß  man  daher,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  einer 
Form  {a%  P\  6^^))  der  Klasse  gelangen,  in  der  keine  der  Zahlen  g^*),  {)(^>,  f(*) 
mehr  positiv  ist,  welche  also  in  Sellings  Sinne  eine  reduzierte  ist. 
Der  Übelstand,  daß  bei  solcher  Definition  reduzierter  Formen  jede 
Klasse  noch  mehrere  derselben  aufweist,  wird  durch  die  Bemerkung 
behoben,  daß  alle  drei  Formen  des  Tripels  (39)  auf  einen  ein- 
zigen Ausdruck  zurückgeführt  werden  können.  Versteht  man 
nämlich  unter  u,  v,  w  drei  Veränderliche,  welche  durch  die  Beziehung 

(43)  u  +  v  +  w  =  0 
miteinander  verbunden  sind,  so  geht  der  Ausdruck 

(44)  —  gw^  —  f)r  —  Iw^, 

je  nachdem  man  u,  v,  w  aus  ihm  eliminiert,  in  die  drei  Formen 

über,  welche  den  drei  Formen  des  Tripels  (39)  äquivalent  sind.  Hier- 
aus erkennt  man  auch,  daß  in  joder  Klasse  äquivalenter 
Formen  nur  ein  einziges  Tripel  reduzierter  Formen  vor- 
handen ist.  Denn,  da  für  ein  solches  die  drei  Zahlen  — -  g,  ~  1^,  —  ! 
nicht  negativ  sind,  zeigt  der  Ausdruck  (44),  daß,  welche  ganzen  mit 
der  Gleichung  (43)  verträglichen  Werte  den  Zahlen  u^  VyW  auch  bei- 
gelegt werden,  er  stets  gleich  oder  größer  als  jede  der  Zahlen 

-  ^  - 1  =  a,    -  g  ~  f  =  6,    _  9  ^-  ^  =.  c 

sein  muß,  daß  also  diese  drei  Zahlen  die  kleinsten  sind,  welche  mittels 
ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten  durch  die  Formen  (45),  mit- 
hin durch  die  Formen  der  Klasse  darstellbar  sind;  mit  a,  b,  c  zugleich 
sind  aber  auch  g,  1^, !  bestimmt. 

Greifen  wir  hier  auf  einen  Augenblick  auf  die  Lagrangesche  De- 
finition reduzierter  Formen  zurück,  wonach 

(46)  2lf|^a^b 

wäre,  und  wählen  dabei,  falls  f  nicht  Null  ist,  von  zwei  solchen  mit 
entgegengesetzten  mittleren  Koeffizienten,  durch  welche  dieselben 

Baohmann,  Zahlentheorie  IV 2  6 
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Zahlen  darstellbar  sind,  diejenige  mit  negativem,  so  ist  a  +  2!  >  0, 

und  aus 

a  =  B  +  2g  +  c,    6-c  +  2I)  +  a 

folgt  b  +  2g^0,  a  +  2^^0,  mithin  g  und  ^  negativ;  die  Form 
(a,  I,  6)  ist  also  auch  im  Sellingschen  Sinne  reduziert.  Somit  schließt 
man  aus  dem  Stattfinden  der  Bedingungen  (46)  den  Umstand,  daß 
a,  b,  a  +  2f  +  6  der  Reihe  nach  die  drei  kleinsten  Zahlen  sind,  wel- 
che durch  die  Form  (a,  f,  b)  mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbe- 
stimmten dargestellt  werden  können,  eine  Tatsache,  die  schon  in 
Nr.  2  auf  rechnerischem  Wege  festgestellt  worden  ist. 

5.  Selling  hält  nun  auch  bei  den  unbestimmten  Formen  immer 
ein  entsprechendes  Tripel  von  Formen  zusammen: 

(47)  (C^,fe,?>);      {h9f<^\      fe/^;^); 

welche  aus  der  ersten  durch  die  mit  (40  a),  (40  b)  analogen  Bestimmungen 

a  +  fo  -f  Ä;  =  0,     b  +  hi-g^-O,     c  +  g  +  h  =  0 

a^l  +  2g  +  c,     6  =  c  +  2fe  +  a,    c  =  a  +  2l  +  l 

gebildet  werden.  Die  Reduktion  dieser  Formen  aber  führt  er,  ganz 
wie  Her  mite,  auf  die  der  positiven  zurück.  Zu  diesem  Zwecke  stellt 
er  die  Form  {a,  h,  h)  als  Differenz  zweier  Quadrate  dar : 

(48)  ax^  +  2Jcxy  +  ^^  ===  (^x  +  rjy)'  -  (g,^  +  rj.yy, 
so  daß 

(49)  a  =  |2-iA    k^^Tj-^,^,,     h=^7i'-ru' 

wird,  und  stellt  der  unbestimmten  Form  die  positive  Form 

(50)  ax'  +  2lxy  +  iy'  =  (^x  +  nyf  +  {l,x  +  mV? 
an  die  Seite,  deren  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen 

(51)  a  =  |^  +  |/,   l=-ln  +  ^inv   t>  =  ^^  +  V 

gegeben  werden.  Schon  Her  mite  hatte  gezeigt^),  daß  diese  Art  der 
Zuordnung  im  wesentlichen  nicht  von  derjenigen  verschieden  ist, 
deren  er  sonst  sich  bediente  und  welche  darin  besteht,  der  unbe- 
stimmten Form 

ax^  +  2hxy  +  cy^  =  aix  ~  co^y)  {x  -—  (o^y) 

die  positive  Form 

{x  -  co^yf  -f  X^{x  -  (o^yf 


1)  Journ.  für  die  reine  und  angew.  Math.,  Bd.  47,  S.  337. 
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oder  etwas  allgemeiner  die  Form 

(52)  ^\x  -  (o,yy  +  v\x  -  m,yy 

zuzuordnen.  In  der  Tat  liefert  die  Gleichung  (48)  für  die  Wurzeln 
£01,(02  die  Werte 

^,  __      n  +  Vi_      _,  ■__      n  —  Vi, 

daher  geht  die  Form  (52),  wenn  man  darin  ft  =  |  +  li,  v  =  I  —  Si 
wählt,  in  die  Summe 

i^x  +  riy  +  l^x  +  Yi^yf  +  {Ix  +  rjy'-  ^^x  -  rj^yf 

^2'[{^x  +  rjyy+{^,x  +  rj,yy] 

über,  die  nur  unwesentlich  von  der  Form  (50)  verschieden  ist. 

Halten  wir  aber  mit  Selling  an  der  letzteren  fest,  so  ist  vor  allem 
die  zwischen  den  Determinanten  der  unbestimmten  und  der  ihr  zu- 
geordneten positiven  Form  bestehende  Beziehung 

(53)  ab--i2-=F~a5 

zu  bemerken.  Da  ferner  aus  den  Gleichungen  (49)  und  (51)  die  anderen: 

(f  +  kf  -  (a  +  a)  (b  +  6)  =  0 
(f  -  ky  --  (a  -  a)  (b  -  &)  =  0 

hervorgehen,  schließt  man  aus  der  Subtraktion  dieser  beiden  die  neue 
Beziehung 

(54)  ha-2Vc  +  ah^0, 

d.  h.  den  Umstand,  daß  die  simultane  Invariante  beider  Formen  gleich 
Null  ist.  Daraus  geht  dann  hervor,  daß,  wenn  auf  die  Formen  (48) 
und  (50)  eine  unimodulare  Substitution  angewandt  wird,  die  neu  ent- 
stehende positive  Form  die  zugeordnete  Form  zu  der  neuen  unbe- 
stimmten Form  sein  muß. 

Dies  vorausgeschickt,  bedenke  man  nun,  daß  die  vier  Zahlen  $,  i], 
^v  Vv  w®il  si®  miteinander  nur  durch  die  drei  Gleichungen  (49)  ver- 
bunden sind,  als  Funktionen  eines  willkürlich  veränderlichen  Parame- 
ters A,  für  welchen  auch  eine  von  ihnen  selbst,  etwa  rj^  gewählt  werden 
darf,  gedacht  werden  können;  mit  diesem  zugleich  verändern  sich  die 
Koeffizienten  a,  I,  b  der  positiven  Form  so,  wie  die  Gleichungen  (53) 

(54)  es  bedingen.  Gibt  es  Werte  von  A  oder  Lösungen  der 
Gleichungen  (49),  für  welche  die  Form  (a, !,  b)  oder  allge- 
meiner das  Tripel 

(55)  (a,f,b),    (b,g,c),    (c,  ^,  a) 

6* 
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nach  Sellings  Definition  reduziert  ist,  so  soll  auch  das 
Tripel  der  Formen 

(56)  (a,  fe,  h\     Q),  g,  c),    {c,  h,  a) 

reduziert  heißen.  Es  fragt  sich  nun,  wie  dies  sich  durch  die  Koef- 
fizienten der  unbestimmten  Form  selbst  ausdrücken  läßt.  Man  be- 
merke, daß  nach  den  Gleichungen  (49),  (51)  die  Größe  i  beliebig 
große  positive  Werte  erhalten  kann,  während  a  endlich  bleibt ;  dem- 
zufolge muß  dann  nach  (40  a)  t)  sehr  große  negative  und  auch  g  ne- 
gative Werte  erhalten.  Soll  somit  (a, !,  6)  bei  Veränderung  des  Para- 
meters reduziert  werden,  so  muß  einmal  I  durch  Null  hindurchgehen 
oder  wenigstens  diesen  Wert  erreichen,  wobei  dann  zugleich  nach 
(40a)  auch  g  und  ^  negativ  sein  müssen;  für  f  =  0  folgt  aber  aus 
(54),  daß  a,  6  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  müssen. 
Diese  notwendige  Bedingung  ist  aber  zudem  auch  ausrei- 
chend dafür,  daß  (a,  fc,  h)  eine  reduzierte  Form  ist;  denn, 
wenn  sie  stattfindet,  kann  der  Formel  (54)  zufolge  f  =  0,  also  g  vmd 
]^  negativ  werden,  indem  gleichzeitig  mit  Rücksicht  auf  (53) 


«=]/=!-'  ^=r 


&A 


zu  setzen  ist.  Zugleich  haben  dann  auch  entweder  a,  c  oder  &,  c  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen;  man  kann  also  aus  dem  Tripel  der  Formen 
(56)  eine  ganz  bestimmte  auswählen,  bei  welcher  der  erste  Koef- 
fizient positiv  und  der  dritte  negativ  ist,  und  diese  speziell 
als  reduzierte  Form  festsetzen. 

Ferner  muß,  wenn  t  die  Null  erreicht  hat,  bei  weiterer,  im  bis- 
herigen Sinne  gedachten  Veränderung  des  Parameters  dieser  Koeffi- 
zient negativ  werden  und  es  dauernd  bleiben;  denn  ein  Minimum  für 
f  kann  den  Gleichungen  (53),  (54)  zufolge  nicht  statthaben,  da  dann 

a  .  ab  +  b  •  ^a  -=  0,    6  •  aa  -f-  a  •  (^b  =  0, 

a,  6 


also  1      , 


0 


sein  müßte,  was  der  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  a,  b  wegen 
nicht  möglich  ist.  Da  aber,  wenn  t  bis  zu  sehr  großen  negativen 
Werten  steigt,  der  Formel  (41)  zufolge,  in  welcher  A  =  fc^  —  a&  ein 
endlicher  positiver  Wert  ist,  nicht  auch  g,  J^  beide  negativ  bleiben 
können,  muß  nach  einem  gewissen  endlichen  Intervalle  des  veränder- 
lichen Parameters  einer  der  Koeffizienten  g,  ^  durch  NuU  hindurch- 
gehen, d.  h.  die  Form  (a,  f,  b),  also  auch  (a,  /fc,  b)  aufhören,  reduziert 
zu  sein;  dies  kann  aber  auch  nur  bei  einem  der  beiden  Koeffizienten 
sich  ereignen,  da  ihr  Verschwinden  entgegengesetzte  Vorzeichen  für 
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6,  c  bzw.  für  a,  c  bedingt,  zwei  Bedingui|gen,  die  wegen  der  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  von  a,  &  nicht  beide  stattfinden  können. 

Wird  nun  9  >  0,  so  führt  die  Substitution  (  *    j  die  Form  (a, !,  b) 

in  die  Form  (c,  -—  g,  6)  und  entsprechend  (a,  Ic,  h)  in  (Cj  —  g,  V)  über, 
welche  wieder  für  ein  gewisses  Intervall  des  Parameters  reduziert 
bleiben;  wird  dagegen  i)  >  0,  so  entstehen  durch  die  Substitution 

L'    j  die  neuen,  in  einem  gewissen  Intervalle  reduzierten  Formen 

(a,  —  ^,  c)  bzw.  (a,  —  hj  c).  Durch  die  eine  oder  die  andere  dieser  zwei 
Substitutionen  läßt  sich  also  aus  einer  reduzierten  Form  (a,TCjh) 
immer  wieder  eine  neue  herleiten,  welche  mit  ihr  entweder  den  ersten 
oder  den  dritten  Koeffizienten  gemeinsam  hat  und  deshalb  als  auf 
der  Strecke  von  a  bzw.  von  b  liegend  bezeichnet  werden  soll. 
Gelangt  man  in  der  Reihe  dieser  Reduzierten  auf  der  Strecke  von  a 
zu  einer  Form  (a,  ]c\  V),  bei  welcher  dieser  Sinn  wechselt,  deren  Nach- 
folger nämlich  jetzt  auf  der  Strecke  des  dritten  Koeffizienten  liegt, 
oder  auf  der  Strecke  von  h  zu  einer  Form  {p'iy\jh\  deren  Nach- 
folger auf  der  Strecke  des  ersten  Koeffizienten  liegt,  so  nennt  S el- 
lin g  diese  ausgezeichnete  Form  eine  Hauptreduzierte.    Da  der 

Nachfolger  von  (a,  &',  V)  durch  die  Substitution  w  ^  erhalten,  also 

gleich  (a  +  2fc'  +  V,  ¥  +  V,  V)  gefunden  wird,  so  würden  a,  V  so- 
wohl wie  a  +  21c  -}-  b\  V  entgegengesetzten  Vorzeichens,  mithin  a, 
a-\-2y  '\-V  gleichen  Vorzeichens  sein;  da  die  Form  (a,  F,  V)  aber  aus 

ihrem  Vorgänger  durch  die  Substitution  [  '  j,  dieser  aus  ihr  also 
durch  die  Substitution  (  '        j  entsteht,  so  findet  er  sich  als  die  Form 

(a,  /c'  —  a,  a  —  2fe'  +  &')>  weshalb  a  und  a  '—21{f  +  V  und  daher  auch 
a  +  2fc'  +  6'  und  a  —  2&'  +  &'  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben 
müssen.  Zu  analogem  Schlüsse  führt  die  Betrachtung  der  Form  (a^,  \,  6), 
und  man  erkennt  daraus  den  Umstand,  daß  für  eine  Haupt- 
reduzierte {a,kjb)  nicht  nur  cj,  &,  sondern  auch  die  beiden 
Zahlen  a  —  2k  +  b^  a  +  2]c  +  b  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind. 

Obwohl  also  die  Sellingsche  Definition  der  reduzierten  posi- 
tiven Formen  eine  andere  ist  als  die  Lagrangesche,  welche  unseren 
früheren  Betrachtungen  zugrunde  liegt,  so  deckt  sich  doch  seine  De- 
finition der  reduzierten  unbestimmten  Formen,  wie  man  sieht, 
mit  der  in  Nr. 5  des  ersten  Kapitels  gegebenen,  und  die  Definition 
seiner  Hauptreduzierten  mit  der  engeren  Fassung  reduzier- 
ter unbestimmter  Formen,  die  wir  in  Nr.  3  dieses  Kapitels  auf- 
gestellt haben. 

6.    Die   Ungleichheiten  (32)  und   (33),  welche  die  reduzierten 
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Formen  dort  kennzeichnen,  sind  genau  diejenigen,  die  zuerst  Gauß 
(Disqu.  arithm.  art.  183)  zur  Definition  der  reduzierten  unbe- 
stimmten binären  quadratischen  Formen  aufgestellt  hat,  während 
die  andere  dort  gegebene  Fassung,  welche  mit  der  Sellingschen 
Definition  seiner  Hauptreduzierten  gleichbedeutend  ist,  von  Dirichlet 
herrührt.  Auch  Gauß  hat  dann  gezeigt,  daß  jede  Form  einer  Redu- 
zierten äquivalent  ist,  und  hat  eine  Regel  gegeben,  nach  welcher  aus 
einer  Reduzierten  eine  gauze  Kette  ihr  äquivalenter  Reduzierten,  die 
im  Falle  ganzzahliger  Formen  aus  einer  endlichen  Anzahl  sich  perio- 
disch wiederholender  Formen  besteht,  derart  hergeleitet  werden  kann, 
daß  zwei  Formen  dann  und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn 
die  ihnen  entsprechenden  Ketten  reduzierter  Formen  iden- 
tisch sind.  Dieser  Nachweis,  der  in  den  Disqu.  arithm.  ziemlich  kom- 
pliziert erscheint,  ist  von  Dirichlet^)  wesentlich  vereinfacht  worden 
dadurch,  daß  er  die  eigentliche  Grundlage  der  Untersuchung,  die  Ent- 
wicklung der  Wurzel  einer  quadratischen  Form  in  einen  gewöhn- 
lichen Kettenbruch,  ins  rechte  Licht  gestellt  hat.  Einen  noch  sehr  viel  ein- 
facheren Beweis  des  Gaußschen  Satzes  gab  Hertens^).  Es  handelt 
sich  wesentlich  darum,  zu  zeigen,  daß,  wenn  f  und  F  zwei 
äquivalente  Reduzierte  sind,  F  in  der  zu  f  gehörigen  Kette 

befindlich  sein  muß.  Istnun  (^'  \\  eine  Substitution,  welche  f  in  F 

überführt  und  deren  Koeffizienten  positiv  angenommen  werden  dür- 
fen, so  lehrt  Hertens  daraus  eine  andere  Substitution  mit  durchweg 
kleineren  positiven  Koeffizienten  herzuleiten,  durch  welche  eine  andere 
Form  der  zu  f  gehörigen  Kette  in  F  übergeht,  usw.,  so  daß  zuletzt 
eine  solche  durch  die  identische  Substitution  sich  in  F  verwandelt, 
d.  h.  mit  jP  identisch  ist.  Aber  bei  diesem  Nachweise,  wobei  Mertens 
wie  auch  schon  Gau ß  unnötigerweise  nur  ganzzahlige  Formen  be- 
trachtet, wird  wieder  jene  zuvor  erwähnte  natürliche  Grundlage  der 
Sache  verhüllt.  Daher  reproduzieren  wir  hier  im  wesentlichen  die- 
jenige Wendung  des  Mertensschen  Beweises,  welche  jüngst  Frobe- 
nius^)  veröffentlicht  hat. 

Wir  ziehen  zunächst  aus  der  Definition  der  Reduzierten  einige  ein- 
fache Folgerungen.   Ist 

Äx^  +  2Bxy  +  Gy' 

eine  solche,  so  soll  B  positiv  und  kleiner  als  YD,  die  erste  Wurzel 


1)  Abhandlungen  der  Berlin.  Akad.  1854  oder  Vorlesungen  üb.  Zahlenth., 
hrsg.  von  Dedekind.  4.  Aufl.  §  74—82. 

2)  Journ.  für  die  reine  und  angew.  Math.,  Bd.  89,  S.  332. 

3)  Sitzungsber.  d.  Berl.  Akad.  1913,  S.  202. 
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absolut  kleiner  als  1,  die  zweite 

absolut  größer  als  1  sein,  während  Ä^  C  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben;  jene  Wurzel  hat  demnach  das  Vorzeichen  von  A,  diese  das 
Vorzeichen  von  G.  Ferner  folgen  aus  den  Ungleichheiten  (33)  sowohl 
für  -B  =  I  J.  I  als  für  £  ==  I  C I  die  anderen: 

d.  h.  jB>  \Y'JD  —E\.  Für  reduzierte  Formen  sind  also  die  Un- 
gleictheiten  yD>B>\yD-E\ 

erforderlich.  Aber  auch  umgekehrt  ist  (Ä,  JB,  C)  eine  Redu- 
zierte, wenn  diese  Ungleichheiten  auch  nur  für  einen  der 
Werte  E  =-=  \Ä\  oder  JB  =  |  (7|  erfüllt  sind.  Denn,  sind  sie  es  etwa 
für  JS=  I  J.|,  so  erschließt  man  sogleich  die  beiden  ersten  der  Un- 
gleichheiten (33),  deren  beide  anderen  aber  dann  eine  Folge  der 
Gleichung  _  ^^f  =  (y^  +  B)  (VD  -  B) 

sind. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Bemerkung  erkennt  man  leicht,  daß 
jede  Form  einer  Reduzierten  äquivalent  ist,  was  zwar  schon 
aus  Nr.  3  hervorgeht,  hier  aber  unabhängig  davon  nochmals  bewiesen 
werden  soU.  In  Nr.  1  des  ersten  Kapitels  ist  gezeigt,  daß  jede  unbe- 
stimmte Form  einer  anderen  (^,  B,  G)  äquivalent  ist,  bei  welcher 

\^\  <  y  ^  y      l^i<2; 

also  \B\<yD  ist.  A.us  B^  -  AG  =  D  folgt  daher,  daß  A,  G  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  haben,  und  demnach  muß  die  absolut 
kleinere  dieser  Zahlen  gleich  oder  kleiner  sein  als  YD,  Sei  etwa 
I  (7|  ^  ]/D,  so  läßt  sich  jedenfalls  zwischen  den  positiven  Grenzen  l/D 
und  YD-  \G\  eine  Zahl  B'  finden,  für  welche  B  —  B'  ein  Viel- 
faches von  (7,  für  ein  ganzzahliges  h  also  B  —  B'  ^^h  -  G  ist,  und  die 
Form  {A,  JS,  G)  verwandelt  sich  durch  die  Substitution 

X  ^  x\    y  ^  y'  —  hx' 

in  die  äquivalente  Form  {A\  B',  (7),  in  welcher  A' -=^A  —  2Bh  +  Gh^, 

zudem  aber  ^B  >B' >YB -\C\>0 

ist,  d.  h.  nach  der  voraufgehenden  Bemerkung  in  eine  Reduzierte. 

7.  Dies  vorausgeschickt,  gewinnt  man  die  Gaußsche  Kette  äqui- 
valenter Reduzierten  durch  die  Bildung  der  im  G au ß sehen  Sinne  be- 
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nachbarten  Formen.  Nach  ilim  heißen  zwei  Formen  {a,  h,  c),  (a^y  \y  c^ 
einander  (nach  rechts)  benachbart,  wenn  c  ==  a^  und  h  +  \  ein  Viel- 
faches von  a^  ist:  6  +  ü'i  =  ^i  *  <^?  wo  8  ganzzahlig;  dann  geht  die 
erste  in  die  zweite  über  durch  die  Substitution 

^  =  —  y,     y  =  X  +  dy, 

und,  da  allgemein  bei  einer  Substitution  y'  H  zwischen  den  gleich- 
namigen Wurzeln  o:),  co^  beider  Formen  nach  (16)  des  ersten  Kapitels 
die  Gleichung  ato.+ß 

(0   =^  r~-^ 

besteht,  so  gilt  in  diesem  Falle  die  Beziehung 

—  =  —  ^  —  05.  . 
ö)  ^ 

Zu  jeder  Reduzierten,  die  wir  jetzt  {A,  B,  —  A^  schreiben 
wollen,  wo  dann  A^  A^  gleiches  Vorzeichen  haben,  gibt  es 
hiernach  eine  ganz  bestimmte,  ihr  (nach  rechts)  benach- 
barte Reduzierte  ( — A^,  B^^  A^).  Denn,  damit  diese  Form  eine 
solche  sei,  müssen  außer  der  Gleichung  J5  +  -B^  =  -—  J.j  •  (J,  welche 
lehrt,  daß  d  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  A  und  A^  haben 
muß,  zwischen  den  ersten  Wurzeln  Sl,  Sl^j  sowie  den  zweiten  Wur- 
zeln iß',  i^i'  beider  Formen  die  Gleichungen  stattfinden 

ferner  muß  Sl^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  wie  Sl^ 
Sl^'  das  entgegengesetzte  wie  Sl\  zudem  -^  und  ii/  absolut  größer,  Sl^ 

und  jp  absolut  kleiner  als  1  sein.   Den  voraufgehenden  Gleichungen 

zufolge  würde  also  |  S  \  das  größte  sowohl  in  U^    als  auch  in  |  Sl^'  | 

enthaltene  Ganze,  daher  eindeutig  bestimmt  sein,  und  demnach  kann 
es  nur  eine  solche  Form  geben.  Wählt  man  aber  |  d  |  als  das  größte 


m 


enthaltene  Ganze  und  d  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 

wie  Aj  so  geht  die  Form  (A^  J5,  —  A^)  durch  die  Substitution  ( ^ '  ~^  ) 

in  eine  Form  (-—  A^j  i?j,  A2)  über,  deren  Wurzeln  Sl^,  Sl^  mit  den 
gleichnamigen  Wurzeln  ^ß,  £1'  der  ersteren  durch  die  vorigen  Glei- 
chungen verbunden  sind;  aus  diesen  aber  werden  Sl^,  i\'  als  von  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen,  die  erstere  als  absolut  kleiner,  die  zweite 
als  absolut  größer  als  1  und  somit  die  Form  ( —  A^^B^y  A^  als  eine 
Reduzierte  erkennbar. 
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So  entsteht  also  ans  jeder  Reduzierten  F==(A,  B,  — -^i)  ^^^^  ganze 
Kette  zu  je  zweien  benachbarter  Reduzierten,  die  man  statt  nach  rechts 
hin  ebenso  auch  nach  der  linken  Seite  hin  in  ganz  bestimmter  Weise 
fortsetzen  kann:  tjt        j^        w    v     TT 

woaUgexnein       ^^  .^_  ((_  i).^^^  B„i-m^Ä,,,) 

aus 

durch  eine  Substitution   (/  T    )  hervorgeht;  dabei  sind  die  samt- 

liehen  B^  positiv,  die  sämtlichen  Ä^  von  demselben  Vorzeichen  wie 
Äj  und  der  Gleichung 

zufolge  hat  (—  l)*^,_i  dasselbe  Vorzeichen  wie  Ä.^  d.  h.  wie  Ä,  Da 
die  Kette  offenbar  durch  jedes  beliebige  ihrer  Glieder  fest  bestimmt 
ist,  darf  man  F  als  ein  solches  voraussetzen,  dessen  erster  Koeffizient 
Ä  positiv  ist;  dann  sind  sämtliche  Ä^j  B^  positiv  und  daher 

für  jedes  positive  ganzzahlige  i.  Zwischen  den  ersten  Wurzeln  ^^-^i 
und  Sl^  der  beiden  Formen  F^^^,  JF-  besteht  aber  die  Beziehung 

oder,  wenn  /     ly-i 

gesetzt  wird,  die  ihr  gleichbedeutende 

aus  welcher  man,  von  i  =  1  an  beginnend,  für  die  Größe  i?  =  -^, 

da  iZ,.  positiv  und  größer  als  1  ist,  ihre  Entwicklung  in  einen  ge- 
wöhnlichen Kettenbruch; 

erschließt. 

8.  Nunmehr  läßt  sich  ohne  große  Mühe  der  Gaußsche 
Nachweis  erbringen.  Seien  F==  {Ä,  B,  C)  und  F^  =  (Aq,  Bq^  Gq) 

zwei  verschiedene  einander  äquivalente  Reduzierte  und  (  '  ^j  eine 
Substitution,  durch  welche  F  in  Iq  verwandelt  wird,  so  soll  gezeigt 
werden,  daß  JP^i^^^^^^-^g^^^^^g^^  Kette  enthalten  ist.  Es  genügt  dazu, 
dies  vom  Nachbar  von  Fq  nachzuweisen;  da  aber  die  zu  F  gehörige 
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Kette  auch  als  die  zum  Nachbar  Ton  F  gehörige  angesehen  werden 
kann  und  der  erste  Koeffizient  von  einem  Gliede  der  Kette  zum 
folgenden  das  Vorzeichen  wechselt,  so  darf  man  offenbar  von  der 
Voraussetzung  ausgehen,  daß  A  und  Aq  positiv  seien.  Dann  sind  die 
ersten  Wurzeln  ß  und  ß^  beider  Formen  gleichfalls  positiv  und 
kleiner  als  1,  die  zweiten  Wurzeln  ß'  und  ^q  aber  negativ  und  ab- 
solut größer  als  1,  und  es  bestehen  die  Beziehungen 

denen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 


1    '+^k    1    »'+'' 


17 


Sl  1  Sl'  1    ' 

^^    Sl,  ^^    Sl,' 

Nun  kann  a  nicht  Null  sein,  denn  wegen  ad  —  ßy  =  1  wäre  sonst 
ßy=^  —  1,  also  etwa  j3  =  —  1,  y  =  1,  wie  man  immer  voraussetzen 

kann,  da  man  andernfalls  statt  der  Substitution  (  '  ^|  die  andere 

(^'_V\  zum  Ausgangspunkte  nehmen  könnte;  aus  den  vorstehen- 
den Beziehungen  gingen  dann  aber  die  Gleichungen 

hervor,  denen  zufolge  d  gleichzeitig  kleiner  als  —  1  und  größer  als 
-f-  1  sein  müßte.  Hiernach  darf  also  bei  passender  Wahl  der  Substi- 
tution a  positiv,  d.  i.  a  ^  1  angenommen  werden.  Nun  lassen  sich  die 
obigen  Beziehungen  folgendermaßen  schreiben: 

Aus  ihnen  erschließt  man,  daß  /3,  y  nicht  Null  sein  können.  Denn, 
wäre  ß  =  0,  so  wäre  «(J  =  1,  also  «  =  1,  d  ==  1  und  nach  der  zweiten 

dieser  Gleichungen  y  =  -pp  —  7,-7     d.  i.  absolut  kleiner  als  1,  also 

y==0;  wäre  ;^=0,  so  folgte  aus  der  ersten  der  Gleichungen /3=«<ß—ißo, 
d.  i.  absolut  kleiner  als  1,  also  /3  =  0.  In  beiden  Fällen  wäre  die  Sub- 
stitution r '  ^A  die  identische  und  F^  identisch  mit  F  entgegen  der 

Voraussetzung.  Ferner  erkennt  man  nun  aus  jenen  Gleichungen,  daß 
ß  und  y  stets  gleiches  Vorzeichen  haben  müssen.  Ist  nämlich  /3>0,  also 

aSlQ  -I-  /S  >  1,  so  folgt  ^-y<l,  y-{-l>~>a,  folglich  y^cc-, 
ist  aber  y>0  und  somit  ~  —  y<  —  lj  so  folgt  0 > aSl^-j-ß >  —  1, 
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ß  +  1  ^-—aSlQ  >  «,  folglich  ß^  cc,  Hiernacii  ist  jedenfalls  j3y  >  0, 
also  ad  =  ßy  +  1>  1  und  daher  d  positiv.  Wären  dann  ß^  y  nega- 
tiv, so  wären  in  der  inversen  Substitution  (     '        ^ )  die  Koeffizienten 

~  A  —  y  positiv^  und  offenbar  darf  man  zu  dem  betrachteten  Nach- 
weise die  beiden  Formen  F,  Fq  ihre  Rolle  tauschen  lassen.  Also  dür- 
fen wir  bei  unserem  Nachweise  jetzt  voraussetzen,  daß  alle  Koeffi- 
zienten a^  ß,  y,  8  positiv  und  ß^  cc,  7^^^  sind;  aus  letzteren  Un- 
gleichheiten folgen  aber  noch  weiter  dß^  ad  >  ßy,  also  d  >  y  und 
dy^  ad  >  ßy,  also  d  >  ß.  Der  Bedingung  ad  —  ßy  ^\  zufolge 
sind  also  x  -=  a,  y  =  y  eine  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

dx  ~  ßy  ^  1 

in  positiven  ganzen  Zahlen  x,  y,  bei  welcher  x"^  ß,  y  <C  d  ist.  Eine 
solche  Lösung  ist  aber  eindeutig  bestimmt;  entwickelt  man  nämlich 

-X-  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch: 

dessen  Gliederzahl  i,  wie  in  Nr.  15  des  vorigen  Kapitels  bemerkt 
worden  ist,  als  gerade  vorausgesetzt  werden  darf,  so  ist  jene  Lösung 
nichts  anderes  als  Zähler  und  Nenner  des  vorletzten  Näherungsbruches 


=-^(^0;  ffu92y    '  "y  Ä-g); 


und  nun  führt  die  Formel 


^-Hr 


und  das  bekannte  Bildungsgesetz  der  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüche zur  Gleichung 

—  =  St\gQ\  g^j  g^j  •  •  •,  g^^^y  ^ j , 
was,  da  ^  positiv  und  größer  als  1  ist,  den  gewöhnlichen  Ketten- 

bruch  für  -^  bis  zum  Teilnenner  ^f^^j  darstellt.  Da  es  aber  bekannt- 
lich nur  einen  solchen  gibt,  muß  dieser  mit  dem  in  (5i)  angegebenen, 
d.  h. -^  mit  R^  identisch,   Sl^  =  {— ly  Sl^^  Sl^,   ebenso  also  auch 

iß^j'«  {—lysi!  ==  iß/  sein.  Hieraus  folgt  endlich  bis  auf  einen  Propor- 
tionalitätsfaktor, der  aber,  wie  leicht  einzusehen  ist,  die  Einheit  sein 
muß,  die  Identität  der  Form  F^  mit  F^,  w.  z.  b.  w.  — 

Aus  der  Vergleichung  dieses  G au ß sehen  Satzes  mit  dem  ganz 
entsprechenden,  für  die  Ketten  reduzierter  Formen  der  in  Nr.  3  be- 
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trachteten  Art  geltenden  Satze  geht  nun  noch  hervor,  daß  diese 
letzteren  Ketten  und  die  Graußschen  aus  den  gleichen  For- 
men zusammengesetzt  sind.  Überhaupt  lehrt  die  Zusammen- 
stellung der  Formeln  (20)  des  zweiten  und  (27)  dieses  Kapitels  mit 
der  Formel  (i2),  daß  man  es  beidemal  mit  wesentlich  den  gleichen 
Zusammenhängen  zu  tun  hat. 

Man  bemerke  ferner  noch  Folgendes.  Bezeichnen  die  Formen 
(J.^,  B^f  ^»+i)  fü^  ^^ö  Werte  des  Iudex  i  von  —  cx)  bis  cx)  die  Kette 
der  Reduzierten  für  eine  Klasse  äquivalenter  Formen  mit  der  De- 
terminante D  und  A  irgendeine  durch  die  Formen  dieser  Klasse 
eigentlich  darstellbare  Zahl,  so  gibt  es  in  der  Klasse  eine  Form 
(Äj  By  C)  mit  dem  ersten  Koeffizienten  A,  deren  zweiter  Koeffizient 
B  zwischen  ]/!)  und  ]/D  —  j  -4  |  enthalten  ist.    Wenn  nun 

E^\A\^yD, 
so  findet  sich 

yD>B>\YD--E\, 

und  somit  ist  {A,  B,  C)  eine  Reduzierte  der  Klasse,  also  mit  einer 
der  Formen  (A^,  B^,  -^i+i)  identisch.  Demnach  gilt  der  Satz:  Jede 
durch  die  Klasse  darstellbare  Zahl  A,  welche  absolut  klei- 
ner ist  als  "j/D,  wie  es  deren  nach  dem  Ende  von  Nr.  6  gibt, 
findet  sich  unter  den  Zahlen  A^]  unter  diesen  ist  daher  auch 
das  etwaige  Minimum  jeder  Form  der  Klasse  zu  suchen. 

Wir  wenden  dies  an  auf  die  Klasse,  welcher  die  Form/'^  {x  —  G)y)y 
mit  der  Determinante  JD  =  |  angehört.  Nimmt  diese  Form  für  ganz- 
zahlige X,  y,  deren  y  positiv  gedacht  werden  darf,  einen  Wert  an,  der 
kleiner  als  yiÖ  =  ^  ist, 

\{x-(oy)y\<\, 

so  muß  er  dem  ersten  Koeffizienten  einer  Form  der  zu  f  gehörigen 
Kette  von  Reduzierten  gleich,  d.  h.  nach  der  Art,  wie  diese  in  Nr.  3 
gebildet  wurde,  ein  Ausdruck 

nämlich  x,  y  Zähler  und  Nenner  eines  Näherungsbruches  für  oj  sein. 
Man  gewinnt  auf  diese  Weise  eine  neue  Bestätigung  des 
schon  in  Nr.  15  des  vorigen  Kapitels  bewiesenen  Satzes  von 
Lagrange. 

9.  Wir  kehren  nun  zu  der  Kette  der  äußersten  Parallelogramme 
[A,  /i]  oder  der  zugehörigen  Substitutionen  und  zu  den  Betrachtun- 
gen von  Nr.  3  wieder  zurück.   Nehmen  wir  an,  die  Kette  zweier 

I  =  a^  +  6^,     ri^  ex  +  dy^     {ad  —  6^?  -=  1) 
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weise  zwei  Substitutionen  S  und  S'  —  deren  zweite  die  weiter  nach  dem 
A-Ende  der  Kette  hin  gelegene  sei  —  von  der  Beschaffenheit  auf,  daß 
I  durch  sie  in  die  Formen  X  und  tX  bzw.  übergehe,  wo  t  eine  po- 
sitive Konstante,  die  wegen  des  stets  abnehmenden  A  kleiner  als  1 
ist,  so  ersieht  man  aus  dem  Umstände,  daß  der  Fortgang  der  Kette 
nur  von  dem  bei  X  und  tX  gleichen  Verhältnisse  der  Koeffizienten 
dieser  Formen  abhängig  ist,  daß  nun  von  tX  an  sich  immer  wieder 
derselbe  Fortgang  wie  von  Z  zu  rX  wiederholen,  also  eine  Perio- 
dizität in  der  Reihe  der  Zahlen  g.^  g^^ij  .  .  .  eintreten  muß. 
Setzt  man  aber  S'  =  S  -  T^  so  geht  offenbar  §  durch  die  Substitution 

ST '  S"*^,  die  durch  r'  j  bezeichnet  werde,  in  r|  über,  d.  h.  es  er- 
geben sich  die  Gleichungen 

(57)  (p  —  t)a  +  qb^O,     ra  +  (5  — r)&  =  0, 
aus  denen  t  als  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(58)  ^2  ^  (^p  ^  s)t  +  1  ===  0 
erkannt  wird,  während  sich 

a        s  —  T 

findet.  Der  letzteren  Formel  zufolge  ist  -—,  wie  t  selbst,  eine 

reelle  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung 
und,  da  die  periodische  Kette  jedenfalls  nach  dem  Ende  der  ab- 
nehmenden X  hin  unbegrenzt  ist,  irrational. 

Nun  bemerke  man,  daß,  wie  wir  in  Nr.  7  des  vorigen  Kapitels  von 
einem  äußersten  Parallelogramme  [A,  a]  zu  einem  nach  der  Seite  der 
abnehmenden  A,  also  der  wachsenden  ^  hin  benachbarten  äußersten 
[^i;  /^i]  übergegangen  sind,  man  ebenso  durch  Senken  der  T^-Seiten 
und  darauffolgendes  Heben  der  |- Seiten  zu  einem  nach  der  Seite  der 
abnehmenden  ft,  also  der  wachsenden  X  hin  benachbarten,  d.  i.  einem 
solchen  äußersten  [2',  fi'J  gelangen  kann,  daß  kein  anderes  |  A^,  ^q]  vor- 
handen, bei  welchem  }i>  ^q>  ^\  also  l  <Iq<1'  ist.  Demzufolge 
steht  das  Parallelogramm  [Ä,  ft]  zu  diesem  neuen  genau  in  der  Be- 
ziehung, die  es  als  sein  nach  der  Seite  der  abnehmenden  k  hin  be- 
nachbartes charakterisiert,  und  man  erkennt  somit,  daß  die  Fort- 
setzung der  Kette  nach  der  ^-Seite  hin  nichts  anderes  ist,  als  der- 
jenige Teil  der  nach  der  A-Seite  hin  gebildeten  Kette,  welcher  dem 
zuvor  betrachteten  Gliede  dieser  Kette  voraufgeht.  Falls  also  von 
[A,  /i]  ab  auch  für  jene  Kette  Periodizität  eintritt,  so  setzt  sich  die 
vorherige  Periode  der  Kette  der  |,  i]  auch  nach  der  /i-Seite  hin,  aber 
rückwärts,  fort. 
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Dies  geschieht  nun  offenbar,  wenn  die  Substitutionen  ä und  8\  wel- 
che ^  in  X  bzw.  tX  überführen,  die  Form  ?/  gleichzeitig  in  zwei 

Formen  Fund  —Y  verwandeln,  wodurch  die  zu  (57)  entsprechen- 
den Gleichungen 

also  —  als  die  zweite  Wurzel  der  reziproken  Gleichung  (58)  und  — 
durch  die  Formel  ^         „^ 

t 

als  die  andere  Wurzel  der  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung, 

der  —  genügt,  gefunden  werden. 

10.  Diese  Tatsachen  veranlassen  uns,  die  Betrachtungen  von  Nr.  3 
jetzt  auf  solche  unbestimmte  quadratische  Formen 

/*=  ax^  +  2hxy  +  cy'^ 

anzuwenden,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  sind,  während 
ihre  Determinante  D  keiner  Quadratzahl  gleich  sein  soll, 
um  den  Nachweis  zu  führen,  daß  die  Kette  der  zu  ihnen  ge- 
hörigen Formen 

(59)  i^  =  x-(D^y,     7^  =  -^~{po  ~  co^y) 

vollkommen,  d.  h.  nach  beiden  Seiten  hin  periodisch  ist.  In 
der  Tat  geht  aus  den  dort  für  die  Koeffizienten  der  reduzierten  Formen 
angegebenen  Beschränkungen  (32),  (33)  hervor,  daß,  wenn  sie  ganz- 
zahlig sein  soUen,  ihrer  nur  eine  endliche  Menge  vorhanden  ist.  Hier- 
aus zieht  man  zunächst  den  wichtigen  Schluß,  daß  für  ganzzahlige 
unbestimmte  quadratische  Formen  mit  gegebener  Deter- 
minante D  nur  eine  en'dliche  Anzahl  reduzierter  Formen 
undinfolge  davon  auch  nur  eineendliche  AnzahlvonKlassen 
äquivalenter  Formen  vorhanden  ist  (vgl.Kap.  1  Nr.  1, Ende).  Da- 
her muß  es  aber  geschehen,  daß  in  der  unbegrenzten  Kette  reduzierter 
Formen,  welche  den  |,  iq  zugehört,  einmal  eine  frühere  Form  F  noch- 
mals wiederkehrt,  daß  also  eine  Substitution  8  und  eine  erste  spätere 
S'  ==  S  '  T  zu  derselben  Form 

F=-2yD'  XY 

führen  oder  |,  tj  gleichzeitig  in  X,  Y,  bzw.  tX,  —  Y  verwandeln,  wo- 
bei r  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Hiermit  ist  aber  die  behauptete 
Periodizität  erwiesen. 
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Die  Kette  der  mit  f  äquivalenten  reduzierten  Formen  bildet  also 
für  ganzzahlige  Formen  eine  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  redu- 
zierter Formen  bestehende  Periode.  Deshalb  wird  das  in  Nr.  3  nur 
theoretisch  aufgestellte  Kriterium  zur  Entscheidung  über  die  Äqui- 
valenz zweier  Formen  im  Falle  der  ganzzahligen  zu  einer  praktisch 
ausführbaren  Methode,  da  man  für  jede  der  Formen  die  Periode  wirk- 
lich bilden  und  dann  feststellen  kann,  ob  sie  eine  gemeinsame  Form 
enthalten,  d.  i.  übereinstimmen  oder  nicht. 

Die  Größen  (o^^  Og  sind  die  beiden  Wurzeln  der  ganzzahligen  qua- 
dratischen Gleichung       az^  +  2hs  +  c^0, 

sind  also,  wie  man  sagt,  zwei  quadratische  Irrationelle.  Daß 
wir  unter  co^  die  erste,  unter  Og  die  zweite  derselben  verstanden  haben, 
hat  keinen  wesentlichen  Einfluß  auf  die  Ergebnisse  der  Betrachtung; 
wir  könnten  diese  statt  auf  die  Formen  §,7^,  in  gleicher  Weise  auf 
die  anderen  zwei: 

zur  Anwendung  bringen.  Nun  hat  schließlich  die  Kette  der  |,  i^,  wie 
wir  nach  Nr.  10  des  vorigen  Kapitels  wissen,  denselben  Verlauf,  wie 
die  Kette  der  Formen 

l^x  —  co^y,     ri=-y. 

Ist  also  jene  periodisch,  so  ist  es  auch  diese,  und  ihr  entspricht  die 
gewöhnliche  Kettenbruchentwicklung  der  Größe  co^.  Hieraus  entnimmt 
man  die  Folgerung:  Jede  Irrationelle  zweiten  Grades  hat  eine 
periodische  Kettenbruchentwicklung.  Da  aber  nach  voriger 
Nr.  auch  umgekehrt  jede  solche,  d.  h.  jede  Kette  zu 

I  =  ^  -  oJ^y,     V  ==  yy 

welche  periodisch  ist,  eine  Größe  cj^  bestimmt,  die  Wurzel  einer 
ganzzahligen  quadratischen . Gleichung  ist,  so  ergibt  sich  schließlich 
der  Satz: 

Die  quadratischen  Irrationellen  sind  dadurch  charakteri- 
siert, d.  h.  von  allen  übrigen  unterschieden,  daß  ihre  Ent- 
wicklung in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  periodisch  ist. 

11.  Offenbar  verwandeln  alle  aus  den  Substitutionen  ä,  T  in  voriger 
Nr.  gebildeten  Substitutionen  S  •  T"  für  jeden  positiven  oder  nega- 
tiven ganzzahligen  Exponenten  n  die  Form  f  in  F-  sie  sind  aber  (nebst 
den  aus  ihnen  durch  Multiplikation  aller  Substitutionskoeffizienten 
mit  -—  1  entstehenden)  auch  die  sämtlichen  dieser  Art,  denn  eine 
Substitution,  welche  §  in  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt  r  •  X  ver- 
wandelt, gehört  (nach  Kap.  2  Nr.  8)  der  Kette  von  §,  rj  an.  Hieraus 
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folgt,  daß  man  sämtliche  Substitutionen  der  Form  f  in  sich 
selbst  mittels  der  Formel 

±  {ST'')  '  S''  ^-  ±{STS-'y 

erhält,  wobei  dann  §,  r;  sich  bzw.  in  ±  r"**!,  +  -^V  verwandeln.  Be- 
kanntlich findet  man  diese  „automorphen"  Substitutionen  der  Form  / 
mittels  der  Auflösungen  der  Feilschen  Gleichung.  Es  ist  aber 
leicht,  auch  die  Theorie  dieser  Gleichung  den  voraufgehen- 
den Betrachtungen  zu  entnehmen.  Wir  beschränken  uns  dabei 
auf  primitive  Formen  f  und  nennen  e  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  von  a,  26,  c,  so  daß,  je  nachdem  die  Form  eigentlich  oder  un- 
eigentlich primitiv  ist,  s  =  1  oder  2  ist. 

Sei  nämlich  (  '    |  irgendeine  jener  Substitutionen  und  gehe  |,  t; 

durch  sie  bzw.  in  (?|,  — rj  über.  Der  Nr.  9  zufolge  bestehen  dann  für 
die  Formen  (59)  folgende  Gleichungen: 

{'P  —  0  ~~  q(x)^  =  0,     r  —  (5  —  (3) (öl  «»  0 

aus  denen  mit  Rücksicht  auf  die  Werte 

—  b  +  yn         c  __ö-|/:d  € 

^  a  —^  —  yn^  ^  —b  +  yjD 

die  anderen:  1  /         i\  ab  rb 

hervorgehen.    Nennt  man  nun  den  ersteren  Wert  — ,  den  zweiten 


6 


^ — ,  so  findet  man  sogleich  die  Beziehungen 


Q 

au 

r=:  - 

cu 

p 

—  S  =- 

2bu 

t- 

uyn 

1   _  t 

6 

i 

t^  __  Bu'  -  e' 

(61) 

femer 

(62) 

mithin 
(63) 

(l     2b      c 
Da  — f  ~~ ,  —  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  lehren  zunächst 

diese  Gleichungen,  daß  ii  eine  ganze  Zahl  ist,  und  sodann  die  Gleichung 
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(63),  da  t  nach  der  Definition  rational  ist,  daß  auch  i^  eine  ganze 
Zahl  ist,  daß  also  die  Zahlen  t,  ii  eine  ganzzahlige  Auflösung  der 
Feilschen  Gleichung 

darstellen.  Durch  sie  sind  die  Koeffizienten  der  automorphen  Substi- 
tution mittels  der  Formeln 

(64)  p  :=---—,     ^--~>     r^-^~,    5^^--^- 

bestimmt,  und  man  erhält  sämtliche  Substitutionen  dieser  Art,  wenn 
man  hierin  alle  jene  Auflösungen  einsetzt.  So  entsteht  aber  auch 
stets  eine  solche  Substitution,  da  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  jp, 
qj  r,  s,  wie  man  leicht  übersieht,  ganzzahlig  werden  und  die  Gleichun- 
gen (60)  erfüllen,  wenn  darin  d  durch  die  Gleichungen  (62)  bestimmt 

wird,  da  also  die  Substitution  r'    )  die  Formen  |,  rj  in  (?|,  —rj  und 

damit  die  Form  f  in  sich  selbst  überführt. 

Bemerkt  man  endlich,  daß  t  derjenige  positive  Wert  von  &  ist, 
welcher  unter  aUen,  die  <  1  sind,  am  größten  ist,  und  daß  die  Be- 
dingung 0  <  ^  <  1  nach  (62)  mit  den  Ungleichheiten  ^  >  0,  u>  0 
übereinkommt,  daß  endlich,  je  kleiner  u  ist,  auch  t  um  so  kleiner  aus- 
fällt, so  ersieht  man,  daß  der  Annahme  0  =  t  die  Auflösung  der 
Feilschen  Gleichung  in  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen 
tQ,  Uq  entspricht,  daß  also 

ist  und  demnach  der  Beziehung  (^  =  r"  gemäß  jede  Auflösung 
dieser  Gleichung  durch  die  Formel 

(65)  *^__;]^.==±(Vr3.V5); 

die  in  der  Tat  auch  nur  solche  liefert,  erhalten  werden  muß. 
12.  Hier  soU  eine  interessante  andere  Herleitung  dieser  Formel 
für  den  Fall  £  ==  1,  die  Hermite^)  angemerkt  hat,  nicht  übergangen 
werden. 

Ist         f  -=  ax^  -j-  2hxy  +  cy^  =  a{x  ~-  co^y)  {x  —  co^y) 

eine  ganzzahlige  unbestimmte  Form  mit  nicht  quadratischer  Deter- 
minante, die  also  für  ganzzahlige  x,  y  auch  nur  ganzzahlige  Werte 
erhalten  kann,  und  ist 

9  =  (^  —  (o^yy  +  ^\x  —  co^yf 

die  ihr  zugeordnete  positive  Form,  so  gibt  es  unter  allen  von  0,  0 
verschiedenen  jener  Systeme  x,  y  solche,  die  f  ihren  absolut  kleinsten 


1)  Journ.  für  die  reine  und  angew.  Math.,  Bd.  41,  S.  209. 
Bachmanu,  Zahlentlieorie  IV 2 
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Wert  erteilen,  und  diese  erhält  man  gewiß  sämtlich,  wenn  man 
die  Minima  der  Form  (p  für  alle  möglichen  reellen  Werte 
des  Parameters  X  aufsucht.  In  der  Tat,  ist  a?  =  a,  t/  ==  ^^  ein  sol- 
ches System,  so  nimmt  die  Form  g),  wenn  darin  X  ^  _  ^  gesetzt 
wird,  nämlich  der  Ausdruck 

•p=(-«'.rt'-[(i^rH-(i^)'] 

gleichfalls  für  x^cc,  y  =  y  den  kleinsten  Wert,  d.  i.  2(a  —  G)^yy  an; 
denn,  geschähe  es  im  Gegenteil  für  ein  anderes  ganzzahliges  System 
Xy  y,  so  müßte  für  dieses 

W  — öiy/         W  —  cojy/  ^ 

lolglich 

/(a;-fi),t/)(a;-co,y)\2       ^ 

sein,  d.  h.  die  Form  f  erhielte  für  dieses  System  einen  noch  kleineren 
Wert  als  für  a,  y,  entgegen  der  Voraussetzung. 

Nun  ist  der  absolut  kleinste  für  nicht  verschwindende  ganzzahlige 
X,  y  vorhandene  Wert  der  Form 

f^x^-By^=^{x  +  yVD)  (x  -  yYD) 

die  Einheit.  Alle  diesen  Wert  liefernden  ganzzahligen  ^, «/, 
das  sind  die  ganzzahligen  Auflösungen  der  Feilschen  Grlei- 

werden  daher  sicherlich  gefunden,  wennmanfürallereellen 
Werte  von  X  die  Minima  der  Form 

(x  +  yYDf  +  X'(x  -  y/DT 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  für  alle  reellen  0  die 
Minima  des  Ausdrucks 

e'^'ixi-yYDy +  e-'''(x--tjyDf 

ermittelt.  Das  jedem  Werte  von  0  zugehörige  Minimum  desselben 
heiße  M(/!i).  Es  sei  nun  ^,  u  irgendeine  Auflösung  der  Feilschen 
Gleichung  ^2  ^  ])f  ^  1 

in  positiven  ganzen  Zahlen.    Durch  die  Gleichungen 

(66)  e^^t  +  uYB,  e-^^t-uYD, 

deren  zweite  die  Folge  der  ersten  ist,  bestimmt  sich  eine  positive 
Größe  p  und  ihr  entsprechend  das  Minimum  M(0  -^-p)  des  Ausdrucks 

(67)  e2(.-f p) .  (^  +  yY^y  ^  e-2(.+^)  .  (^  „  yYDf^^ 
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dem  man  die  Gestalt 

(68)  e^ix'  +  yVD)'  +  e^H^'  -  j/YS)' 

geben  kann,  wenn  man 

x'  ^  tx  +  Duy,    y'  =  %ix  +  iy 

setzt.  Letzteren  Gleichungen  zufolge  entspricht  jedem  ganzzahligen 
Systeme  x^  y  auch  ein  solches  System  x\  y  und  umgekehrt,  da  die 
Determinante  der  Gleichungen  gleich 

ist.  Für  ganzzahlige  x^  y  erhält  demnach  der  Ausdruck  (68)  das- 
selbe Minimum  wie  der  Ausdruck  (67)  für  ganzzahlige  Systeme  a?, 
y,  und  somit  ergibt  sich  die  für  jedes  reelle  z  gültige  Beziehung 

d.  h.  jeder  Auflösung  der  Fellachen  Gleichung  in  positiven  ganzen 
Zahlen  f,  u,  entspricht  eine  Periode  p  der  Funktion  Miz)^  der 
kleinsten  solcher  Auflösungen  i^^  u^  die  kleinste  p^j  unter  diesen 
Perioden.  Hätte  nun  auch  überhaupt  die  Funktion  M{z)  noch  eine 
kleinere  Periode,  so  folgte  doch  notwendig,  daß  p  ein  rationales 
Vielfaches  von  jp^^,  ^^ 

d.h.  « 

i  +  iYi>  ==  (^0  +  %l/5)^o 

sein  muß.  Setzt  man  aber  vi  ^  gn^-\-  r^^  unter  r^  den  kleinsten  posi- 
tiven Rest  (mod.  n^  verstehend,  so  lehrt  diese  Beziehung,  wenn  man 
ihr  die  Gestalt  r^ 

gibt,  deren  rechte  Seite,  unter  f,  u  eine  gewisse  Auflösung  der  Feil- 
schen Gleichung  in  positiven  ganzen  Zahlen  gedacht,  durch  f-^iiYD 
ersetzt  werden  kann,  daß 

ist,  was  nur  möglich  ist,  wenn  ^'«=  1,  t*'=0,  d.  i.  Tq^^O,  also  n=^qnQ 

ist.  Diese  Formel  liefert  also  die  Auflösung  der  Feilschen  Gleichung 
in  positiven  ganzen  Zahlen,  und  somit  kommt  man  für  die  sämt- 
lichen Auflösungen  derselben  wieder  zur  Formel  (65)  für  den 
Fall  ^  =  1  zurück. 

7* 
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13.  Die  gewöhnlichen  Kettenbrüche  sind  bekanntlich  nicht  die  ein- 
zigen, welche  geeignet  sind,  eine  Irrationalzahl  approximativ  darzu- 
stellen. Hurwitz  und  Minkowski  haben  in  zwei  interessanten  Ar- 
beiten die  Umstände  eingehend  untersucht,  zu  welchen  deren  Ent- 
wicklung in  zwei  andere  Arten  von  Kettenbrüchen  Anlaß  gibt.^)  Bei 
der  Ausführlichkeit,  mit  welcher  wir  diese  Umstände  für  die  ge- 
wöhnlichen Kettenbrüche  hergeleitet  und  verfolgt  haben,  müssen 
wir  uns  darauf  beschränken,  von  diesen  Arbeiten  hier  nur  eine  ganz 
kurze  Skizze  zu  geben,  um  wenigstens  hervorzuheben,  worin  sich  ihr 
Verlauf  von  dem  bei  jenen  ermittelten  charakteristisch  unterscheidet. 

Wie  in  Nr.  18  des  vorigen  Kapitels  legt  Minkowski  seinen  Be- 
trachtungen die  Formen 

t==^  ax  +  hy,     rj  =^  ex  +  dy 

(ad  -—bc  =  1) 

und  die  Gleichungen  ^=0, 7^=0  als  Achsen  eines  Koordinatensystems 
der  I,  rj  zugrunde,  die  man  bei  geeigneter  Wahl  der  Achsen  des  Grund- 
gitters der  Xf  y  als  rechtwinklig  voraussetzen  darf.  Die  Gleichungen 

(69)  H-h    ?'?  =  -! 

bezeichnen  dann  zwei  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  die  Achsen  der 
I,  7]  zu  Asymptoten  haben  und  deren  vier  Aste  symmetrisch  in  den 
vier  Quadranten  der  Achsen  gelegen  sind.  Werden  an  irgendeinen 
Punkt  Iq,  i^Q  eines  dieser  Aste  und  an  die  drei  symmetrisch  zu  ihm 
liegenden  Punkte  der  übrigen  Aste  Tangenten  an  die  Hyperbeln  ge- 
legt, so  bestimmen  diese  ein  Parallelogramm,  welches  die  Achsen  zu 
Diagonalen,  also  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  hat  und  dessen 
Inhalt  bekanntlieh,  wie  auch  der  Punkt  lo?  %  gewählt  wird,  einen 
festen  Wert,  nämlich  den  Wert  4  hat.  Da  ein  solches  Parallelogramm 
als  eine  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  umgebende  überall  konvexe 
Figur  anzusehen  ist,  folgt  aus  Minkowskis  Grundsatz,  daß  in  seinem 
Innern  oder  doch  auf  seiner  Begrenzung  mindestens  ein  Gitterpunkt 
liegen  muß,  d.  h.  der  Satz,  daß  es  nicht  verschwindende  ganzzahlige 
Xj  y  geben  muß,  für  welche 

(70)  \^v\-\i<^^  +  ^y)  (ex  +  dy)\^^ 

ist,  wie  schon  in  Nr.  15  des  vor.  Kapitels  für  die  besonderen  Formen 
|  =  ir  —  o«/,  ri  =  y  ausgesagt  worden  ist.  Sieht  man  von  den  Aus- 
nahmefällen ab,  in  denen  die  Form  ^t]  mit  einer  der  Formen  xy  oder 

1)  Hurwitz,  Acta  math.,  Bd.  12,  p.  367;  Minkowski,  Math.  Ann.,  Bd.  54, 
S.  91:  Über  die  Annäherung  an  eine  reelle  Größe  durch  rationale  Zahlen  (s. 
auch  seine  Diophant.  Approximationen,  Leipzig  1907,  S.  31). 
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^{x^  —  y^)  äquivalent  ist,  so  darf  in  dieser  Formel  sogar  das  Gleich- 
heitszeichen unterdrückt  werden. 

Dann  zeigt  Minkowski  einerseits,  daß,  wenn  p^  q  irgendeinen 
Gitterpunkt  bedeutet,  für  welchen  p,  q  teilerfremd  sind  und 

(71)  il^Ki 

ist,  man  ein  Parallelogramm  mit  den  Achsen  als  Diagonalen  angeben 
kann,  dessen  Bereich,  wenn  die  halben  Diagonalen  durch  ^,  <?  be- 
zeichnet werden,  sich  durch  die  Gleichung 


(72) 


+ 


<4 


darstellen  läßt  und  das  so  beschaffen  ist,  daß  außer  dem  Nullpunkte  und 
den  Gitterpunkten  p,  q^  —p,  —  q  auf  seiner  Begrenzung  kein  weiterer 
Gitterpunkt  ihm  angehören  kann.  Andererseits  läßt  sich  zu  jedem, 
die  Bedingung  (71)  erfüllenden  Gitterpunkte,  dessen  Elemente  p,  q 
teilerfremd  sind,  ein  ebensolcher  zweiter jp',  q'  ermitteln,  der  sie  gleich- 
falls erfüllt,  während  zudem  für  ihn  j  §  |  einen  kleineren,  |  rj  \  aber 
einen  größeren  Wert  erhält  wie  für  p,q>  Sind  ^=^  sX,  rj  =  ^  die 
Werte  von  ^,  7]  für  den  Punkt  ^,  g,  wobei  man  —  p,  q  eventuell  durch 
— -p,  —q  ersetzend  —  X,  ^  positiv,  f =±1  annehmen  darf,  und  ^=^€X\ 
ri=^  IL  die  dem  Punkte  p\  c[  entsprechenden  Werte,  so  daß 

;i'  <  X,  fi'  >  II 

ist,  so  gibt  es  ferner  außer  den  Paaren  ±p,  ±^;  -^p,  ±q  und  dem 
Nullpunkte  kein  teilerfremdes  System  x^y^  welches  der  Bedingung 
(71)  genügt,  während  zugleich  X^\i,\^X\  oder  ein  solches,  bei  dem 
/*  ^  N  1  ^  i"''  wäre.  Das  dem  Parallelogramm  (72)  analoge,  dem  Punkte 
p\  q  entsprechende  Parallelogramm  kann  daher  wieder  als  das  dem 
ersteren  benachbarte  bezeichnet  werden,  und  die  Fortsetzung  dieser 
Betrachtung  auf  solcher  Grundlage  führt  zu  einer  ganzen  Kette  von 
Gitterpunkten^,.,^^.,  welche  die  Ungleichheit  (71)  befriedigen 
und  nach  abnehmenden  Werten  X^  des  |  und  zunehmenden 
Werten  ^,.  des  r^  geordnet  sind,  und  zugleich  zu  einer  ent- 
sprechenden Substitutionenkette 

in  welcher  ^^•-^'  ^'' ' 

der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich  ist.  Die  Bildung  ihrer 
sukzessiven  Glieder  aber  geschieht  nach  folgender  Regel: 
Man  setzG  ri     i  « 
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und  wähle  h^  ==» ^^  oder  h^^  1  +  g.,  je  nachdem  der  Ausdruck 

absolut  <  j  oder  ^  |-  ist;  dann  ist  zu  setzen 

(74)  Pi+i-hPi-^iPi^v     üi+i-h^i-^iii^v 

Wird  diese  allgemeine  Untersuchung  nun  auf  die  besonderen  Formen 

in  welchen  co  eine  reelle  Irrationelle  bedeutet,  zur  Anwendung  ge- 
bracht und  dabei  ausgegangen  von  den  ersten  beiden  Gitterpunkten 

Po  ==-  1;     ^0  ===0;      Ä  =  K>     Qi  -  U 

bei  dessen  zweitem  h^  die  zunächst  an  co  liegende  ganze  Zahl,  also 
I  Äq  — -  (0  1  <  y  ist,  so  werden 

^i-^i(Pi--(^Qi)f 

ferner  7^^  gleich  ^^  oder  1  +  g^j  je  nachdem 

absolut  <  ^  oder  ^  j  ist.   Hieraus  erhält  man  dann  wegen  (73) 

Pi^iQi-Pdi^i-±^ 
und  nach  den  Rekursionsformeln  (74)  den  Kettenbruch 


*«  =./; 
*        ^'0 

^1 

K  —  *8 

A,-- 

■._Vi 

während  der  abnehmenden  A^  und  der  wachsenden  ^^  wegen 
i  >  |i>i  -  oj^i  I  >  1^2- 05^2 1>.  •  ., 
0<^i<g2<--- 
gefunden  wird.    Um  so  mehr  wird  hiernach  der  Ausdruck    ~  —  oj 

mit  wachsendem  Index  unendlich  abnehmen,  d.  i.  der  Kettenbruch 
gegen  den  Wert  der  Irrationalzahl  konvergieren.  Minkowski  nennt 
diesen  Kettenbruch  mit  Rücksicht  auf  die  ihm  zugrunde  liegende 
Bedeutung  der  Geraden  |  =»  0,  ?y  =  0  als  Diagonalen  eines  Parallelo- 
gramms, die  bei  den  gewöhnlichen  Kettenbrüchen  die  parallelen 
Seiten  eines  solchen  ausmachten,  einen  Diagonalkettenbruch 
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und  die  gewöhnlichen  Kettenbrüche  Parallelkettexibrüche.  Er 
zeigt  endlich,  daß,  wie  der  Bedeutung  der  Gitterpunkte  jp,.,  q^  gemäß 

'*'*'  l(i>,-'»202j<|- 

ist,  so  auch  umgekehrt  jeder  Gitterpunkt  x^  y,  dessen  Elemente  x,  y 
teilerfremde  Zahlen  sind  und  für  welchen 

\{X'-  (oy)y\  <\ 

ist,  sich  notwendig  unter  den  Gitterpunkten  p^j  q^  befinden  muß;  eine 
Tatsache,  durch  welche  der  in  1S[t,  15  des  vorigen  Kapitels  gegebene 
Satz  von  Lagrange  noch  präziser  gefaßt  wird.  Denn  eben  diesem 
Satze  zufolge  ist  jedes  Paar^^,  g^  Zähler  und  Nenner  eines  Näherungs- 
bruches, d.  i.  —  selbst  ein  Näherungsbruch  auch  des  gewöhnlichen 

Kettenbruches  für  co;  die  p^,  q^  bilden  also  einen  engeren  Bereich  für 
jene  x^  y^  als  ihnen  in  dem  Lagrangeschen  Satze  gewährt  war.  Zu- 
gleich ersieht  man  so,  daß  derDiagonalkettenbruch  schneller 
als  der  gewöhnliche  Kettenbruch  konvergieren  muß. 

Ln  übrigen  läßt  sich  nun  wieder  zeigen,  daß  die  Periodizität 
des  Diagonalkettenbruchs  von  co  diese  Größe  als  eine  quadratische 
Irrationelle  charakterisiert. 

14.  Bei  den  Kettenbrüchen,  welche  Hurwitz  a.  a.  0.  betrachtet, 
sind  die  Teilnenner  jedesmal  die  zunächst  an  dem  Schlußnenner 
liegenden  ganzen  Zahlen.  Ist  nämlich  Xq  eine  gegebene  Zahl,  so 
setze  man 

—       „ -1  —  ^  _       _  i_ 

Xq  —  Üq         — ,       X^  —  %         — ,       X2        öf'2      '  X   '     '  ^ 

WO  jede  ganze  Zahl  a^  so  gewählt  ist,  daß  x^  —  a^  zwischen  —  y  und 
(1^),  d.  i.  I  exklusive,  fällt;  man  denke  nämlich  die  Gesamtheit  aller 
reellen  Größen  in  die  Intervalle  zerlegt: 

'         2         \2;'2  \2/'  2        \2/'2        \2;'2        \2/' 

und  verstehe  unter  a^  diejenige  ganze  Zahl,  welche  mit  x^  in  das- 
selbe Intervall  fällt.  Daraus  geht  für  Xq  eine  Kettenbruchentwick- 
lung  von  der  Form 

(75)  '^o^^o- V~T 


—  1 


hervor,  welche  kurz 

^o==t'K;  ö^i;  ^2,  •••  a,,Xi^^) 
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genannt  werde.   Zur  Bildung  der  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüche — ,  ^ ,  ™ , . .  .  eines  solchen  Kettenbruches  gilt  ein  ffanz  ana- 

üo'  Qi'  ^%\  ,  ,  ^  , 

loges  Gesetz  wie  bei  den  gewöhnlichen;  insbesondere  findet  sich  für  den 

Quotienten  g. 

die  Entwicklung 

Die  hier  nun   der  kleineren  Wurzel   r  ===  — ~—   der  Gleichung 

^  -j =  3  zukommende  ganz  besondere  Bedeutung  veranlaßt^  neben 

dem  bisherigen  Kettenbruche,  der  erster  Art  heiße,  einen  anderen 
zweiter  Art  zu  betrachten,  bei  welchem 

^0  —  ^0        X   '      oc^  —  0^        -    ,      X^  —  O2        X  ^ 

zu  setzen,  die  Gesamtheit  der  reellen  Werte  aber  jetzt  in  die  Inter- 
valle 

...(_3  4.^) 2  +  r;    ir-2  +  r) 1  +  r; 

zu  teilen  und  unter  6.  diejenige  ganze  Zahl  zu  verstehen  ist,  welche 
mit  x^  demselben  dieser  Intervalle  angehört.  Der  Quotient  §^  fällt 
so  in  das  Intervall  ö^,.^j  __  t*  •  •  •  a.^j  +  1  —  r  oder  in  das  Intervall 
ötg^j  ~  1  -f  t*  •  •  •  «3.^1  +  ^5  je  nachdem  a^^^  >  0  oder  <  0  ist,  und 
es  gilt  der  Satz: 
Ist 

(76)  %-  ^'K;  %;  0^2  ••  •  «<.  ^.+1) 

die  Entwicklung  erster  Art  für  x^j  so  ist 

die  Entwicklung  zweiter  Art  für  (^.,  ein  Satz,  bei  welchem  im  all- 
gemeinen die  Bezeichnung  erster  und  zweiter  Art  auch  umgekehrt 
werden  darf.  Gleichviel  aber,  ob  die  Entwicklung  (76)  erster  oder 
zweiter  Art  ist,  findet  das  Annäherungsgesetz  statt: 


Xq 


Pi 


^■j/ö  — 1      ,  ,  1 


2ge-    '  ^/ 


Wenn  nun,  wie  bei  der  ersten  Art, 

Xn  =  O-n 
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gleichzeitig  aber  für  eine  zweite  Größe  y^ 

y.  =  «0  -\ 

gesetzt  wird,  so  soU  das  Wertepaar  x^^  y^  dem  Paare  x^^  y^  (nach 
rechts)  benachbart  heißen.  Fällt  ein  Paar  in  denjenigen  Teil  der 
Ebene  reeller  Systeme  x,  y,  der  durch  die  Ungleichheiten 

x^2,      -l+r^y^r 

x'^-2,  -r^y^l~r 

bestimmt  ist,  so  soU  es  ein  reduziertes  Paar  heißen.  Dann  gelten 
folgende  Sätze: 

Ist  Xq  nicht  äquivalent  mit  r,  so  sind  in  der  Reihe  der  ein- 
ander sukzessive  .benachbarten  Paare 

C^^)  %yo;   ^i;  yii  ^2;  ^2;  ••• 

von  einer  bestimmten  Stelle  an  sämtliche  Paare  reduziert.  Sind  x,x 
zwei  untereinander,  aber  nicht  mit  r  äquivalente  Größen, 

ihre  Kettenbrüche  erster  Art,  so  ist  für  bestimmte  m,  n 

und  umgekehrt.  Die  mit  r  äquivalenten  (also  aus  ")/5  rational  ge- 
bildeten) X  zerfallen  in  zwei  Klassen,  in  deren  erster  die  Teil- 
nenner des  zugehörigen  Kettenbrach s  erster  Art  7on  einer  endlichen 
Stelle  ab  dauernd  —  3,  in  deren  zweiter  sie  dauernd  -j~  8  sind.  Ge- 
hört Xq  der  ersten  Klasse  an  und  bedeutet  Xq  die  zxi  Xq  konjugierte, 
d.  i.  daraus  durch  Verwandlung  von  ]/5  in  — )/ 5  entstehende  Größe, 
so  sind  die  in  der  Reihe  (77)  auftretenden  Paare  niemals,  bzw.  von 
einer  bestimmten  Stelle  an  s  ä m  1 1  i  c  h  reduziert,  je  nachdem  j/^  zwischen 
(Xq)  •  •  •  (Xq)  oder  Xq  -  -  -  (Xq)  enthalten  ist^);  gehört  Xq  zur  zweiten 
Klasse,  so  gilt  dasselbe,  je  nachdem  ^/o  zwischen  (Xq)  •  •  *  (Xq)  oder 
(Xq)  '  "  Xq  fällt.  Eine  mit  r  äquivalente  Größe  Xq  gehört  zur  ersten 
oder  zweiten  Klasse,  je  nachdem  Xq  <  Xq  oder  Xq  >  Xq  ist. 

Nun  verstehe  man  unter  Xq^  2/0  ^^®  erste  und  zweite  Wurzel  der 
unbestimmten  ganzzahligen  quadratischen  Form  (a,  h,  c)  mit  der  De- 
terminante D  =  6^  —  ac  >  0.  Wird  eine  solche  reduziert  genannt, 
wenn  das  Paar  Xq^  yQ  ein  reduziertes  ist,  so  lassen  sich  auch  bei  dieser 
Definition  reduzierter  Formen  ganz  entsprechende  Sätze  nachweisen 
wie  bei  den  früheren ;  insbesondere  gilt  wieder  die  Verteilung  dieser 

1)  Ist  algebraisch  &  >  a,  bo  wird  unter  dem  Intervalle  6 . . .  a  die  Gesamt- 
heit der  Größen  verstanden,  die  >  &  oder  <^  a  sind. 
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Formen  in  Perioden  einander  äquivalenter  Formen  und  der  dem 
Gaußschen  Satze  analoge  über  die  Äquivalenz  zweier  Formen,  die 
Entwicklung  der  Wurzel  einer  Form  in  einen  periodischen  Ketten- 
brucli  der  vorliegenden  Art,  usw.  — 

Fueter^)  hat  gleichfalls  eine  Kettenbruchentwicklung  für  Xq  von 
der  Gestalt  (75)  —  bei  welcher  jedoch  die  Bedeutung  der  Teilnenner 
a^  eine  andere,  unter  a^  nämlich  die  unmittelbar  über  dem  jedesmaligen 
oc^  gelegene  ganze  Zahl  zu  verstehen  ist  —  verwandt  zu  dem  Zwecke, 
den  schon  in  Nr.  9  des  ersten  Kapitels  auf  anderem  Wege  gefundenen 
Satz  herzuleiten,  daß  jede  Substitution 

aus  den  beiden  fundamentalen 

G)  =  CO    +  1  ,       CO  =«  — r- 

^  CO 

zusammensetzbar  ist;  ein  Satz,  dessen  Beweis  für  den  Fall,  daß  alle 
Koeffizienten  a,  /3,  y,  d  positiv  sind,  schon  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen 
Kettenbrüche  geleistet  werden  kann,  wie  Klein  in  seinen  Vorlesungen 
über  ausgewählte  Kapitel  der  Zahlentheorie  ausgeführt  hat. 


Viertes  Kapitel. 

Über  die  Minima  unbestimmter  binärer  Formen. 

1.  Mit  der  Reduktion  der  unbestimmten  binären  quadratischen 
Formen  sind  sehr  interessante  Untersuchungen  verknüpft,  welche 
Mark  off  ^)  über  die  Minimalwerte  solcher  Formen  angestellt  hat 
und  die  neuerdings  durch  J,  Schur^)  wesentlich  ergänzt  worden  sind. 
Der  Darstellung  ihrer  hauptsächlichsten  Ergebnisse  soll  dieser  Ab- 
schnitt gewidmet  sein. 

Sei  irgendeine  Klasse  solcher  Formen  mit  der  Determinante  D 
gegeben  und  sei 

(F)  '  •  •  -^-2;  -^-1?  -^0?  ^1^  ^if  -^s;  •  •  • 

die  nach  Gauß  gebildete  zugehörige,  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte 
Kette  ihrer  Reduzierten 

F,  =  i{-iyÄ„   JB,,  (- iy>u,^,), 

1)  Fneter,  Verhandinngen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Basel, 
Bd.  21,  S.  94. 

2)  A.Mark  off,  Sur  las  formes  quadratiques  binaires  indefinies,  Math. 
Annal.,  Bd.  15,  S.  381  und  Bd.  17,  S.  379. 

3)  J.  Schur,  Zur  Theorie  der  indefiniten  binären  quadratischen  Formen, 
Sitzungsber.  d.  Berl.  Kk.  1913,  S.  212. 
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worin  A^j  B^,  Ä^^^  positive  Koeffizienten  bedeuten.  Nach  Nr.  7  des 
vorigen  Kapitels  besteht  zwischen  den  Koeffizienten  zweier  benach- 
barten Formen  der  Kette  die  Beziehung 

worin  ^^.^^  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  zwischen  den  gleich- 
namigen Wurzeln  beider  Formen  die  Gleichungen 

^ = 9.-. + (-  lys^o  (-  ly^^  •  ß/ = ^.-x  +  SjiT 

oder,  wenn 

(1)  "ßT     *'  '^r"^' 

gesetzt  wird,  die  Beziehungen 

(2)  i?*_i=^,_i  +  |:,    Ä*  =  ^_7:^-- 

Dabei  bedeuten  dann  B^,  S^  die  positiven  Werte: 

(3)  2?,  =  %t-^-,     ^,  =  %^^ 

Den  Beziehungen  (2)  zufolge  ergeben  sich  die  beiden  gewöhnlichen 
Kettenbruchent Wicklungen  dieser  Größen,  wie  folgt: 

(4)  B,  =  t(^,;  g,^^,  g^^,,  •  •  •),     S,  =  ß(0;  g,_^,,  g,^„  •  •  •), 
und  es  finden  die  drei  Gleichungen  statt: 

(5)  BrS,^^,    B,~8,==f^,    i?,  +  6W^. 

A'+l  ^«+1  -^«+1 

Nun  ist  in  Nr.  6  des  vor.  Kap.  bemerkt  worden,  daß  jede  Form  mit  der 
Determinante  D  einer  anderen  äquivalent  ist,  in  welcher  wenigstens 
einer  der  beiden  äußeren  Koeffizienten  absolut  ^I/jD  ist.  Somit 
kann  durch  jede  Form  der  gedachten  Klasse  eine  Zahl  dargestellt 
werden,  welche  absolut  ^  ]/5  ist.  Da  aber  in  Nr.  7  daselbst  gezeigt 
ist,  daß  jede  durch  eine  Form  der  gedachten  Klasse  darstellbare  Zahl, 
deren  absoluter  Wert  diese  Grenze  nicht  überschreitet,  sich  unter  den 
Koeffizienten  A^  finden  muß,  so  gilt  dies  sicher  auch  von  der  absolut 
kleinsten  durch  sie  darstellbaren  Zahl,  und  man  hat  daher  das  et- 
waige Minimum  der  Formen  dieser  Klasse  in  der  Reihejener 
Koeffizienten  zu  suchen.  Der  unteren  Grenze  dieser  Reihe  ent- 
spricht die  obere  Grenze  der  Werte  B^  -f-  ^<  oder  des  Ausdrucks 

(6)  Ky  ^  ^(gr,  g,^^,  g,^^, .  •  0  +  ^(0;  ^,_i,  g,^,y  •  •  •)/ 

in  welchem  zur  Abkürzung  K.  für  -~—  gesetzt  und  der  jedenfalls 
größer  als  1  ist.  Wir  stellen  uns  mit  Markoff  die  Frage,  wann 


108    Viertes  Kapitel.     Über  die  Minima  unbestimmter  binärer  Formen 

derselbe  für  jeden  Wert  des  Index  i  gleich  ode.r  kleiner  als 
3  ausfällt. 

Da  die  Summe  der  zwei  Kettenbrüche  stets  >  g^  ist,  so  muß  zu- 
nächst hierzu  jedes  ö',- <  3  sein,  die  Reihe  dieser  Zahlen  also 
nur  aus  Einsen  oder  Zweien  bestehen. 

Wenn  alle  Jf^  =*  1  sind,  so  wird 

B,  =  t(l;l,l,l,...)  =  -^^ 

Ä,  =  Ä(0;1,1,1,  ...)  =  jq~^, 
mithin  der  Ausdruck  (6)  gleich 

und  die  gestellte  Bedingung  ist  also  erfüllt;  aus  den  Beziehungen  (5) 
ergeben  sich  dann  .^ 

und  die  gedachte  Pormenklasse  hat  zum  Repräsentanten  die  Form 

(7)  ]/f  (2x'  +  2xy  -  2f). 

Sind  alle  g^  ==  2,  so  wird 

E,  =  ^(2;2,2,...)  =  l+>/2,     Ä,  =  t(0;2,2,...)=Y^^, 
also  der  Ausdruck  (6)  gleich 

l+|/2  +  _J-^  =  2l/2<3, 

und  mithin  ist  die  gestellte  Bedingung  erfüllt;  aus  (5)  findet  sich  dann 

^,  =  ^,  =  ^,^,=")/^, 

also  ist  die  gedachte  Formenklasse  repräsentiert  durch  die  Form 

(8)  '\%{x^  +  2xy-f). 

Enthält  aber  die  der  Reihe  {F)  zugehörige  Reihe  ganzer 
Zahlen 
{G)  '  •  •  ^„2;  ff-v  9o,  gv  9v  9z,-' 

sowohl  1  als  auch  2,  so  kann  doch  keine  dieser  Zahlen  iso- 
liert darin  auftreten;  denn,  folgten  sich  drei  Zahlen 

^»-1  =  2?     9i-^,     9i^i-^> 
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«o  würde,  da  ^^._2  <  3  ist, 

wäre  dagegen  ihre  Folge  diese: 

so  wurde 

^*>(2  +  i)  +  i  =  3, 

also  in  beiden  Fällen  die  gestellte  Bedingung  nicht  erfüllt.  Da  nun 
((t)  nicht  die  Gestalt  haben  kann:  •  •  •  1,  1, 1,  2,  2,  2  • » •,  weil  für 
9i-.i  -h9i-^  sich 

ergäbe,  so  muß  also  in  (ö)  eine  Folge  von  Zahlen  auf- 
treten wie  diese: 

(9)  ^.-1  =  2,    ^,  =  2,     (7.^,  =  1,    ^.^,  ==1, 
und  dementsprechend  erhielte  man 

K,  =  g(2;  1,  1,  JB,^3)  +  ^(0;  2  +  «,_,) 

Mit  Beachtung  der  Hilfsgleichung 

(10)  Ä(0;2,^)-ft(0;l,l,5r)=l 

schreiben  sich  diese  Gleichungen,  wie  folgt: 

Z-,  =  3  +  t(0;  2  +  Ä,_0  -  ^(0;  2,  i?,^3) 

Daher  ist  die  Forderung,  daß  diese  Ausdrücke  beide  ^3 
sein  sollen,  gleichbedeutend  mit  den  Ungleichheiten 

(11)  i?^^3  >  -ö— ,      ö —  >  ^(1;  1;  1?  1,  -ß<  +  s); 

*-'?■— 1  ^i  —  1 

aus  denen  weiter  folgt,  daß 

(IIa)   B,^,  ^  Ä(l;  1, 1,  1,  JR,^3),    ^_-  ^  S(l;  1,  1,  1,  ^) 

sein  müssen. 

Sind  nun  aUe  Zahlen  der  Reihe  (G)  zur  Rechten  yon  g^^^  ^^^^ 
zur  Linken  von  g^_^  gleich  1,  d.  h.  ist  eine  der  Größen  jB^-^g,  -^ — 

gleich  — "^-^  ,  so  lehren  die  Ungleichheiten  (11),  daß  auch  die  andere 
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derselben  diesen  Wert  hat  und  somit  die  ganze  Reihe  ((?)  die 

folgende  ist: 

(12)  ...  1, 1,    2,  2,     1,  1, 1, . . . 

Andernfalls  darf  man  setzen 


(13) 


n 
=^  JJ  M  5   1,  1, . .  •  1  ,       -^  -j  , 


worin  die  Kettenbrüche  für  jB^-^^^.!  nnd  ^ mit  einer  Zwei  beginnen 

^i  —  n  —  l  

und  m,  n  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  erste  >  2  und  für  deren 
zweite  auch  der  Wert  NuU.  zulässig  ist.  Beachtet  man  aber  die  Un- 
gleichheiten (IIa)  sowie  den  Umstand,  daß  der  Wert  eines  Ketten- 
bruchs sich  vergrößert  oder  verkleinert,  je  nachdem  ein  Teilnenner 
an  ungerader  bzw.  gerader  SteUe  verkleinert  wird,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  m,  n  gerade  Zahlen  sein  müssen  und  daß,  wenn  man  dem- 

setzt,  nur  einer  der  folgenden  drei  Fälle  eintreten  kann: 
1)  m'  =-  ^'  +  1  uiid  zugleich  i?i^2in'+i  ^ 


^i-2n^-l 


2)  m'  =  n 

3)  m'  —  n'  —  1  und  zugleich  Ri+2m^-\-i<  s 


'i-2w' 


Die  zwei  letzten  Fälle  erfordern,  daß  w'>0  bzw.  w'>  1,  mithin  positiv  ist; 
alsdann  folgt  bei  ihnen,  ebenso  beim  ersten  Falle,  wenn  *^'>0  ist,  so- 
wohl rechts  von  g^^^  als  links  von  g._^  in  der  Reihe  (G)  eine  ge- 
rade Anzahl  von  Einsen,  bis  man  wieder  auf  eine  Zwei  in  der- 
selben stößt.   Ist  aber  w'  =  0,  also  m'  =  1,  so  darf  man 

(14)  iJ,^.,=t(2;2,i?,^,) 

setzen,  während 

Ä*+s  =  t(0;l,l,2,2,^) 

ist.   Demgemäß  hat  man 

K,^,  =  t(2;  2,  R,^,)  +  ß(0;  1,  1,  2,  2,  g^-), 
wofür  wegen  der  Hilfsgleichung  (10) 

Z,^3  =  3  +  t (O;  1, 1,  2,  2,  ^-)  -  Ä(0;  1,  1,  R,^,) 
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geschrieben  werden  darf.  Somit  muß,  damit  K.^^^S  werde, 

werden,  und  mit  Rücksicht  auf  (14)  und  auf  die  erste  der  Ungleich- 
heiten (11)  müssen  weiter 


(15) 


B,^,  ^  ä(2;  2,  2,  2,    ^-)^  Ä(2;  2,  2,  2,  B,^,) 
i-^t(2.,2,2,2,gl-) 


'S*. 
sein. 

Sind  nun  alle  Zahlen  zur  Rechten  von  ^^^j  oder  zur  Linken  von 

ö'ä_i  in  der  Reihe  ((r)  gleich  2,  d.  h.  ist  eine  der  beiden  Größen 

^«+3>  Q —  <i®™  Kettenbruche 

Ä(2;  2,  2,  2,  •  •  •)  =  1  +  1/2 

gleich,  so  folgt  aus  allen  diesen  Ungleichheiten,  daß  auch  die  andern 
jener  Zahlen  den  gleichen  Wert  haben,  also  auch  auf  der  anderen 
Seite  der  Reihe  (6f)  nur  Zweien  auftreten  werden,  die  ganze  Reihe 
demnach  die  Gestalt  haben  muß: 

(16)  ...2,2,2,2,     1,1,     2,2,2,2,.... 

AndernfaUs  schließt  man,  die  Torigen  Betrachtungen  für  die  For- 
mel (14)  wiederholend,  daß  stets  eine  gerade  Anzahl  von  Zweien  mit 
einer  geraden  Anzahl  von  Einsen  abwechseln  muß,  oder,  wie  man 
schreiben  darf,  daß  die  Reihe  (G)  die  folgende  Gestalt  hat: 

{G')  •••2.«_,.1,  2,2,  2fi_,-l,  2,2,  2^,-1,  2,2,  2ft,.l,  2,2,..., 

in  welcher  die  Zahlen  ^.  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind  und  das  Zeichen  nl  eine  Reihe  von  n  aufeinander- 
folgenden Einsen  bedeutet. 

2.  Nachdem  wir  so  notwendige  Bedingungen  für  die  Erfüllung 
der  gestellten  Forderung  erhalten,  fragen  wir,  ob  sie  auch  dafür 
ausreichend  sind.  Nun  findet  sich  zunächst  leicht,  zum  Teil  mit 
Anwendung  der  Hilfsgleichung  (10),  der  Ausdruck  (6)  für  K^  im  FaUe 
der  Reihen  (12)  und  (16)  stets  ^3;  insbesondere  entspricht  den  Stellen 

9i-i-h     /;»  =  2,     ^,^1  =  2;     ^f_i-2,     g,=^2,     ^^+1  =  1 

der  ersten  sowohl  wie  der  zweiten  jener  Reihen  der  Wert  K^  --  3. 
Im  Falle  der  Reihen  (G')  sind  jedenfalls,  wenn 

9i-i  -  2,    9i  -  2,    g,^,  ==  1,    ^,^2  =  1 
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ist,  K^_^  und  K^  ^  3.  Ganz  entsprechend  aber  läßt  sicli  zeigen,  daß, 
wenn 

gewählt  werden,  E^^^  und  K^  ^  3  sind.   Somit  ist  E^  ^  3,  sobald 
9i^i-^^     9i-^j     9i+i-^     oder^,_i  =  l,    9,-2,    g,^^^  2 
ist.  In  jedem  anderen  Falle  aber  ist  entweder  g.  ==  1  oder 
9i-i-2,    g,^2,    ^,+1  =  2 

und  beide  Male  E^<i  3.  Also  genügt  auch  die  Reihe  (ö')  der  ge- 
stellten Forderung. 

Aber  in  ihr  ist  die  Reihe  der  Zahlen 

W  ••^-2?     f^-i;     f^o;     ^1?     ^2;     •• 

nicht  willkürlich.  Zwei  aufeinanderfolgende  Zahlen,  wie  pL^,  ^j, 
stehen  nämlich  zueinander  im  Verhältnis  der  in  voriger  Nr.  mit  m',  n 
bezeichneten  beiden  Zahlen.  Daraus  folgt  mit  Beachtung  der  nur  zu- 
lässigen FäUe  1),  2),  3),  daß 

1)  yb^  —  ffcj+i  nur  einen  der  Werte  1,  0,  —  1  haben  kann  und  daß 

2)  je  nachdem  /*,  --  jt^^^.!  =  +  1  oder  —  1  ist,  die  erste  der  Diffe- 
renzen  _  ^^_^^  ^^^^^^^     (für  A  =  1,  2,  3,  •  ■  •), 

welche  von  Null  verschieden  ist,  positiv  bzw.  negativ  sein  muß. 
Aus  diesen  zwei  Umständen  ist  zu  schließen,  daß  je  zwei  der  Zahlen 
ju-^.  sich  höchstens  um  1  unterscheiden.  Denn,  wären  etwa  zwei  der- 
selben: \i  und  /i'  ^  fi  —  2,  so  müßte  des  ersten  ümstandes  halber  in 
ihrer  Reihe  eine  oder  die  andere  der  beiden  Folgen: 

jLi,     A  •  (/i  --  1),     ^  ~  2     oder  ^i  ~  2^     A  •  (^  —  1),     n 

auftreten,  unter  X  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden;  diese  wären 
aber  des  zweiten  ümstandes  wegen  in  nachstehender  Weise  zu  ver- 
vollständigen: die  erste  wegen  ft  —  (^~l)>Ozu 

7* -2,     (A-x).(/x- 1),     ,a,     /l.(fi-l),     ft  — 2, 

die  zweite  wegen  (/tt  —  1)  -—  ft  <  0  zu 

/t  —  2,     /l .  (^  -  1),    II,     {X-x)'(}i-  1),    fi  -  2, 

wobei  auch  k  eine  positive  ganze  Zahl  sein  müßte.  Beide  Folgen  aber 
widersprächen,  die  erste  wegen  (|Lt  —  1)  —  ft  <  0,  die  zweite  wegen 
]it  —  (/i  •—  1)  >  0  eben  dem  zweiten  der  vorgenannten  Umstände. 

Hiernach  gibt  es  unter  den  Zahlen  ^.  eine  größte,  welche  (i  heiße, 
und  die  Reihe  (M)  bietet  nur  eine  der  folgenden  vier  Möglichkeiten 
dar: 


Nr.  3.    Formenklassen,  für  welche  die  obere  Grenze  der  K^  ^  3  ist      H3 
(Mo)  .  .  .  ft,     ft,     ^,     ^,  .  .  • 

(Ifio)  "'  li,      II,      ^l—  1,      ^t,      ft,  .  .  • 

oder  endlich 

(Jf ')    •  •  •  ^-1  •  (i^^  —  1);       ^,     ^0'(^—^\      ^>       ^l-(ft-lX      f*/-"^ 

WO  die  Zahlen  v.  positiv  und  ganz  oder  teilweise  auch  Null  sind. 

Aber  diese  sind  wieder  nicht  willkürlich;  man  überzeugt 
sich  vielmehr  leicht,  daß,  damit  die  Glieder  der  Reihe  (M')  den  eben 
angegebenen  beiden  Bedingungen  1)  und  2)  genügen,  erforderlich,  zu- 
gleich aber  auch  hinreichend  ist,  daß  die  Zahlen  der  Reihe 

zwei  genau  entsprechende  Bedingungen  erfüllen.  Somit  ist  eine  der- 
selben wieder  die  größte  und,  wenn  sie  v  heißt,  die  Reihe  (N)  von 
einer  der  vier  Gestalten: 

(i^oi)  •  •  •  V  —  1,     v-1,     V,     V~lj     v  —  l,-    ' 

{N^q)  '-V,     V,     1/  -  1,     V,     t/,  •  .  . 

{^)  '"Q.i^(v~  1),     V,     ,0o  •  (v  -  1),     V,     9i  •  (v  -  1),  1/,  .  .  •, 

wobei  die  q.  positive  ganze  Zahlen  oder  auch  Null  sind,  die  wieder 
den  1)  und  2)  entsprechenden  Bedingungen  unterworfen  sind.  Und 
so  kann  man  unbegrenzt  fortfahren:  die  Reihe 

(-ß)  •  •  •  Q^2y     Q-v     Qoy     Qv     Q^y  '    • 

läßt  wieder  vier  verschiedene  Gestalten  zu,  deren  vierte  zu  einer 

neuen  Reihe 

{S)  '  '  '  Ö>2,      <?_!,      <?o;      ^v      0^2,  ••  • 

von  gleichen  Eigenschaften  wie  die  früheren  führt,  usw.  — 

3.  Erfüllt  aber  eine  dieser  Reihen,  etwa  (/S),  die  gedachten  Be- 
dingungen, hat  sie  also  eine  der  vier  Gestalten,  die  den  für  die  Reihe 
(M)  näher  bestimmten  entsprechen,  so  gilt,  wie  leicht  zu  übersehen, 
das  gleiche  auch  für  alle  voraufgehenden  Reihen  (JB),  (JV),  (Jf),  und 
man  gelangt  zu  einer  Reihe  ((?'),  welche  der  für  die  Zahlen  K^ 
gestellten  Forderung  genügt;  so  gelangt  man  sogar  zu  unendlich  vielen 
solcher  Reihen,  da  die  positiven  ganzen  Zahlen  ^,  q,  v,  u  ganz  belie- 
big wählbar  sind.  Einer  jeden  solchen  Wertreihe  der  g^  aber,  ebenso 
wie  den  Reihen  (12)  und  (16)  entspricht  eine  quadratische  Form  F^), 

1)  Durch  die  Wertreihe  allein  sind  nur  die  Verhältnisse  der  Koeffizienten 
der  Form  bestimmt;  es  entsprechen  ihr  also  unendlich  viele  Formen,  die  sich  nur 
durch  einen  Proportionalitätsfaktor  unterscheiden,  und  unter  ihnen  eine  einzige, 
durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmte  Form  mit  vorgeschriebener  Determi- 
nante. Wir  vsrerden  hier  Formen,  die  einander  proportional  sind,  nicht  als 
voneinander  verschieden  betrachten. 
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deren  Koeffizienten  aus  den  Gleichungen  (5)  bestimmbar  sind,  und 
eine  ganze  Formenklasse,  welche  durch  sie  repräsentiert  wird,  von 
der  Beschaffenheit,  daß  3  die  obere  Grenze  der  Werte  K.  bezeichnet, 
eine  Greuze,  die,  wie  wir  bei  den  Reihen  (12)  und  (16)  sahen,  auch 
wirklich  erreicht  wird. 

Letzteres  geschieht  auch  für  unendlich  viele  der  Reihen  ((?').  Um 
dies  einzusehen,  bemerke  man,  daß,  wenn  eine  der  Reihen  (ilf ),  {N), 
(JR), . . .  z.  B.  die  Reihe  (ß)  von  der  zweiten  oder  dritten  der  zulässigen 
vier  Gestalten  gedacht  wird,  so  daß  man  sie  schreiben  darf: 

•  •  •  ^,     öy     6  ±1,     ^,     «^,  •  •  •, 

offenbar  die  Reihe  {R')  und  jede  der  ihr  voraufgehenden  Reihen 
(iV'),  (Jf')  die  Gestalt  annehmen: 

fr  r  1      i  '  " 

"  Q  y     Q,     Qy     Q.±  h     Q,     9  7  "  ' 

und  endlich  die  Reihe  {G')  von  einer  der  folgenden  beiden  Arten: 

.  .  .  y;  y^  y^  y^     2,  2,  1,  1,     y,  y,  /,  y\  •  •  • 
oder 

-'  r\  yy  y,  y>    h  h  2,  2,    y,  y,  y,  y\  ■  .  • 

sein  wird.    Dann  findet  sich  aber  wegen  (10) 

t(2;  1,  1,  y,y,---)  +  ß(0;  2,  y,  y,  ■  ■  •)      =  3 

Ä(2;  2,  y,  y,  .  .  ■)      +  t(0;  1,  1,  y,  r,  •  •  •)  =  3. 

Da  nun  die  positive  ganze  Zahl  er  beliebig  gewählt  werden  darf,  er- 
kennt man,  daß  es  unendlich  viele  Formenklassen  gibt,  für 
welche  die  obere  Grenze  der  Werte  K^  gleich  3  ist. 

Wird  andererseits  etwa  die  Reihe  (S)  von  derjenigen  Gestalt  ge- 
dacht, in  welcher  alle  Glieder  denselben,  übrigens  beliebig  wähl- 
baren Wert  haben,  so  wird  die  Reihe  (J?')  und  weiter  alle  Reihen  (iV'), 
(üf')  bis  zur  Reihe  (G')  hin  periodisch  ausfallen.  Hieraus  folgt  zu- 
nächst, daß  dann  der  Ausdruck  K^  nur  eine  endliche  Anzahl  ver- 
schiedener Werte  zuläßt.  Bedeutet  ferner  2rä  die  Gliederanzahl  der 
Periode  in  letzterer  Reihe,  so  muß,  wie  eine  genauere  Betrachtung 
unschwer  bestätigt,  sowohl,  wenn 

(17)  ffi-i-^,    9i-^,    9i^i-h    ^.:+2=-i 
ist,  als  auch,  wenn 

(18)  g,.2-h    9i--i-h    9i-^.    9i^i-2 

ist,  die  Anzahl  2]c  derjenigen  Glieder  zu  beiden  Seiten  dieser  Zahlen, 
welche  paarweise  einander  gleich  sind,  kleiner  sein  als  2^,  Schreibt 
man  daher  im  ersteren  Falle 
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(19)  5:,  =  2  +  Ä(0;  1, 1,  h)  +  t (0;  2,  g), 

SO  werden  g^  h  verschieden  voneinander  sein,  nnd  wegen  (10)  wird 
die  Summe  der  beiden  Kettenbrüche  die  Einheit  nicht  erreichen; 
ähnlich  verhält  es  sich  in  dem  zweiten  der  bezeichneten  Fälle.  Da 
auch  in  jedem  anderen  Falle,  wie  oben  schon  erwähnt,  K.  <  3  ist, 
so  hat  man  zu  schließen,  daß  auch  der  größte  der  endlich  vielen 
Werte  dieses  Ausdrucks  unterhalb  3  bleibt.  Es  gibt  demnach  un- 
endlich viele  Formenklassen,  für  welche  die  obere  Grenze 
der  Werte  K.  kleiner  als  3  ist. 

Nun  sei  0  ein  positiver  Wert  <  3;  gibt  es  Formenklassen,  für 
welche  6  die  obere  Grenze  der  Werte  K^  ist?  Es  sei  ((?')  die  zugehörige 
Wertreihe  der  (/..  Wenn  sie  dieser  Forderung  genügt,  so  können  jeden- 
falls auch  die  den  Fällen  (17)  und  (18)  entsprechenden  Werte  K^ 
nicht  größer  als  6  sein.  Da  aber  aus  (10)  und  für  den  ersteren  der 
Fälle  aus  (19),  für  den  zweiten  in  ähnlicher  Weise  einleuchtet,  daß 
K.  mit  wachsendem  Werte  von  2Ä  der  Grenze  3  beliebig  nahe  kom- 
men würde,  muß  es  eine  Grenze  21  geben,  welche  die  Zahl  2 Je  nicht 
überschreiten  darf,  derart,  daß 

Ä  ^  l 

bleibt.  Gesetzt  nun,  es  sei  ^i-  —  i^,.^!  =  ±  1  nnd  m  die  größte  Zahl, 
für  welche  ___  /l  _  i    o  .  .  .  ^^^ 

ist,  so  zeigt  eine  nähere  Betrachtung  der  Reihen  (6r')  und  (-M')?  ^^^ 
zwischen  dieser  Zahl  m  und  der  Zahl  l  die  Ungleichheit 

{m  +  2)ii^l+l 

bestehen  muß.  Werden  mit  n,r,s,  ...  Zahlen  bezeichnet,  die  für  die 
Reihen  (N)^  (i?),  {ß\  .  . .  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  m  für  {M\ 
so  erhält  man  die  entsprechenden  Bedingungen 

(w  +  2)  V  ^  m  -|-  1 

{r  +  2)Q^n  +  l 

{s  +  2)6^r  +  1, 


welche  die  Zahlenreihe  ?,  m,  w,  r,  5,  .  . .  als  eine  stets  abnehmende 
und  damit  den  Umstand  erweisen,  daß  in  der  Folge  jener  Reihen 
endlich  eine  auftreten  muß,  in  welcher  zwei  aufeinanderfolgende 
Glieder  nicht  mehr  voneinander  verschieden,  sondern  alle  Glieder  ein- 
ander gleich  sind.   Ware  dies  etwa  schon  die  nächste  Reihe 

(r)  ...tr,     r,     r,     tr,  ... 
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und  somit  die  Reihe  (S')  von  der  Gestalt 

(SO  ...(?,;    r  .  (<y  -  1),     ö,     r  .  (^  --  1),     ^,  •  •  -, 

so  würde 

5  =  r  —  1 
oder 

r  =  5  +  1. 

Diese  Bedingungen  aber  lassen  für  die  Zahlen  r,  5,  ^,  r,  p,  w,  i/,  m,  ft,  l 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten  zu  und  ergeben  also 
nur  eine  ebenfalls  endliche  Anzahl  von  Zahlenreihen  ((?')  und  von 
zugehörigen  Formenklassen.  Bedenkt  man  noch,  daß  außer  diesen 
Reihen  {G')  nur  die  beiden  Reihen 

•  ••1.  1,  i,-- 

...2,     2,     2,  ••• 

als  obere  Grenze  der  Werte  K.  eine  Zahl  <  3  ergaben,  so  folgt  der 
Satz:  Es  gibt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Formenklassen, 
bei  welchen  die  obere  Grenze  der  Zahlen  K.  eine  Zahl 
0<3ist. 

Ist  also  eine  Reihe  0\  ö",  .  .  .  solcher  Werte  6  gegeben,  die  gegen 
3  konvergiert,  so  muß  schließlich  die  Menge  der  Formenklassen,  da 
sie  aus  unendlich  vielen  Klassen  besteht,  bei  denen  jene  Grenze 
^  3  ist,  von  Intervall  zu  Intervall  immer  dichter,  zuletzt  unend- 
lich dicht  werden,  indem  sie  auch  unendlich  viele  Klassen  aufweist,  für 
welche  jene  Grenze  gleich  3  ist.    Mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung 

X.  =  -—- —  läßt  sich  das  Gesamtergebnis  aussprechen  wie  folgt: 
A'  +  i 
Bezeichnet-4  die  untere  Grenze  für  den  absolutenWertder 

Zahlen,  welche  durch  die  Formen  einer  bestimmten  Klasse 

darstellbar  sind,  und  D  die  Determinante  der  letzteren,  so 

hat  die  Menge  der  für  alle  Klassen  gebildeten  Werte  -^~ 

die  Zahl  3  zur  kleinsten  Häufungsstelle. 

3  a.  Wir  kehren  zu  einer  Frage  zurück,  die  wir  in  Nr.  16  des  zweiten 
Kapitels  gestellt  haben:  welches  nämlich  für  eine  gegebene  Irratio- 
nelle CO  der  größte  Wert  von  0  sei,  für  den  unendlich  viele,  der  Un- 
gleichheit 

(la) 


X  i    =5-      1 

y  \^0y^ 


genügende  rationale  Brüche  —  vorhanden  sind.  Dies  ist,  wie  dort 
gezeigt  worden,  für  jede  Irrationelle  der  Fall,  sobald  6  größer  als  1 
und  ^  |/5  ist  und  braucht  also  nur  für  größere  Werte  von  9  untersucht 
zu  werden.  Da  aber  für  ö>2  die  gedachten  Brüche  nach  Lagranges 


Nr.  3  a.   Anwendung  anf  die  Annäherung 


^öF       11' 


'^-'£xi  =  M-T'   ^'^"^ 


X 

~y 

Satz  sich  unter  den  Näherungsbrüchen  des  Kettenbruchs  für  co  be- 
finden müssen,  kann  die  Frage  dahin  gestellt  werden,  welches  das 
größte  0  >  ]/5  sei,  für  das  die  Ungleichheit  (1  a)  durch  unendlich 
viele  dieser  Näherungsbrüche  erfüllt  werde.   Ist  aber 

(2a)  ca  ==  t(^o;  9iy  Ä?  9z^  ' '  0 

der  Kettenbruch  für  co,  so  besteht  nach  Nr.  15   daselbst  für  den 

Näherungsbruch  ~~  die  Beziehung 

(3a) 

(4a)  6,  =  ^(^,;  g,^„  g,^„  •  •  •)  +  ^(0;  g,.y  g,_„  ■  ■  •)■ 

Da  dieser  Formel  zufolge  6.  immer  größer  als  g^  ist,  so  wird  sein  Wert, 
falls  der  Kettenbruch  (2a)  unendlich  viele  verschiedene 
Teilnenner  darbietet,  über  jede  Grenze  steigen  können  und  dem- 
gemäß für  eine  solche  Irrationelle  co  der  Wert  0  in  der  Formel  (la) 
unbeschränkt  sein.  Andernfalls  bezeiche  g  den  Wert  der  größten 
unter  den  Teilnennern  von  co.  Da  dann  6.  für  diejenigen  g.,  welche 
diesen  Wert  haben,  größer  als  für  die  übrigen,  aber  gewiß  kleiner 
ist  als  ^  +  2,  so  kann  auch  ö  in  der  Formel  (la)  diesen  Wert  nicht 
erreichen,  und  man  wird  die  genaue  Schranke,  welche  für  solche 
(o  dem  Werte  6  zukommt,  erhalten,  wenn  man  unter  den  Häufungs- 
stellen der  Menge  n    n    i:i    n 

^0?  ^V  ^2;   ^Sf  "  * 

die  größte  nimmt. 

Wendet  man  in  diesem  Falle  die  Betrachtungen  der  vorigen  Nummern 
auf  die  Klasse  der  Formen  an,  der  die  Form 

(5a)  f  ==(^- G3,'2/)2/ 

mit  der  Determinante  ^  angehört,  so  tritt  6^  an  die  Stelle  von  K.^ 
wofür  sich  hier  der  Wert  K.  =  —-—  ergibt,  und  es  bestimmt  sich, 
wie  schon  in  Nr.  8  des  vorigen  Kapitels  bemerkt,  Ä..  durch  die  Gleichung 

Nun  ist  zwar  bei  den  dieser  Nr.  voraufgehenden  Betrachtungen  der 
zweite  Kettenbruch  in  (6)  als  unbegrenzt  gedacht,  während  er  hier 
in  (4a)  nur  endlich  ist;  doch  bleiben  jene  Betrachtungen  trotzdem 
im  wesentlichen  in  Kraft,  wenn  man  den  Index  i  nur  groß  genug 
denkt.  Demnach  wird  man,  da  der  oberen  Schranke  3  für  K^  die 
untere  Schranke  y  für  Ä-j^^  entspricht,  aus  den  zuvor  erhaltenen  Er- 
gebnissen noch  den  weiteren  Satz  entnehmen  können: 
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Ist  6  >  Yö,  so  gibt  es,  je  nachdem  0^3  oder  ö<3  ist,  un- 
endlich viele  oder  nur  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquiva- 
lenter Irrationellen  co,  für  welche  von  einem  endlichen 
Index  i  an  der  Ausdruck 

\{r,-s,a))s,\ 

dauernd  gleich  oder  größer  als  ^  bleibt,  d.  h.  für  welche 
nur  endlich  viele,  der  Ungleichheit 


X 
(O 

y 


< 


By 


genügende  rationale  Brüche  —  vorhanden  sind.^) 

4.  Wir  wollen  jetzt  die  endlich  vielen  Klassen,  bei  welchen  die 
obere  Schranke  für  die  Ausdrücke  K^  ein  Wert  ö  <  3  ist,  eingehen- 
der betrachten.  Da  für  sie  die  Reihe  (T)  aus  gleichen  Gliedern  be- 
steht, so  muß  die  zugehörige  Reihe  (ö'),  wie  schon  einmal  bemerkt, 
periodisch  und  folglich  die  Ausdrücke  JB^,  S.^  d.  h.  die  Wurzeln  der 
zugehörigen  Form  F^  gleich  quadratischen  Irrationellen,  die  Form 
F^  selbst  also  einer  Form  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  proportional 
sein  und  daher  ihren  Minimal  wert  für  ganzzahlige  Werte  ihrer  Un- 
bestimmten tatsächlich  annehmen.  Man  zieht  zunächst  aus  diesen 
Umständen  noch  den  Schluß,  daß,  wenn  die  Koeffizienten  einer 
Form  f  mit  der  Determinante  D  in  irrationalen  Verhält- 
nissen stehen,  der  Unterschied 

\f\-\V^ 

durch  ganzzahlige  Werte  der  Unbestimmten  unter  Null  ge- 
bracht oder  doch,  falls  er  immer  positiv  bliebe,  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Reihe  (T)  sei  in  der  Folge  der  Reihen 
{M)y  (N')j  •  •  •  die  (n  +  1)*®  und  nennen  a  die  konstante  Zahl,  aus  der 
sie  sich  zusammensetzt,  die  Reihe  selbst  die  Reihe  (a).  Wird  dann 
der  gleichmäßigen  Bezeichnung  wegen  das  größte  Glied  der  nächstvor- 
hergehenden Reihe  a^  genannt,  so  hat  diese,  welche  mit  (a;  a^)  be- 
zeichnet werde,  die  Gestalt 

(20)  '  ' '  a-  (a^  —  1),     a^j     a-  {a^  —  1),    a^j    a  -  (a^  —  1),    %,  •  •  •; 

aus  ihr  entsteht  die  nun  vorhergehende  Reihe,  deren  größtes  Glied 
a^  heiße  und  die  mit  (ö^;«!*,  ög)  bezeichnet  werde,  usw.,  zuletzt 
die  Reihe  {M')^  deren  größtes  Glied  jetzt,  statt  mit  fi,  mit  a^  be- 

1)  Vgl.  hierzu  den  Schluß  der  S.  100  angeführten  Arbeit  von  Hurwitz. 
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zeiclinet  werde,  sie  selbst  mit  (a;  %;  ag;  •  •  s^«)?  ^^*i  ^^  entsprechen- 
der Weise  endlich  aus  ihr  die  Reihe  (a;  %;  «35  •  •  •;  a^;  2)  mit  dem 
größten  Gliede  2,  welche,  wenn  ihre  Glieder  zweimal  geschrieben 
werden,  die  Reihe  ((r')  ergibt.  Alle  diese  Reihen  sind,  wie  gesagt, 
periodisch,  d.  h.  es  besteht  allgemein  die  Reihe  (a;  a^;  «2?  •  •  •?  ^k) 
aus  einer  periodisch  wiederkehrenden  Zahlenreihe 


Diese  Periode  kann  aber  je  nach  dem  Gliede,  mit  dem  man  sie  be- 
ginnt, verschieden  geschrieben  werden,  und  wir  wollen  nun  bei  jeder 
dieser  Perioden  zwei  besondere  Gestalten  auszeichnen.  Die  Periode 
der  Reihe  (a)  ist  eingliedrig  und  mag  ohne  Unterschied  durch  [et] 
oder  [a]  bezeichnet  werden.  Die  Periode  der  Reihe  (0;%),  d.  i.  der 
Reihe  (20),  bezeichnen  wir  mit  [a,  a^]  oder  mit  { a,  a^ } ,  je  nachdem 
wir  sie  mit  dem  Gliede  a^^  beginnen  oder  schließen,  also 

(21)  a^j  a  '  (a^  —  1)     oder  a  •  (%  —  1),  a^. 

Je  nachdem  man  nun  die  Periode  der  Reihe  (20)  in  der  zweiten  oder 
ersten  dieser  Gestalten  wählt  und  entsprechend  diejenige  der  Reihe 
(a;  a^;  a^)  mit  a^  oder  dem  folgenden  Gliede  beginnt,  nimmt  die 
letztere  die  erste  oder  zweite  der  folgenden  Gestalten  an: 

(22  a)  a  •  (%,  (%  —  1)  •  (%  -  1)),    «g,     a^  •  {a^  —  1) 

oder 

(22  b)  a^-  («2  —  1),     «2,     a  •  {{a^  ~  1)  •  («g  —  1),    a^), 

die  wir  [0,  a^,  ag]  bzw.  { a,  %,  a^ }  heißen.  Hat  man,  in  dieser  Weise 
fortfahrend,  die  beiden  Gestalten 

der  Periode  für  die  Reihe  (a;  a^;  .  .  .;  a^  ausgezeichnet,  welche  bzw. 

aus  den  Zahlen 

«i,  a^,  ..,  a^^  .  .  .,  a.^^^ 

bestehen  mögen,  so  bilde  man  für  die  folgende  Reihe  (a;  %;•..;%;  0^4.1) 
die  Periode  in  einer  der  beiden  Gestalten 

[a,  a^,  ,.,  a^,  a;t+il 
d.  i. 

(23a)  ö',^!,  a^-ia^^^-l),  a^.^^,  «^+i-(%4.i--l);-;  «wr  «^-i-K+i-~-l) 
und 

d.  1. 

(23b)    ai-(a^^.i-l),  a^^+i,  fV2.(a^.^i-l),  %^i,---,  c^m-K+i-lX  %+i- 


(24)  r/  '\ 
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Indem  man  übereinkommt,  eine  Zahlenreihe,  welche  aus  einer  a  mal 
wiederholten  Reihe  Ay  einer  /3mal  wiederholten  Reihe  B  usw.  be- 
steht, in  Gestalt  einer  Summe  durch  aA  +  ßB  +  •  •  •  zu  schreiben, 
stellen  sich  die  erwähnten  Gestalten  der  fraglichen  Perioden  wie 
folgt  dar: 

r25)  I  '-^'  ^*'  %]  ==  öt .  K  -  1;  0^2]  +  [»1;  «2] 

[  { a,  a^ ,  «2 }  =  { ö^i ,  öf 2 }  +  <%  •  { %  -  1 ,  «a } 

usw.  Diese  Gleichungen  lassen  ein  Gesetz  erkennen,  welches  durch 
allgemeine  Induktion  leicht  zu  bestätigen  ist  und  in  nachstehenden 
Formeln  seinen  Ausdruck  findet: 

(26) 
und 


[a,  «1,  •  • 

■  »8i-i]  =  [«i>  •  •  •  «2A-i]          +  « •  K  -  1»  ■  • 

«2* 

[a,  «1,  •  • 

•  «2  J      =  a  ■  K  -  1,  •  •  •  »2  J  +  K,  •  •  •  »2  J 

{ «>  «V  ■ 

••«2*_i}=a-{«i-l,---«3Ä-i>  +  {ai,  •••«aA-i} 

{a,  »1,- 

••»2*}     ={«!;•• -»Sä}            +o-{ai  — 1,  •• 

■  «s«. 

(28) 


(27) 

Werden  sie  mit  denjenigen  yerbunden,  die  daraus  durch  Verwandlung 
von  a  in  a  +  1  hervorgehen,  so  ergibt  sich  das  nachstehende  System: 

f  [a  +  1,  ö^i,  • .  •  ö&2;,_i]  =-  [a,  ö^i, .  •  .  ag^^^iJ    +  K  ~  1,  •  •  •  ö^sa-i i 

[a  +  1,  «1, . . .  agj     -=  [ai  -  1, .  .  •  0^2 J    +  K  »1;  •  •  •  ^2/J 

{a+l,«i,  •••a3,_i}  «{6^,-1,...  (^2A-i}  +  {ö^;«i;  •• -«2^-1} 
l  {a+  1,  ö^i,  •  •  •  tig  J     =  {a,  G^i, .  .  .  «2  J      +  {a,  -  1,  • .  '  »2  J  . 

In  allen  diesen  Formeln  bedeuten  die  a.  der  Natur  der  Sache  nach 
positive  ganze  Zahlen.  Beachtet  man  jedoch,  daß,  wenn  a  =  0  ge- 
dacht wird,  also  die  Reihe  (T)  aus  lauter  Nullen  besteht,  die  nächst 
vorhergehende  Reihe  aus  lauter  gleichen  Zahlen  a^  zusammengesetzt 
ist,  so  erkennt  man,  daß  allgemein  die  Reihe  (0;  a^;  .  .  .;  «;,.)  nichts 
anderes  ist  als  die  Reihe  (a^;  .  . . ;  a^)  und  daß  dementsprechend  die 
erwähnten  Formeln  ihre  Gültigkeit  behalten  auch  für  den  Wert  a=0. 

Aus  dem  Bildungsgesetze  (23)  der  beidenausgezeichneten 
Periodengestalten  fließen  noch  mehrere  wichtige  Folge- 
rungen: 

I.  Die  Periode  [a,  %,  •  •  •  aj  beginnt  mit  dem  Gliede  a^  und  schließ  t 
mit  a^j.  -—  1. 

IL  Die  Periode  {«;%...%)  istdieümkehrung  von[a,ai...aJ. 
Dies  erheUt  für  fc  =  1  und  fc  =  2  aus  den  Formeln  (21)  und  (22) 
unmittelbar  und  dann  durch  allgemeine  Induktion  aus  dem  Bildungs- 
gesetze (23). 
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III.  Sei  [a,  a^,  ,  ,  ,  %]  die  Zahlenreihe 

so  ist  nach  I  zunächst  «^  =  a^,  a^  =  %—  1,  sodann  aher  sind  die 
gleich  weit  von  den  beiden  Enden  abstehenden  Glieder  ein- 
ander gleich:  ci  ^cc         cc  ^a 

"2         ^m-^V    "3  —  ^»1-2? 

Auch  dies  sieht  man  unmittelbar  aus  den  Formeln  (21)  und  (22)  für 
die  FäUe  Jk  ==  1  und  h  ^2  und  wird  dann  wieder  durch  allgemeine 
Induktion  mittels  des  Bildungsgesetzes  (23)  für  jedes  h  bestätigt. 

IV.  Vergleicht  man  Glied  für  Glied  die  beiden  Periodengestalten 
(21)  mit  den  noch  außer  ihnen  möglichen  anderen: 

(a  -  1)  •  («1  ~  1),    «1,     a^  -  1 

(a^2)^{a,-l\    a,,     2  .  (a,  -  1) 


so  erkennt  man,  daß  das  erste  bzw.  letzte  Glied  in  [a,  aj,  welches 
von  dem  entsprechenden  einer  der  anderen  Gestalten  verschieden  ist, 
um  1  größer  bzw.  kleiner  als  dasselbe  ist;  umgekehrt  für  [a^a^]. 
Auch  dieser  Umstand  erweist  sich  leicht  mittels  des  Bildungsgesetzes 
(23)  durch  allgemeine  Induktion  als  durchweg  gültig  auch  für  die 
korrespondierenden  Glieder  der  Perioden  [a,  a^, . . .  a^^  bzw.  { a,  a^, . . .  a^  | 
einerseits  und  der  übrigen  Gestalten  der  Periode  andererseits.  — 

5.  Die  ausgesprochenen  Sätze  lassen  erkennen,  daß  die  Periode 
[a,  «1,  .  . .,  a,^,,  2]  der  Reihe  (a;  a^;  . .  .;  a^^;  2)  die  Gestalt 

2,  «,/?,..  .,  ß,  a,  1 
hat  und  demgemäß  die  Periode  der  Reihe  (6r')  die  folgende: 

(29)  2,2,a,(.,^,A...,/3,/3,c.,a,l,l. 

Daraus  folgt  aber  weiter,  daß  der  größte  Wert  des  Ausdrucks  (6) 
für  K-,  d.  i.  für  die  Summe  B.  +  S^,  gleich 

(30)  Ä(2;2,«,e^,...«,a,  1,1,2,... )  +  Ä(0;l,  !,«,«,-•  «;«,2,2,...) 

ist,  wofür  auch  |  H geschrieben  werden  kann,  wenn 

{l=-t(2;l,  1,  «,  «,  •••c^,«,  2,  ...) 
^^1)  U=^(2;c.,c.,  ...«,«,  1,1,2,  ...) 

P    P' 
gesetzt  wird.  Nennt  man  nun  -^ ,  ^.  den  letzten  und  vorletzten  Nähe- 
rungsbruch des  Kettenbruchs 

^(2;  1,  Ija^  a,  .  .  .  or,  a^  2), 
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so  ist  I  die  positive,  also die  negative  Wurzel  der  quadratischen 

Gleichung  q^2  ^  (^q  ^P)^^P'^0 

oder  auch  der  quadratischen  Form 

(32)  ^^3 >  (,2'  _  P)^y  _  py, 

SO  daß 


gefunden  wird.   Zwischen  |  und  S.  ==  ^^ — j^j —  einerseits  und  • 

und  JBj.  «  ^      andererseits  bestehen  aber  die  Beziehungen 

welche  lehren,  daß  die  Form  (32)  der  Form  F^  äquivalent  ist,  so  daß 
durch  beide  die  gleichen  Zahlen  dargestellt  werden  können.  Nach  (30) 

und  (33)  findet  sich  also  das  Maximum  des  Ausdrucks  K.  =  -~- — 
für  die  Formen  der  zugehörigen  Klasse,  deren  Determinante 

A 


^-{^J^)  +P^Q 


ist,  gleich  -— -  und  demnach  Q  als  kleinste  aller  Zahlen  -4.^^, 

also  auch  aller  durch  die  Klasse  darstellbaren  Zahlen, 
Versteht  man  aber  unter  d,  s  die  Zahlen  2,  1,  so  ist 

g  =  Ä(2;  «,  €,  «,  a,  "'  a,  a,  8) 

«  Ä(2;  Sy  £y  a,  a,  •  •  '  a,  a^  d  —  1,  1) 

-  ^(2;  1,  ä—l,  cc,a,    -  a,  cc,  s,  e), 
und,  da 

^  =  S(2;  f,  f,  «,«,♦•  •,  a,  oj) 

und  nach  dem  Bildungsgesetze  der  Näherungsbrüche 

Q^W^  ®(2;  ^,  s,  «,  ß;,  •  •  •  ß:,  «;,  ^  —  1) 

ist,  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Kettenbrüche 

^--7y^  '■='  ^(*  —  1?  ßj,  a,  •  •  •  «,  «,  «,  «). 
V 

Hieraus  ergibt  sich  wegen  der  dritten  Gestalt  des  Kettenbruchs  für 

p 

y^  die  Gleichung  Q—Q'      -P      9 
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d.  i. 

(34)  Q'^^Q-R 

Aus  der  Beziehung  PQ'-P'Q  =  1  folgt  dann  weiter  P'=  SP-^^^ 

und  somit  D  ==-0^  —  1 

und  als  obere  Grenze  des  Ausdrucks  K^  nach  (33)  der  Wert 


V 


9-Ä 


Diese  Ergebnisse  zusammenfassend  können  wir  folgendes  aus- 
Bprecten: 

Bei  jeder  Formenklasse^  für  welche  der  Ausdruck  K^  eine 
obere  Grenze  ö  <  3  bat,  ist  die  zugehörige  Zahlenreibe  (ö') 
periodisch  und  ihre  Periode  von  der  Gestalt 

2,  2,  a,  a,ß,ß,^^^  ß,  ß,  a,  a,  1,  1, 

P 
wo  die  a,  ß,  . .  ,  gleich  1   oder  2  sind.   Ist  ^  der  reduzierte 

Wert  des  Kettenbruchs 

^{2',l,l,a,a,ß,ß,.,.ß,ß,a,a,2), 

so  gibt  es  eine  Formenklasse,  deren  Determinante 

ist,  und  für  welche  der  Ausdruck  K^  die  obere  Grenze 


/ 


9-- 


hat;  sie  wird  repräsentiert  durch  die  Form 

Qx'  +  i3Q-2P)ccy  +  (B-3P)f, 
in  welcher  BQ  =  P^+1 

gedacht  und  der  erste  Koeffizient  Q  derselben  die  kleinste 
durch  die  Formen  der  Klasse  darstellbare  Zahl  ist. 
6.  Um  die  Abhängigkeit  der  Zahl  Q  von  der  Periode 

{a,a,  ...  a^,2} 

zu  kennzeichnen,  werden  wir  sie  bestimmter  durch  das  Zeichen 

Q{a,a^,  ...  a„,2} 

ausdrücken  und  woUen  nun  zeigen,  wie  diese  Zahl  für  jede  der  ge- 
dachten Formenklassen  auf  rekurrente  Weise  zu  bestimmen  ist. 
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Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Kettenbrüche 
(ßi)  t(2;  «,«,..  ,  X,  k,  2) 

m  ^{2;  ß,ß,...,  1^,11,2) 

(tj)  t(2;  «,«,..  ,  X,  l,  2,  2,  /3,  /3,  .  . .  /t,  ,t,  2), 

nennen  P,      ^A;      jPi       A;      ^      ^ 

ft'      Öl''       ft'      ft''      «s'       ft' 

die  letzten  und  vorletzten  Näherungsbrüche  derselben  und  nehmen 
an,  es  beständen  die  Beziehungen 

(35)  <2;  =  3<23-P, 

l(3,'  =  3<2i,-P3. 

Da  außer  ihnen  bekanntermaßen  die  folgenden  stattfinden 

(36)  A<2/-A'^ä  =  l 

und  der  dritte  Kettenbruch  in  der  Gestalt 

S(2;  «,«,...  A,  A,  2,  g) 
geschrieben  werden  kann,  auch  die  Beziehungen: 


(37) 

1«. 

^T^^v,^:p;q„ 

P^ 

=  AA' 

■  +  Pi'<2.' 

-Q^P.  +  Q^'Q,, 

Qs- 

=  <?i^i,' 

+  Qr'Q,', 

SO  erhält 

man  hieraus  zunächst 

P/  =  3P, 

_^ 

<2i 

P,'  =  3P, 

_S 

'+1 

üi 


Werden  diese  Ausdrücke  für  P^\  P^  und  die  Ausdrücke  (35)  für 
Q/j  Q2  in  die  Formeln  (37)  und  sodann  die  für  Pg,  Q^,  Q^'  erhalte- 
nen Werte  in  die  letzte  der  Gleichungen  (35)  eingesetzt,  so  ergibt 
sich  eine  Gleichung,  der  durch  einige  leichte  Reduktionen  die  ein- 
fache Gestalt  gegeben  werden  kann: 

(38)  Qi'+Q^'  +  Qs'-^QiQ^Qs^ 

Bedeutet  nun  cc,  .  .  .,  k,  2  die  Periode  {a^  a^,  a^,  . .  .,  a^,  2}   und 
ß,  .  .  .  liy  2  die  Periode  {%  —  1?  0^2;  •  •  •;  ^«?  2}   ^^^^  umgekehrt  je 
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nach  der  geraden  oder  ungeraden  Anzahl  der  Elemente  a.^  so  ist  den 
Formeln  (28)  zufolge  a,  . .  .  X,  2,  /3,  .  .  .  ft,  2  die  Periode 

{a  +  1,  «1,  ag,  ...  a^,  2}, 

und  daher  bedeuten  dann  Q^^  Q^,  Q^  die  Ausdrücke: 

/«.^^        ^        ^r  H  ^,  f oder  umgekehrt,  und 

^3=  ^{ö^+  1,      (^v  «2?  •••  ««^  2}, 
zwischen  denen  folglich,  da  für  sie  mit  (34)  entsprechend  die  Glei- 
chungen (35)  statthabeu,  die  Beziehung  (38)  erfüllt  ist,  d.  h.,  welche 
eine  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

(40)  X,2  +  X,^  +  X,'  =  3  X,  X,  X, 

in  positiven  ganzen  Zahlen  darstellen.  Nennt  man  mit  Proben  ins 
jedes  Element  einer  solchen  Lösung  eine  Markoffsche  Zahl,  so 
ist  also  gezeigt,  daß  das  Minimum  jeder  der  in  voriger  Num- 
mer betrachteten  Pormenklassen  eine  Markoffsche  Zahl  ist. 
7.  Die  Gleichung  (40)  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der  Gleichung 

für  welche  Ä.  Hurwitz  in  einer  interessanten  kleinen  Arbeit^)  nach- 
gewiesen hat,  daß  alle  ihre  Lösungen  iu  positiven  ganzen  Zahlen  aus 
der  evidenten  Lösung 

hergeleitet  werden  können.  Dies  läßt  sich  für  den  hier  vorlie- 
genden einfachenFall^=31eicht  folgendermaßen  erkennen. 
Die  Symmetrie  der  Gleichung  (40)  in  bezug  auf  X^,  X^^  X^  läßt  aus 
einer  Lösung  immer  noch  andere  finden,  die  sich  von  ihr  nur  durch 
die  Anordnung  der  Elemente  unterscheiden;  alle  diese  sollen  nur  als 
eine  einzige  Lösung  angesehen  werden.    T^ie  Summe 

x^  -\-  X^-\~  X^ 

werde  die  Höhe  der  Lösung  genannt.  Zunächst  gibt  es  nun  nur 
eine  Lösung  in  gleichen  Elementen,  nämlich 

X^  =  X2  =  Xg  ==  1, 

denn  für  solche  Lösungen  müßte  3X/  =  ?tX^^  also  X^  =»  1  sein.  Es 
gibt  auch  nur  eine  Lösung,  bei  welcher  zwei  der  Elemente,  etwa 
X^y  Xg  einander  gleich  sind,  denn  für  eine  solche  müßte 

2X^2 +  X3^  =  3X^^X3, 


1)  A.  Hurwitz,  Über  eine  Aufgabe  der  unbestimmten  Analysis,  Archiv  f. 
Math.  u.  Physik  (3),  ßd.  9,  S.  185. 
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also  X3  durch  X^  teilbar:  X3  =  X  •  Z^  und  X  >  1,  mithin 

2  +  X2=3XXi, 
d.  i.  X  ==  2,  Xj  =  1,  die  Lösung  also 

sein.  Bei  jeder  Lösung,  die  von  diesen  zwei  einfachen  verschieden  ist, 
sind  also  die  Zahlen  X,  X^,  Xg  ungleich.    Setzt  man  demgemäß 

Xj  <  X2  <  Xg, 

so  folgen  aus  (40)  die  beiden  Ungleichheiten 

(41)  3X,X2>X3>X,X2. 
Setzt  man  ferner 

(42)  /-(X)  =«  X^  -  3X,X2  .  X  +  X,-  +  X^\ 
so  hat  die  Gleichung  /"(X)  ==  0  die  beiden  Wurzeln 

3  ^1  ^2  ±  ]/9  X,  ^  X,  ^"^::T(vTx7^') 
2'    "        ""       ' 

von  denen  die  mit  dem  oberen  Vorzeichen  versehene  die  Wurzel  Xg 
ist,  da 

gefunden  wird,  während  X3  wegen  (41)  größer  ist  als  X^Xg.  Daraus 

^3  >  — 2~~  • 
Da  nun  die  andere  Wurzel  X3'  aus  der  Beziehung 

^3  +  ^3'  "^  3  Xj  Xg 
hervorgeht,  findet  sich 

0<X3'<^|^^<X3. 

Zudem  ist  ^.(^^)  ^  3^X32(1  -  X,), 

also  negativ,  folglich  liegt  Xg  zwischen  den  beiden  Wurzeln  von 
(42),  und  somit  ist  X3'  auch  <  Xg.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  von 
der  Lösung  X^,  Xg,  Xg  der  Gleichung  (40)  zu  einer  anderen 

(43)  ^v^v^s, 
in  welcher 

(44)  X,'^SX,X,-X, 
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und  Xg  jetzt  das  größte  der  drei  Elemente,  die  Höhe  X^  +  X^  +  X^' 
also  geringer  als  bei  der  früheren  ist.  Ebenso  finden  sich  noch  zwei 
andere  Lösungen  ^    3X  X  -^  X    X 

SXgX«  —  Xi,  Xg,  X3, 

die  nebst  der  vorigen  die  der  Lösung  X^,  Xg,  X3  benachbarten 
heißen  mögen;  wir  bezeichnen  unter  ihnen  die  Lösung  (43)  als  die 
aus  Xj,  Xg,  Xg  abgeleitete  Lösung. 

Sind  die  Elemente  derselben  noch  ungleich,  so  leitet  man  auf  die- 
selbe Weise  aus  der  Lösung  (43)  eine  neue  Lösung  X^,  X^\  X/  ab,  in 

^^1^^^^  x;==  3X1X3' -Xg 

und  deren  Höhe  wieder  geringer  ist,  als  die  der  vorigen,  usw.  Man 
erkennt  hieraus,  daß  endlich  eine  der  abgeleiteten  Lösungen  gleiche 
Elemente  darbieten^  also  entweder  die  Lösung  1,  1,  1  oder  die  andere 
2, 1, 1  sein  muß,  zu  deren  zweiter,  da  1  =  3-1-1— 2  ist,  die  erste  die 
abgeleitete  ist.  Somit  ist  schließlich  jede  Auflösung  der  Gleichung  (40) 
in  positiven  ganzen  Zahlen  auf  die  Auflösung  1,  1,  1  zurückgeführt. 
Setzt  man  nun  a  —  1  statt  a  in  den  Formeln  (39)  und 

so  bilden  auch  die  Zahlen  Qq,  Q^^  Q^  eine  Auflösung  der  Gleichung 
(40)  in  positiven  ganzen  Zahlen.  Zudem  ist  offenbar  keine  der  Zahlen 
Qo)  Qi>  ^2?  ^3  gleich  1,  somit  jede  dieser  beiden  Auflösungen  eine 
solche  in  ungleichen  Zahlen.  Aus  (37)  ergibt  sich  ferner  Q^  als  die 
größte  der  Zahlen  Q^y  Q^,  Q^  und  ebenso  Q^  als  die  größte  der  Zahlen 
Qof  Qi}  Q2  ^^^  demnach  gewiß  Q^>  Qq*  Da  nun  die  Verbindung  der 
Gleichung  (38)  mit  der  anderen: 

zur  Beziehung 

führt,  so  findet  sich  daraus  die  neue: 

(45)  Qs-?^QiQ2-Qo- 

Die  Formelm  (38)  und  (45)  sind  Rekursionsformeln,  welche  die 
Berechnung  der  Zahlen  Q^  auf  die  einfachsten  von  ihnen  zurückführen. 
Dies  sind  die  Größen 

(3(1,2}     und    Q{0,2}^Q{2}, 

d.  i.  die  Nenner  der  Kettenbriiclie 

^(2;1,  1,2)  =  ¥,    Ä(2;2)  =  |, 
'"^*''"  Q{1,2}^6,    0(0,  2}^  2; 
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setzt  man  also  nach 

(39a)  e{l}=l,     <2{0}-=l, 

so  besteht  die  der  Gleiclimig  (45)  entsprechende  Beziehung 

Hiernach  erkennt  man  leicht,  daß  die  Ausdrücke  (39)  zu- 
sammen mit  (39  a)  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung 
(40)  in  ungleichen  Zahlen  ergeben.  Denn,  gehörte  eine  solche 
Auflösung  Xj,  Xg,  X3,  welche  den  Ungleichheiten  Xi<  X^<  X3 
genügte,  nicht  zu  jenen,  so  könnte  die  daraus  abgeleitete  Auflösung 
Xj,  X2,  Xg'  auch  keine  derselben  sein,  etwa 

da  sonst  wegen  (44)  und  (45)  X3  ==  (>3?  also  gegen  die  Voraussetzung 
Xj,  X2,  X3  eine  der  gedachten  Auflösungen  wäre.  Da  man  so  fort- 
fahrend schließlich  zur  letzten  Auflösung  5,  2,  1  der  Gleichung  (40) 
in  ungleichen  Zahlen  geführt  würde,  welche  mit  den  Ausdrücken 
^  { 1, 2 } ,  ö  { 0, 2 } ,  §  { 1 }  identisch  ist,  so  müßte  doch  wieder  X^ ,  X^yX^ 
zu  den  gedachten  Auflösungen  gehören,  und  damit  ist  die  Behaup- 
tung bewiesen.  Dieser  Umstand  führt  zur  Umkehr  des  in  voriger 
Nummer  ausgesprochenen  Satzes,  nämlich  zu  der  Aussage,  daß  jeder 
Markoffschen  Zahl  eine  Pormenklasse  entspricht,  für 
welche  sie  der  Absolutwert  der  kleinsten  durch  die  For- 
men derselben  darstellbaren  Zahl,  d.i.  ihres  Minimums,  ist. 

Eine  genauere  Untersuchung  dieser  merkwürdigen  Zahlen  verdankt 
man  Frobenius  (Sitzungsber.  Berl.  Akad.  1913,  S.  458),  auf  deren 
interessante  Ergebnisse  hier  aber  nur  hingewiesen  werden  kann. 

7  a.  Fassen  wir  nun  zusammen,  was  in  den  letzten  Nummern  er- 
halten worden  ist,  so  haben  wir  festgestellt,  daß  bei  jeder  Formen- 
klasse, bei  welcher  der  Ausdruck  K^  zur  oberen  Grenze  eine  Zahl 
ö  <  3  oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  jeder  Klasse  von  Formen  mit  der 
Determinante  D,  für  welche  Ä.  zur  unteren  Grenze  eine  Zahl 

hat,  die  Koeffizienten  jeder  Form  in  rationalen  Verhälthissen  stehen, 
und  daß,  da  dann  für  die  Form  ein  Minimalwert  wirklich  vorhanden 
ist,  der  Mininialwert  jeder  derartigen  Formenklasse  eine  Markoff- 
sche  Zahl  Q  ist,  sowie,  daß  auch  umgekehrt  einer  jeden  solchen  Zahl 
Q  eine  derartige  Formenklasse  mit  dem  Minimalwerte  Q  entspricht. 
Ordnet  man  daher  die  Mark  off  sehen  Zahlen  der  Größe  nach  wachsend: 

(Q)  <?{1}=1,     Q{2}^2,     Q{l,2}^ö,..., 
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so  erhält  man  dementsprechend  die  sämtlichen  Formenklassen  mit 
der  Determinante  D;  deren  Minimalwert  >  -|)/D  ist,  nach  der  stei- 
genden Größe  ihrer  Minimalwerte  oder,  was,  da  D  =  ~  Q^-—  1  ge- 
funden war,  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  sämtlichen  Formenklassen 
mit  der  Determinante  1  geordnet  nach  der  abnehmenden  Größe  ihrer 
Minimalwerte  q  2  0 


V- 


TÖ' 


]/9(?»-4' 


für  welche  sich  die  Werte  } 

/|, 

Vi, 

T/m 

. .  ergeben 

.  Da 

für 

«  = 

-  1  sick  P 

-  1, 

E- 

P'  +  i 

2 

?; 

Q- 

=  2     „ 

P 

=   5, 

iJ== 

P^-f  1 
Q 

13 

?7 

Q  = 

=  5    >, 

P 

=  13, 

E  = 

p=+i 

34 

finden,  werden  die  gedachten  Formenklassen  nach  Ende  von  Nr.  5 
entsprechend  repräsentiert  durch  die  Formen 

f,-VWÄ^^'-^^^y--^f) 


deren  Reihe  beliebig  weit  fortgesetzt  werden  kann  (s.  in  Mark  off  s 
Abhandlung,  Math.  Ann.  Bd.  15,  S.  405/6  eine  Tabelle,  welche  eine  wei- 
tere Fortsetzung  derselben  gibt).  Somit  läßt  sich  endlich  über  die 
Minima  der  unbestimmten  binären  quadratischen  Formen 
folgendes  aussagen: 

Die  genaue  obere  Grenze  der  Minima  für  sämtliche  solche 
Formen  mit  der  Determinante  1  ist  der  Wert  ]/y,  welcher 
der  durch  die  Form  /J,  repräsentierten  Klasse  entspricht; 
für  alle  nicht  mit  f^  äquivalenten  Formen  ist  sie  der  Wert 
"j/y,  welcher  der  durch  f^  repräsentierten  Klasse  zukommt; 
für  alle  weder  mit  f^  noch  mit  /"^  äquivalenten  Formen  ist 
sie  der  Wert  ]/||f-,  welcher  der  durch  f<^  repräsentierten 
Klasse  entspricht  usw.  Für  Formen  mit  der  Determinante  D  er- 
gibt sich  Entsprechendes,  wenn  man  die  Formen  ^,  /i,  /g?  •  •  •  ^^^ 
]/D  multipliziert.  — 

8.  Bezogen  sich  die  voraufgehenden  Betrachtungen  auf  die  untere 
Schranke  für  die  äußeren  Koeffizienten  der  Formen  einer  gegebenen 

Ba  eil  mann,  Zahlentheorie  IV  2  9 
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Klasse,  so  handeln  J.  Schurs  Untersuchungen,  von  denen  wir  jetzt 
das  Wesentlichste  mitteilen  werden,  von  der  unteren  Schranke  für 
den  mittleren  Koeffizienten  derselben. 

Bezeichnen  wieder,  wie  in  Nr.  1,  die  F^  für  alle  Werte  des  Index  i 
die  Kette  reduzierter  Formen  einer  gegebenen  Klasse  mit  der  Deter- 
minante D,  so  folgt  aus  der  Bedingung  J5.  <]/.D,  daß  man  jene 
Schranke  erhalten  wird,  wenn  man  sich  auf  diejenigen  Formen  (a,  ö,  c) 
beschränkt,  deren  h  absolut  kleiner  ist  als  j/l);  dabei  darf  |a|^|c| 
gedacht  werden,  da  man  sonst  statt  jener  Form  die  äquivalente  Form 
(c,  —  &,  a)  betrachten  könnte.  Da  nun  &^<  D  ==  fe^—  ac.  so  muß 
ac  negativ  sein,  und  es  ergibt  sich  |  a  \  <]/i);  und  wenn  V  diejenige 
Zahl  zwischen  ]/!)  und  ]/Z)  —  |  ^  |  bezeichnet,  welche  mit  h  (mod.  a) 
kongruent  ist,  so  ist  die  mit  (a,  fe,  c)  äquivalente  Form  (a,  &',  c)  nach 
Nr.  6  vor.  Kap.  eine  reduzierte  Fprm  der  Klasse,  also  mit  einer  der 
Formen  F^  identisch,  so  daß  a  =  (—  IJA.,  V  =  B.,  also 

6  =  &'^J?.(mod.J[.) 
und  der  Gleichung 

zuTols^e 

gesetzt  werden   darf.     Versteht  man  dann  unter  jB/_j  den  absolut 

kleinsten  Rest  von  B^__^  (mod.  ^.),  derart  daß  |  B!_^  \  <  y,    so   gibt 

es  eine  mit  jP^_i,  also  auch  mit  F^  und  mit  (a,  &,  c)  äquivalente 
Form(J..'_i,i?/_i,(— 1)*^,.),  in  welcher,  da  b~  —  B^_^{mod.  Ä.)  sein 
muß,  sicher  |^.'_j|^  I  &|  ist.  Hieraus  folgt,  daß  man  die  gesuchte 
Schranke  gewiß  finden  wird,  wenn  man  die  untere  Schranke  der 
Zahlen  \B^_^\  ermittelt.  Dieser  unteren  Schranke  der  Zahlen  |-B/_i| 
entspricht  aber  die  obere  Schranke  des  Quotienten 

den  wir  jetzt  mit  Qi_x  bezeichnen  und  von  dem  wir  nun  handeln 
wollen. 

Nach  (2)  ist  R,^g,  +  R;, 

wo  0  <  i?/  <  1,  und  daher  wegen  (5) 
oder 


Oi  .    A  I    /  7?  '  _  ,Q  ^  .  :4^ 


J5,  =  |.J,^,  +  (i?/-Äj 


+  1 


2 

A- 
worin  iJ/  —  S^  absolut  kleiner  als  1 ,  also  (jB/  —  S^  •    ^"^   absolut 
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Ä- 
kleiner  als  — ^^  ist.    Für  ein  gerades  ^^  findet  sicli  hiernaeli 

für  ein  ungerades  g^  dagegen 
i?/  =  (-l  +  7?/-Ä,)-%.     oder     5/  =  (l+E/-Ä,).^^, 

je  nachdem  jB/  größer  oder  kleiner  als  S^  ist.  Wenn  daher,  falls 
nicht  die  beiden  Zahlen  i?/,  8^  einander  gleich  sind,  11^  die  größere 
und  F^  die  kleinere  7on  ihnen  bezeichnet,  so  erhält  man,  da  dann 
nach  der  dritten  der  Formeln  (5) 

wird,  für  das  Verhältnis  /^ 

falls  g^  gerade  ist,  den  Ausdruck 

falls  aber  g.  ungerade  ist,  diesen  anderen 

wobei  Z7^.,  V^  von  der  Ordnung  abgesehen  durch  die  Kettenbrüche 

(48)  «(0;  g,^„  g,^„  . . .),    ^(0;  9,_„  g,_„  . .  .) 
gegeben  sind.  — 

Wir  suchen  nun  mit  J.  Schur  diejenigen  Formenklassen, 
für  welche  die  obere  Schranke  für  die  Verhältnisse  Q. 
gleich  oder  kleiner  ist  als  "j/ö  +  2,  Q^  also  für  keinen  Wert 
des  Index  i  diese  Grenze  überschreitet. 

9.  Dabei  spielt  der  Wert  des  Kettenbruchs 

(49)  y  =  Ä(0;l,l,l,...)  =  ^^ 
ein  wesentliche  Rolle.  Seine  Näherungsbrüche  sind 

wobei  allgemein 

(50)  Pi-i-i-Pi  +  Pi-^i 
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ist.   Die  Zahlen  j9o,  Pi,  P^^  P37  •  •  •  sind  die  bekannten  Fibonacci- 
schen  Zahlen^)  mit  den  Werten 

0,1,1,2,3,5,8,13,..., 
für  welche,  wenn 

(51)  P-n-i'-^y-'-Pn 

definiert  wird,  leicht  folgende  Beziehungen^): 

Pm  +  n  "^  Pm-\-l'  Pn*    Pm  '  Pn-1 


^       ^  \(-^y~^'Pm-n-Pm-,l'Pn-Pm'Pn^l^ 

also  für  m  =  n  —  1  die  Gleichung 

(52  a)  {-^y-'-Pn'-Pn-fPn  +  l 

bestätigt  werden.    Aus  ihnen  folgt  insbesondere: 

Ps  +  n'-PiPn  +  PsPn-iy      P-S  i-n  ^  P-i  '  Pn  +  P-3  '  Pn-1 

und  nunmehr 

pB  +  n  -  P-Z  +  n  =  (.Pi-P-i)  -Pn, 
d.h. 

(53)  Pn  +  i=^Pn+Pn-S- 

Bekannte  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Kettenbrüche  ergeben  die 
Ungleichheiten  iP^^P.  ^P^^      ^  ^ 

(54)  i>      i-^ 

^Pi       Pi       P& 
und 

(55)  lim  ^  =  y. 

n~oo  Pn+1 

Ferner  aber  fließt  aus  (49)  die  Gleichung  2y  -i-l  =^yb,  durch  deren 
Quadrierung  sich  y^  +  y  ^1,  also 

r^a\  21  3— 1/5  2  1 

(56)  y2  ^  1  —  ^  .—  ^ 


2  3  +  |/ö         2  +  y 

findet.    Demnach  ist 

f  =  t(0;  2,  1,  1,  1,  .  .  .) 
mit  den  Näherungsbrüchen 

^      ^      ^     .  .  . 


1)  Vgl.  Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie,  Bd.  II,  S.  74 — 75. 

2)  Vgl.  ebendas.,  S.  79,  Formel  (87). 
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SO  daß  -^^-^  <  y2  und  in  Verbindung  mit  ^^^^^  <  y  die  üngleich- 
heit 

(57)  ^^  <  y^ 

^       ^  2:^2«  +  3 

gefunden  wird,  während  man  aus  (55) 

(58)  lim  -^^^  -  lim  -^^  •  ^-^^^^  •  ^^-^^  =-  7^^ 

w  =  oojP2«  +  3         7?  =  ooi'2«  +  1      JP2n+  P3«  +  3 

erhält. 

Nun  sei  n 

(59)  S,  =  t(0;  1X^1,3,...) 


ein  Kettenbruch,  bei  welchem  die  Anzahl  der  Einsen  vor  der  Drei  gleich 
n  sei.  Dann  ist  d( 
gende  aber  gleich 


n  sei.  Dann  ist  der  n  +  1*^  Näherungsbruch  gleich  -^^,    der  fol- 


^Pn-^l-^Pn  Pn^l-^Pn-^Z 

Ist  daher  die  Anzahl  n  eine  gerade,  so  ergibt  sich 

(60)         K>t.,  ^^<±^m;- 

10.  Nach  diesen  Vorbereitungen  fragen  wir  nun,  wann 
für  jeden  Index  i 

(61)  e.^y5+2 

sei. 

Ißt  ^j.  ungerade,  so  folgt  aus  (47  b)  als  hierzu  notwendige  Be- 
dingung die  Ungleichheit 

(62)  g,+  C7,+  F,^(l/5  +  2)(1  -  U.  +  V,), 

aus  welcher,  da  1  —  tT'^  +  F^.  zwischen  0  und  1  gelegen  ist, 

hervorgeht;  g^  kann  also  nur  1  oder  3  sein.    Ist  aber  g^  gerade, 
so  liefert  (47  a)  die  Bedingung 

(63)  ^^+  cr  +  F;.^(i/5  +  2)(Z7,-  F,), 

also  g,<(y5+l)Ut<4, 

mithia  für  g^  den  einzig  möglichen  Wert  2.    Doch  ist  auch  dieser 
unzulässig;  denn  für  ihn  ergäbe  sich  aus  (63) 
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um  so  mehr  also,  da  die  Kettenbrüche  (48)  wegen  der  für  die  g^  allein 
möglichen  Werte  1,  2,  3  größer  als  ^  ^i^d, 


(y5+l)C7,>2  +  >^^- 


woraus  U^  >  — ^—  >  x^ 

gefunden  wird;  demnach  würde  der  Kettenbruch  für  C^.  mit  den 
Nennern  1,  ^^  15  beginnen  müssen,  dem  schon  für  die  ^^  Bewiesenen 
zuwider.  Man  schließt  also  zunächst:  Die  für  Q^  geforderte  Be- 
dingung kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  die  Reihe  (Cf)  der 
Zahlen  g^  nur  Einsen  oder  Dreien  enthält.  Folgen  sich 
aber  darin  zweiDreien,  so  muß  sie  ausschließlich  ausDreien 
bestehen.  Dieser  Zusatz  ist  leicht  zu  beweisen.  Denn  sonst  wäre 
in  jener  Reihe  eine  oder  die  andere  der  beiden  Folgen: 

vorhanden,  für  welche  die  Kettenbrüche  (48)  die  Gestalten 
);1,...),     ß(0;3,...) 


annähmen,  deren  erster  der  größere  Wert  zukommt;  daher  würde 
D\  >  i,  Vi<\  sein,  aber  aus  der  yorauszusetzenden  Ungleichheit 
(62)  ergäbe  sich 

(1/5+ 3)  £/;.<?^-^- +1/5- 1  =^4-% 

d.h.  U,<        \^       -<y, 

also  ein  Widerspruch. 

Hiernach  besteht  die  Reihe  (6r)  entweder  nur  aus  lauter  Einsen  oder 
aus  lauter  Dreien,  oder  jede  Drei  ist  von  Einsen  umgeben.  Die  erste 
Voraussetzung  liefert  für  die  Kettenbrüche  (48),  d.  i.  für  C/.,  F^.,  den 

gemeinsamen  Wert  ^   '^  — ,  also  nach  (47  b) 

und  somit  ist  bei  ihr  die  erforderliche  Bedingung  erfüllt.  Die  zuge- 
hörigen untereinander  nur  durch  einen  Faktor  verschiedenen  Formen- 
klassen sind  proportional  mit  der  schon  in  Nr.  1  gefundenen,  welche 
durch  die  Form 
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repräsentiert  ist.  Bei  der  zweiten  Voraussetzung  erhalten  die  Ketten- 
brüche (48),  d.  i.  U^y  F^,  den  gemeinsamen  Wert 

t(0;3,3,3,...)  =  ^^^', 
nach  (47  b)  wird  also 

und  die  geforderte  Bedingung  wieder  erfüllt.    Man  findet 

i?,  +  5^,»3+ü-;+F,  =  >/l3 

E,  •  S,  =  (3  +  o;)  F,  =  1 

und  hiernach  aus  den  Beziehungen  (5)  die  zugehörigen  B'ormenklassen 
proportional  derjenigen,  welche  durch  die  Form 

repräsentiert  wird. 

11.  Bei  der  dritten  Voraussetzung  sei  nun  g-  =  3.    Nach  (47  b) 
müßte  dann  zA~jr4~V         ,~  /  .-        n 

f:tf$Tr^''^'^  +  2  =  4  +  (ys  -  2) 

sein,  woraus 

hervorgeht,  was  sich  auch  schreiben  läßt: 


^■^]/'5-2. 


Hier  ist  der  Nenner  positiv;  ist  es  auch  der  Zähler,  so  darf  man,  den 
Bruch  umkehrend, 

schreiben,  woraus  mit  Beachtung  der  Beziehung  (53) 


—  Pi+Po^i  —  Pi' 

erschlossen  wird.    Da  hiernach  der  Zähler  positiv  ist,  so  erhält  man 

und  dann  mit  Beachtung  von  (53) 

""^8  +i^ii  ^i  —  Pi^  ^  ^  1/5  _  2 
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Wird  nun  wieder  der  Zähler  positiv  angenommen,  so  kann  man  in 
gleicher  Weise  fortfahren.  Solange  für  die  sukzessiven  Werte  des 
Index  n 

(64)  -Pßn  +  2  +  Peni.6'  U,  -  p,,^^' V,  >  0 

bleibt^  erschließt  man  auf  solche  Art,  daß 

und  demnach  auch 

ist.    Entweder  wird  also  einmal 

also  n  ^^-6A±.2  ^  PAn±A  .    F 

um  so  mehr  also  zufolge  der  Ungleichheiten  (54)  und  (57) 

Oder  die  Ungleichheiten  (64),  (65)  gelten  für  jeden  noch  so  großen 
Wert  des  Index  n,  und  dann  folgt  beim  Übergang  zur  Grenze  w  =  cx> 
aus  (64)  die  Ungleichheit 

und  aus  (65)  die  andere 

welche  zusammen  die  Gleichung 

ü,^yV,  +  y' 
ergeben.  In  jedem  FaUe  also  ist 

(66)  U,^yr,  +  y^ 
um  ßo  mehr,  da  F^  ^  C/^  ist, 

üi^yU,  +  f, 
d.  i.  Cr.(l  —  y)"^  y^f  also  nach  (56) 

u,Ky- 

12.  Der  in  Nr.  10  nachgewiesenen    Beschaffenheit  der  Reihe  (G) 
zufolge  haben   die   Kettenbrüche  (48),  d.  h.   die  Zahlen  C/j,  V-  die 
Gestalt 

m  n 

(67)  U,  =  fö(0;  iTT^TTl,  3,  1, .   .),     r,  =  S(0;  ij^^  ^>h-  •) 
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wo  eine  Anzahl  von  m  bzw.  n  Einsen  vor  der  Drei  gedacht  ist. 
Diese  Anzahl  ist  unendlich,  wenn  11^-=-  y  ist;  in  der  Tat  folgt 
alsdann  aus  (66)  y  ^  V^,  zusammen  mit  F^  ^  ü^^  y  also 

^.  =  f'W  y  ^  t(0;  1, 1,  1,  . .  .). 

Diesem  Falle  entspricht  eine  Reihe  {G)  von  der  Gestalt 

(68)  ...1,1,3,1,1,..., 

und  den  Formeln  (5)  gemäß  findet  sich  als  Repräsentant  der  zuge- 
hörigen untereinander  proportionalen  Formenldassen  die  Form 

Ist  aber  ü^  <  y  und  daher  auch  V^Ky  ^  so  lehrt  nach  der  Art  und 
Weise,  wie  ein  Kettenbruch  sich  vergrößert  oder  verkleinert  mit  der 
Verkleinerung  eines  seiner  Teilnenner,  die  Vergleichung  der  Ketten- 
brüche (67)  mit  dem  Kettenbruche  für  y,  daß  m  und  n  gerade 
Zahlen  sein  müssen;  desgleichen  muß  wegen  TJ^ ^  F,.  weiter  m^n  sein. 
Wäre  aber  m'>  n,  also  m  ^  ^  -f  2,  so  ergäben  sich  nach  (60) 

TT  ^     J^ffl       ^  Pn  -f  2  Y  <^     i^n  +.P?^  +  2 

'         Prn-^l  Pn-^S'  '  Pn-^l+Pn-i-z' 

mithin  wegen  (66)  und,  weil  y^t:=y~~  y^^2y  —  1  ist, 

Pn+J  ^       .  _PnJ±Pn±3^  4.  2^  —  1 
Pn+S         ^       Pn  +  l+Pn-^3  ^  ' 

woraus 

hervorgeht.   Da  ferner  ^^^^  >  y  ist,  muß  um  so  mehr 

Pn  +  6 

Pn-^^'Pn  +  h   ^  Pn  +  l  +  Pn  +  S 
Pn  +  i'Pn  +  &  Pn  +  Z+Pn-^b 

sein,  eine  Ungleichheit,  welche  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (52  a)  fol- 
genden Gleichungen 

die  Gestalt  annimmt 

A  +  3+2>«  +  5  +Pn  +  2  'Pn  +  4.'Pn  +  ^>Pn  +  l'Pn  +  i'Pn  +  e' 

Aus  (52)  aber  ergibt  sich 

A  +  l  '  ^«  +  6  *""  Pn  +  2  '  Pn  +  6  "^  P4.'^  ^1 

es  müßte  also  .  ^ 

K  +  3+ A  +  5>3-^„+4 
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sein^  während  doch  zufolge  der  Gleichung  (50) 

also  <  3^^ ^4  ist.  Hieraus  folgt,  daß  m  =  n,  d.  h.  die  Anzahl  der 
Einsen  in  den  Kettenbrüchen  (67)  die  gleiche  sein  muß.  Jede  Drei 
in  der  Reihe  (6?)  muß  also  zur  Linken  und  zur  Rechten  von  der 
gleichen  Anzahl  von  Einsen  umgeben  sein  und  demnach  die  Reihe 
{Gr)j  wenn  anders  sie  nicht  die  Gestalt  (68)  hat  —  ein  Grenzfall,  der 
dem  Werte  m  =  ^=  oo  entspräche  — ,  von  der  folgenden  Gestalt  sein: 

n  n 

(69)  ...  3,  tX^h  3,  hh^h  3, .  .  ., 

wobei  n  irgendeine  gerade  Zahl  sein  kann. 

13.  Wir  setzen  also  jetzt,  um  den  dritten  der  in  Nr.  10  bestimmten 
möglichen  FäUe  zu  Ende  zu  führen,  die  Reihe  ((?)  von  der  Gestalt 
(69)  voraus.  Ist  dann  g^  =  3,  so  werden  die  Kettenbrüche  (48),  d.  i. 
Uif  Fj,  einander  gleich,  und  man  findet 

i?,  =  3  +  ü- =  3  +  7,  =  3  +  5, 


d.h. 


S,  =  t(0;l,l,...l,3  +  Ä,), 

<?   =  Pn-l+Pni^  +  §)  ^  Pn+Pn*2      +  Pn^i 


und  hiernach 

(TO)  p„^,  ■  5,»  +  dp„^,  ■  8,  -  (p„  +p„^,)  =  0. 

Den  Beziehungen  (1)  zufolge  ist  also  (— -  1)^»^/,  insbesondere  also, 
wenn  eine  Drei  als  Anfangsglied  g^  der  Reihe  (G)  gedacht  wird, 
SIq  Wurzel  der  quadratischen  Form 

welche  die  Determinante 

(12)  B  =   ^^^-^-^  +  ^(^^  +Pn-^%)Pn-Vl    ^  Pn^l'PnVl 

hat  und  zum  Repräsentanten  der  zur  Reihe  (  G)  gehörigen  untereinande  r 
proportionalen  Formenklassen  genommen  werden  kann.  Aus  (47  b) 
folgt  endlich  ö,.  =  3  +  28,^  d.  h.  wegen  (70)  und  (72) 


'     Pn-^l 
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wofür,  da  nach  (52)j)„^,  - PiPn+i  +  P^Pn^  ^^Pn  +  i  +  ^P»  i^*; 


(73)  Q.^ym  + 


Pn+l 


10 

gesetzt  werden   darf.    Dieser  Ausdruck  ist^   da  -^^-^  für  gerades  t^ 
kleiner  als  y  ist,  kleiner  als 


|/i3  -f  Sy  =  ]/9  +  4]/5  =  j/ö  +  2. 

Es  sei  jetzt  g^^l.  Dann  muß  für  n>2,  ein  Fall,  welcher  auch 
als  der  eines  unendlich  großen  n,  d.  i.  den  Fall  der  .Reihe  (68)  in  sich 
hegreifend,  angesehen  werden  kann,  ^i<4  sein.  Wäre  nämlich  ^^-^4, 
so  ergäbe  sich  aus  (47  b)  die  Ungleichheit 

d.h.  5D^^3  +  3F^..  Hier  könnte  V.  keinen  Kettenbruch  liefern, 
der  mit  1  beginnt,  da  sonst  F^  >  y,  ^«  >  ä  würde,  also  der  Ketten- 
bruch für  CT  mit  den  Nennern  1,  ^  ^  9  begänne,  den  für  die  g^  als  allein 
zulässig  bewiesenen  Werten  1,  3  zuwider.  Somit  begänne  der  Ketten- 
bruch für  V.  mit  3,  also  würde  V^  >  \,  V^>  \y  und  der  Kettenbruch 
für  Z7,  begänne  mit  den  Nennern  1,  3.  Also  träte  in  der  Reihe  (69) 
eine  Folge  „  ^  ^  o 

auf,  was  der  Voraussetzung  *^  >  2  widerspricht.  In  der  Tat  muß  daher 


^,<4<]/l3  +  ^<]/l3  4- 


^Pn 


sein. 

Jeder  Reihe  von  der  Gestalt  (69)  mit  einem  geraden  n>2  ent- 
spricht also  eine  Formenklasse  mit  der  Determinante  (72),  bei  welcher 

die  obere  Schranke  der  Zahlen  ^/gleich  l/l3  -f-  ^^<|/5-|-2  ist, 

Ist  aber  ^==2,  so  entspricht  der  Reihe  (69)  die  Formenklasse 
mit  dem  Repräsentanten 

(-)'^.-P4;-'f  ,ä)  =  (-4, -3,2) 

und  der  Determinante  9  +  4  •  2  =  17.  Da  diese  Form  durch  die  Substi- 
tution /  .  '     J  in  die  Form  (—8,  —1,2)  übergeht,  so  leuchtet  ein,  daß 

1  der  kleinste  absolute  Wert  des  mittleren  Koeffizienten  aller  Formen 
der  Klasse  ist.  Demnach  findet  sich  als  obere  Schranke  des  Quotien- 
ten Q.  die  Zahl  Y\l  =-l/l3  -|-  ^,  d.  h.  der  Wert  des  allgemeinen 
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Ausdrucks  (73),  welcher  dem  Werte  n  ^2  zukommt.   Da  nun  dieser 
Ausdruck  mit  unendlich  wachsendem  n  gegen  die  Grenze 


]/l3T87===]/5  +  2 

konvergiert,  so  läßt  sich  das  Gesamtergebnis  der  angestellten  Unter- 
suchung in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Bezeichnete  die  untere  Schranke  für  die  absoluten  Werte 
der  mittleren  Koeffizienten  aller  Formen  einer  Klasse  und 
D  derenDeterminante,  so  hat  die  Menge  der  für  alleKlassen 

gebildeten  Koeffizienten  ^~~  die  Zahl  ]/5  +  2  zur  klein- 
sten Häufungsstelle.  Die  Werte  des  genannten  Quotienten, 
welche  unterhalb  dieser  Schranke  liegen,  haben  den  Aus- 
druck / 5 

-j/l3  4-  ^^^^ 

(für  i;  ==-1,0,  1,2,  3,...), 

und  erst  für  die  der  Reihe  (68)  zugehörige  Formenklasse 
(für  1/ =  oo)  wird  die  bezeichnete  Schranke  wirklich  er- 
reicht. — 

In  derselben  Abhandlung  hat  J,  Schur  auch  für  die  Menge  der 
von  ihm  Minimalformen  genannten  und  durch  die  Ungleichheiten 

0^26^a^(2 
definierten  Formen 

ax^  +  2hxy  —  cy^, 

deren  Determinante  D  =  fe^  -f  ac   positiv   ist,   die  Quotienten  J-v- 

einer  eingehenden  Betrachtung  unterzogen  und  ähnliche  Ergebnisse, 
wie  die  hier  mitgeteilten,  gewonnen.  Doch  sei  auf  diese,  unseren  Ab- 
sichten ferner  liegenden  Untersuchungen  hier  nur  kurz  noch  ver- 
wiesen. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Gitter  binärer  quadratischer  Formen. 

1.  Wir  kehren  jetzt  zu  den  in  Kap.  2  Nr.  2  eingeführten  Punkt- 
gittern zurück.    Dort  ist  gezeigt  worden,  daß  jeder  Linearform 

(1)  f^ax  +  iy 

mit  reellen  Koeffizienten  a,  b  oder  dem  ihr  entsprechenden  Zahlen- 
modul ein  Parallelgitter  zugehört,  dessen  Elementarparallelogramm 
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die  unter  beliebigem  Winkel  genommenen  Seiten  a,  h  hat.  Denkt 
man  sich,  durch  seinen  Anfangspunkt  0  irgendwelche  Koordinaten- 
achsen gelegt  —  der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  sie  rechtwinklig 
aufeinander  —  in  bezug  auf  welche  die  Endpunkte  jener  Seiten,  die 
den  Werten  1,  0  bzw.  0,  1  der  Zahlen  Xy  y  entsprechen,  die  Koordi- 
naten a,  c  bzw.  6,  d  haben  mögen,  so  hat  offenbar  der  durch  irgend- 
ein Wertsystem  Xy  y  bestimmte  Gitterpunkt  die  Koordinaten 

(2)  ^  -==-  ax  +-hyj     i]  =  ex  +  dy^ 

und  diese  Formeln  stellen  daher  die  Gesamtheit  aller  Gitterpunkte 
dar,  wenn  darin  Xj  y  aUe  ganzzahligen  Werte  durchlaufen.    Das  so 

definierte  Gitter  werde  durch      '     ,    bezeichnet. 

Wurden  statt  x,  y  durch  die  ganzzahlige  Substitution 

(3)  x=-aX  +  ßYy     y^rX+dY 

mit  nicht  verschwindendem  Modulus  ad  —  ßy  andere  Zahlen  X,  Y 
eingeführt,  so  ging  die  Form  f  in  eine  andere  Form 

(4)  F^^X  +  ^Y 
mit  den  Koeffizienten 

"ä^aa  +  hy,    ^^  aß  +  hd 

über,  und  der  ihr  entsprechende  Zahlenmodul  war  ein  Teil  des 
früheren,  das  zugehörige  ParaUelgitter  dem  ursprünglichen  einge- 
lagert. Jene  sind  miteinander  identisch,  die  letzteren  decken 
sich,  wenn 

(5)  ad  —  ßy  ==^±1 

ist.  Indem  man  aber  in  die  das  ursprüngliche  Gitter  bestimmenden 
Gleichungen  (2)  die  Substitution  (3)  einführt,  nehmen  sie  die  Ge- 
stalt an: 

(6)  ^=.(aa  +  hy)X+  {aß  +  hd)  F, 

ri  =  (ca  +  dy)X  +  (cß  +  dÖ)  Y, 

und  definieren  das  neue,  dem  ersteren  eingelagerte  Gitter, 
wenn  darin  X,  Y  aUe  ganzzahligen  Wertsysteme  durchlaufen.  Die 
Determinante  der  Gleichungen  (2)  bedeutet  absolut  genommen  den 
Inhalt  des  Elementarparallelogramms  für  das  erste  Gitter: 

(7)  J  ^\ad  —  lc\, 
ebenso  ist 

J'  ==  I  (ao;  -f  hy)  {cß  +  dd)  —  {aß  +  hd)  {ca  +  dy)  \ 
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derjenige  für  das  eingelagerte  Gitter,  und  daher 

J'  =  I  {ad  —  hc)  {ad  -  ßy)\^\ecd  -  ßy\  -  J, 
mithin  J'  =  J, 

wenn  ad  —  ßy  =  +  1  ist.  Auch  dies  ist  bereits  a.  a.  0.  auf  andere 
Weise  festgestellt  worden.  Jedes  der  beiden  Gitter  teilt  die  gesamte 
Ebene  in  kongruente  Parallelogramme.  Da  nun  c7',  wenn  zur  Ab- 
kürzung n  für  \aS  —  ßy\  steht^  das  n  fache  von  J  ist,  drängt  sich 
der  Schluß  auf,  daß  auf  jedes  Parallelogramm  des  zweiten  Gitters  n 
Parallelogramme  des  ersten  oder,  was  dasselbe  sagt,  auf  jeden  Gitter- 
punkt X,  Y  des  zweiten  n  Gitterpunkte  x,  y  des  ersten  kommen, 
und  daß  somit  n  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  x^  y  bestimmt, 
die  auf  ein  Parallelogramm  des  eingelagerten  Gitters  ent- 
fallen. Wir  werden  später  diesen  Schluß  strenger  begi^ünden. 

Die  enge  Beziehung  zwischen  Zahlenmoduln  und  Punktgittern,  die 
hier  angegeben  wurde,  gestattet,  Begriffe  wie  den  gemeinsamen  Teiler, 
gemeinsames  Vielfaches,  Produkt  zweier  Moduln  u.  a.  ganz  ent- 
sprechend auch  auf  Punktgitter  zu  übertragen.  Dies  findet  man  näher 
ausgeführt  in  einer  großen  Arbeit  von  Poincare^),  auf  welche  auch 
sonst  zur  Ergänzung  dessen,  was  in  diesem  Kapitel  gegeben  wird, 
hingewiesen  sei.  Hier  müssen  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  be- 
sonderen Gitter,  die  zur  geometrischen  Veranschaulichung  einer 
quadratischen  Form  geeignet  sind,  beschränken,  um  deren  Eigen- 
schaften zu  erläutern,  soweit  sie  wesentliche  Eigenschaften  der  letzteren 
zum  Ausdrucke  bringen. 

2.  Nur  ein  paar  Punkte  allgemeinerer  Art  müssen  zuvor  noch  zur 
Sprache  kommen. 

Die  Formeln  (2)  und  (6)  für  die  beiden  Punktgitter  bestimmen 
durch  ihre  Koeffizienten  zugleich  je  eins  der  Parallelgitter,  welche 

jenen  eigen  sind.  Sei  OABC(¥'\g,  8) 
das  Elementarparallelogramm  für  das 
eingelagerte  Gitter.  Seine  Gitter- 
punkte, insbesondere  die  Punkte 
^,JB,Csind  auch  solche  des  ursprüng- 
lichen. Wenn  aber  nicht  beide  sich 
decken,  so  muß  OABG  in  seinem 
Inneren  oder  doch  auf  seinen  Seiten 
^^^  ^'  außerdem  noch  Gitterpunkte  des  ur- 

sprünglichen aufweisen,  da  es  sonst  ein  ElementarparaUelogramm  des 
letzteren  wäre,  entgegen  der  Voraussetzung.  Liegen  noch  auf  OA  Gitter- 

1)  Poincare,  Sur  un  mode  nouveau  de  representation  geometrique  des 
fonnes  quadratiques  döfinies  ou  indefinies.  (Journ.  de  l'Ecole  polyt.,  Cah. 
47  (1880;,  p.  177). 


Nr.  2.     Das  einem  eingelagerten  Gitter  angepaßte  ebene  Punktgitter     143 

punkte,  so  sei  A  der  zunächst  an  0  liegende,  andernfalls  A  identiscli  mit 
Ä]  dann  wird  die  Gerade  O^X  in  lauter  mit  OA  kongruente  Strecken 
zerlegt,  deren  Trennpunkte  Gitterpunkte  des  ursprünglichen  Gitters  sind. 
Man  bewege  nun  die  Gerade  OX  parallel  mit  sich  selbst  bis  LN, 
wo  sie  zuerst  auf  einen  Gitterpunkt  des  letzteren  stößt,  was  spätestens 
geschehen  muß,  wenn  sie  in  die  Lage  CB  kommt;  wir  nehmen  an, 
B  sei  ein  solcher  Punkt,  der  auf  gleicher  Seite  wie  A  möglichst  nahe 
an  OF  gelegen  ist.  Dann  leuchtet  ein,  daß  die  zu  AB  durch  0  ge- 
zogene Parallele  im  Schnittpunkte  f  mit  LN  auf  einen  weiteren  Git- 
terpunkt stoßen  und  man  in  OABf  ein  Elementarparallelogramm 
für  ein  neues  dem  Punktgitter  (2)  eigenes  Parallelgitter  erhalten 
wird,  dessen  Achsen  Ox\  0/  sind.  Einerseits  bestehen  also  neben 
den  Gleichungen  (3)  analoge  Gleichungen 

(8)  x^XX  +  fiY,    /  =  vX  +  qY, 

welche  die  Beziehung  des  Gitters  (6)  zu  dem  neuen  Parallelgitter  be- 
zeichnen, andererseits,  um  das  letztere  aus  dem  ursprünglichen 
Parallelgitter  herzuleiten,  Gleichungen  von  der  Form 

(9)  x'  =  lx  +  my,    y  -=-  nx  +  ry 

mit  der  Bedingung  Ir  —  mn  =  ^1.  Hieraus  ergibt  sich  zunächst  die 
Beziehung 

('")  ■       ft  :)-e,:)-C:ö' 

Ferner  aber  entspricht  der  Punkt  J.  den  Annahmen  X=l,  F=0, 
d.  i.  X  =  l>0,  y  =-  V  =  0]  dem  Punkte  M  aber,  in  welchem  die 
Achse  0  Y  von  der  Geraden  LN  geschnitten  wird,  kommen  die  Werte 

X  -=  0,  /  =  1  zu,  woraus  x  =  [lY,  1  =  qY,  also  0  <  ;r'  =  ~  <  1 

hervorgeht.  Da  den  Annahmen  X  =  0,  F=«  1,  d.h.  x  ^  fi,  y'  =  q, 
der  Punkt  B  entspricht,  so  finden  sich  ^j  q  als  positive  Zahlen  und 
demgemäß  0  <  |i;t  <  ^.  Man  erschließt  so  den  folgenden  Satz: 

Ist  ein  Punktgitter  und  ein  demselben  eingelagertes 
Parallelgittergegeben,  sogibtes  ein jenemeigenesParallel- 
gitter,  aus  welchem  das  eingelagerte  durch  eine  Substi- 
tution (8)  von  dem  besonderen  Charakter  gewonnen  wird,, 
daß  darin  /l  >  0,  i/  =  0  und  0  <C  [i  <C  Q  ist.  Wir  bezeichnen 
es  als  das  dem  eingelagerten  Gitter  angepaßte  Punktgitter. 
Unabhängig  von  jeder  Gittervorsteüung  läßt  sich  dieses  Ergeb- 
nis auf  Grund  der  Beziehung  (10)  auch  folgendermaßen  aussprechen: 
Jede  Substitution  (3)  kann  durch  Zusammensetzung 
mit  einer  Substitution  vom  Modul  ±  1  in  eine  Substitution 
(8)  verwandelt  werden,  in  welcher 

A  >  0,     V  ==  0,     0<^<Q 

ist. 
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3.  Ist  ein  Punktgitter  gegeben  und  0  einer  seiner  Punkte  ^  der 
zum  Anfangspunkte  genommen  werde,  so  gibt  es  mindestens  zwei, 
iiaeli  entgegengesetzten  Richtungen  von  0  aus  gelegene  Gitterpunkte 
P,  P',  deren  Abstand  von  0  am  kleinsten  ist.  Auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie liegt  eine  Reihe  von  Gritterpunkten,  die  in  ebendiesem 
Abstände  aufeinander  folgen,  auf  jeder  Parallelen  des  Gitters  zu  dieser 
Linie  aber  eine  damit  kongruente  Reihe  von  Gitterpunkten.  Wählt 
man  nun  auf  einer  der  beiden,  jener  Linie  nächsten  Parallelen  von 
allen  darauf  befindlichen  Gitterpunkten  einen  von  denen  aus,  welche 
am  nächsten  an  0  liegen,  und  nennt  ihn  Q,  so  ist  gewiß  OQ^  OP-^ 
ihm  entspricht  als  Gegenpunkt  gegen  0  ein  auf  der  andern  der  beiden 
Parallelen  gelegener  Punkt  Q\  und  für  einen  der  Punkte  Q,  Q'  ist 
der  Winkel  PO^,  PO ^'  ein  nicht  stumpfer;  wir  wollen  dies  für  den 
ersteren  annehmen.  Di  eS  trecke  0§be  zeichnet  den  kleinsten  Ab- 
stand von  0  nicht  nur  für  alle  auf  der  gedachten  Parallelen 
befindlichen,  sondern  allgemeiner  für  alle  außerhalb  der 
Geraden  OP  gelegenen  Gitterpunkte.  In  der  Tat  ist  in  Fig.  9 
FQ  gleich  dem  Abstände  OS  des  auf  jener  Parallelen  zur  Linken 
von  Q  nächstliegenden  Gitterpunktes  S,  also  PQ^  OQj  und  der 
Gleichung 

PQ^^7)P^~  2  OP'  OQ'CosPOQ+  0^2 
zufolge  ist 

0  ^  2  OP .  Oe  .  cos  POö  ^  ÖP^^  OQ", 

A.  i.  cos  POQ^Y'  Nennt  man  nun  h  den  Abstand  der  Parallelen 
von  OP,  so  ist  der  Inhalt  des  Parallelogrammes  gleich 

h.  OP^  OP'  OQ'sinPOQ, 

d.  i.  h  ^  -—  •  ]/3 .  Daher  ist  schon  für  die  zweite  Parallele  des  Gitters 

jeder  auf  ihr  befindliche  Gitterpunkt  um  mindestens  OQ-^/S  von  0 
entfernt,  und  da  für  die  auf  der  andern  Seite  der  Geraden  OP  liegen- 
den Gitterpunkte  als  Gegenpunkte  der  schon  betrachteten  das  gleiche 
gilt,  so  ist  die  ausgesprochene  Behauptung  erwiesen. 

Hiernach  sind  die  Seiten  des  ElementarparaEelogramms  OPBQ 
ihrer  Größe  nach  durch  das  Punktgitter  von  selbst  eindeutig  be- 
stimmt und  können  demnach  höchstens  ihrer  Lage  nach  verschieden 
wählbar  sein.  Jedes  so  konstruierbare,  dem  Punktgitter  eigene 
Parallelgitter  aber  soll  eine  reduzierte  Gestalt  des  Punkt- 
gitters heißen.  Sind  OQ  >  OP  und  PQ  >  OQ,  so  ist  offenbar 
nur  eine  solche  möglich.  In  jeder  reduzierten  Gestalt  des 
Punkt gitt er s  sind  die  Seiten  des  Elementarparallelogramms 
nicht  größer  als  seine  Diagonalen.  Denn  einerseits  liegt  die 
Diagonale  OB  einem  stumpfen  Winkel  im  Dreiecke  OPB  gegenüber, 
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ist  also  größer  als  die  Seiten  OP  und  FB  ==  OQ^  andererseits  ist,  wie 
scbon  bemerkt,  PQ^  OQ^  OP, 

Hat  umgekehrt  das  Elementarparallelogramm  OPBQ 
eines  demPunktgitter  eigenenParallelgitters  diese  Eigen- 
schaft, so  ist  das  Gitter  eine  reduzierte  Gestalt  des  Punkt- 
gitters. Nimmt  man  nämlich  OP  als  die  nicht  größere  der  beiden 
Seiten,  und  —  was  offenbar  erlaubt  ist,  da  man  zwischen  zwei  benach- 
barten Parallelogrammen  wählen  kann — den  Winkel  POQ  als  nicht 
stumpf  an,  so  hat  wegen  der  vorausgesetzten  Ungleichheiten 

PQ>OQ^OP 

das  Dreieck  POQ  überhaupt  keinen  stumpfen  Winkel,  ebensowenig 
das  ihm  kongruente  Dreieck  Q08]  daher  trifft  das  von  0  auf  die 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


Parallele  8QP  gefällte  Lot  sie  zwischen  Q  und  8,  und  daher  steht 
außer  dem  Gitterpunkte  8,  dessen  Abstand  von  0  gleich  dem  des 
Punktes  Q  sein  kann,  jeder  andere  auf  jener  Parallelen  gelegene 
Gitterpunkt  weiter  von  0  ab  als  Q.  Daraus  folgt  dann  wie  oben,  daß 
OQ  den  kleinsten  Abstand  von  0  für  jeden  außerhalb  der  Geraden 
OP  befindlichen  Gitterpunkt  bezeichüet.  Da  zudem  OP  kleiner  als 
der  Abstand  jedes  auf  OP  liegenden  Gitterpunktes  und  zugleich 
OP ^  OQ  ist,  bezeichnet  OP  den  kleinsten  Abstand  für  jedweden 
der  Gitterpunkte;  das  Elementarparallelogramm  OPBQ  gehört  also 
einer  reduzierten  Gestalt  des  Punktgitters  an,  w.  z.  b.  w. 

4.  Jetzt  soll  zu  spätererVerwendung  noch  das  Gebiet  aller 
Punkte  bestimmt  werden,  die  dem  Nullpunkte  des  Gitters 
näher  liegen  als  irgendeinem  andern  seiner  Gitterpunkte. 
Errichtet  man  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  Ä,  B 
die  Senkrechte,  so  teilt  diese  die  Ebene  in  zwei  Hälften,  von  denen 
diejenige,  welcher  der  Punkt  A  angehört,  das  Gebiet  aller  Punkte 
ausmacht,  die  näher  an  Ä  als  an  B  liegen.  Wenn  man  daher 
(s.  Fig.  10,  in  welcher  die  vier  den  Nullpunkt  zunächst  umgeben- 
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den  Parallelogramme  mit  Seiten  gleich  OP^  OQ^)  gezeichnet  sind), 
in  der  Mitte  der  Seiten  OP,  OQ,  OS,  0P\  0Q\  08'  die  Senkrechten 
errichtet,  die  sich  in  den  Punkten  A,  jB,  G,  A\  B\  C  schneiden,  so 
wird  das  so  entstehende  Sechseck  offenbar  das  Gebiet  aller  derjenigen 
Punkte  begrenzen,  die  näher  an  0  als  insgesamt  an  den  Gitterpunk- 
ten P,  Q,  S,  P',  Q'y  S'  liegen.  Es  läßt  sich  aber  zeigen,  daß  seine 
Punkte  auch  von  allen  übrigen  Gitterpunkten  mindestens  soweit 
abstehen  wie  von  0.  Hierzu  bemerke  man,  daß  die  Eckpunkte  des 
Sechsecks  die  Mittelpunkte  der  Kreise  sind,  welche  den  einander 
kongruenten  Dreiecken 

POQ,    8Q0,     OP'S,    rOQ\    S'Q'O]     OPS' 

umschrieben  sind  und  demnach  gleichen  Abstand  q  von  0  haben. 
Beschreibt  man  nun  mit  (j  einen  Kreis  um  0  und  kann  man  zeigen, 
daß  jeder  der  übrigen  Gitterpunkte  um  mindestens  2^  von  0  ab- 
steht, so  leuchtet  ein,  daß  die  in  der  Mitte  seiner  Verbindungslinie 
mit  0  errichtete  Senkrechte  den  Kreis  und  daher  auch  das  von  ihm 
umschriebene  Sechseck  nicht  schneiden  kann,  daß  also  alle  Punkte 
in  letzterem  näher  an  0  als  an  jenem  Gitterpunkte  gelegen  sind; 
mit  diesem  Nachweise  wäre  aber  die  ausgesprochene  Behauptung  be- 
gründet. 

Nun  ist  nach  bekannter  Formel 

und,  da 

PQ'i  =  OP«  -  20P  •  Ö<2  •  cos  FOQ  +  OQ^  <2  0Q^ 

Dem  in  voriger  Nr.  Bewiesenen  zufolge  sind  also  von  der  zweiten 
Parallelen  an  alle  in  ihnen  liegenden  Gitterpunkte  um  weiter  als  2^ 
von  0  entfernt.  Die  Gitterpunkte  Q  und  8  in  der  ersten  Parallelen 
scheiden  für  diese  Betrachtung  aus;  von  den  übrigen  liegt,  von  R 
abgesehen,  der  links  von  8  im  Abstände  OP  gelegene  Punkt  T  am 
nächsten  an  0,  und  das  Quadrat  seiner  Entfernung  ist 

0^2=^=4.  0P2-~  4.  OP'  OQ'Cos  POQ+  0Q\ 


1)  Die  Seitenlangen  OP  und  OQ  sind  aber  im  Intereßse  der   Deutlichkeit 
der  Figur  größer  als  in  Fig.  9  gewählt. 

2)  Da,   wie  man  leicht  feststellt,  der  Ausdruck  2o  =  —. — =—7:7  abnimmt, 
^       ^  Bin  FOQ 

wenn  cos  POQ  von  Null  bis  zu  eeiner  Grenze  ^  wächst,  findet  man  genauer 
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Bezeichnet  man  mit  A  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  POQ  und 
setzt  man  zur  Abkürzung 

OP'^l,     OQ'^n,     cos  POQ  =-^, 

yin 

so  ist  4A2  -  OP^  •  OQ^  •  sin2  POQ  =  In  -  m^ 

(4^A)2  ==  0P2 .  0(32  .  PQ^  =  k  (Z  ~  2  m  +  ^), 
OT^^4l~-4:m  +  n. 
Das  Produkt  OT^ '  4  A^  kann  dann  geschrieben  werden  gleich 

Z^^(Z  -2m  +  n)  +  Kln  —  4^^)  +  ln{l  —  2m)  +  n(p  —  m^)  +•  4m^. 

Hier  sind  m  und  die  auftretenden  Dijfferenzen^  wie  in  voriger  Nr. 
bemerkt,  sämtlich  nicht  negativ;  man  erhält  daher  die  Ungleichheit 

OT"  •  4A2  ^  ^^^(^  -  2m  +  n)^OP^OQ^'  PQ^  =  16()2A^ 
also  0T^2q, 

Für  den  Punkt  i?  endlich  findet  man 
0R^-=  0P^  +  20P'  0Q'CobP0Q  +  OQ^  ^=^1  +  2m +  n, 
also  0-R2 .  4 A^  «=  (i  +  2m  +  t^)  (In  -  m^) 

=  ?*^(?  —  2m  +  ?^)  +  hn{n  —  m)  +  ^^K'  —  m)  +  2(Z*^  —  m^)m 
^  ln{l  -  2m  +  w)  ==  16^2^^ 
folglich  auch  0JR^2^. 

Mit  diesen  Ergebnissen  ist  aber  der  gewollte  Nachweis  erbracht. 
Man  bemerke  zuletzt  noch  die  Ungleichheit 

8A2(0<22-^2)-op2.  QQ^^ 

die  man  leicht  bestätigt,  wenn  man  mit  2  multipliziert,  für  A^  und 
16  A*^^  ihre  Werte  setzt  und  die  in  der  vorigen  Nr.  festgestellten 
Ungleichheiten  0  ^  cos  P  0  (?  ^  | 

in  Betracht  zieht. 

5.  Sei  nun 
(12)  f  ^  ax^  +  2hxy  +  cy^ 

eine  quadratische  Form  mit  der  Determinante 

jT)  «=  J2  _  ^^ 

und  A  der  absolute  Wert  der  letzteren,  so  daß  A  -^  i)  oder  A  =  —  D, 
je  nachdem!)  positiv  oder  negativ,  die  Form  f  also  unbestimmt 
oder  bestimmt  ist;  im  letzteren  FaUe  werde  sie  positiv,  d.  i  die 
Koeffizienten  a,  c  als  positive  Werte  gedacht;  auch  bei  unbestimmten 

10* 
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Formen  soll  hier  a  >  0  vorausgesetzt  werden.  Die  Form  zerlegt  sich 
in  zwei  konjugierte  Linearfaktoren: 


ax^  +  '^iocy  +  cy^  =  ^  -  rj, 


wo 


(13) 


ya 

ri^xya  +  -~y- 
ya 


-a-y 


D 


y 


sind.  Jede  dieser  beiden  Formeln  bezeichnet  einen  Zahlenmodul 
dessen  Elemente  aber  nur  für  positive  Determinanten  D  reell  sind, 
dem  also  auch  nur  in  diesem  Falle  unmittelbar  ein  Gitter  entspricht, 
Setzt  man  aber 

yä 


(14) 


^]/^+77--^;\  ^^y^-^^ 


unter  X^  Y  rechtwinklige  Koordinaten  verstehend,  so  bestimmen  in 
jedem  der  beiden  für  D  möglichen  Fälle  diese  Formeln  nach  Nr.  1 
ein  Parallelgitter  _         ^ 

(15)  ^" 


0 


a-' 


mit  den  vom  Nullpunkte  0  nach  den  Punkten  A  und  C  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten 

yä,0     und     y^-,     y^ 

gezogenen  Strecken  als  Elementarseiten;  Ä  und  C  sollen  als  erster 
und  zweiter  Grundpunkt  bezeichnet  werden.  Im  Falle  D>  0  fäUt 
es  mit  demjenigen  zusammen,  welches  der  Linearform 


ya 


y 


entspricht,  wenn  anders         Jr —  nicht  als  Länge,   sondern  als   der 

ya 

vom  Punkte  0  nach  dem  Punkte  C  führende  Vektor  gedacht  wird. 
Man  kann  nun  jedem  Gitterpunkte  Xy  y  den  Wert  zuordnen,  den 
die  quadratische  Form  f  für  das  ganzzahlige  System  x,  y  annimmt,  und 
ihn  als  Träger  dieses  Wertes  betrachten.  So  findet  man  für  jede 
quadratische  Form  {a,  h,  c)  ein  Pünktgitter,  dem  die  Gesamt- 
heit der  Werte,  welche  !die  Form  für  ganzzahlige  Werte 
ihrer  Unbestimmten  erhält,  zugeordnet  ist,  und  welches 
in  diesem  Sinne  als  ein  geometrisches  Bild  der  quadratischen 
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Form  aufgefaßt  werden  kann.  Der  Inhalt  seines  Elementar- 
parallelogramms ergibt  sich  ans  den  Koordinaten  von  Ä  nnd  C  gleich 

Jedem  Punkte  x^  y  dieses  Gitters  kommen  bestimmte  Werte  der  Aus- 
drücke I,  ^  zu ;  umgekehrt  aber  müssen  aus  den  Werten  von  |,  %  die  einem 
Gitterpunkte  entsprechen,  mittels  der  Formeln  (13)  die  ganzzahligen 
X,  y  hervorgehen,  durch  welche  dieser  Punkt  bestimmt  ist.  Daher 
kann  der  letztere  ebensogut  wie  durch  die  x,  y  auch  durch  die  %  tj 
definiert  gelten,  und  aus  diesem  Grunde  sollen  die  Zahlen  |,  r]  als  die 
zum  Gitter  gehörigen  Gitter  zahlen  bezeichnet  werden. 

6.  Galten  die  vorhergehenden  Betrachtungen,  welche  für  negative 
Determinanten  zuerst  Gauß^)  entwickelt  hat,  sowohl  für  positive 
wie  für  negative  Determinanten,  so  ist  dagegen  die  geometrische 
Bedeutung  der  quadratischen  Form  in  beiden  Fällen  eine  ver- 
schiedene. 

Da  im  Falle  einer  negativen  Determinante 

|  =  X  +  ir,     ri=^X-il 
gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich 

ax^  +  2bxy  +  cy'^X'+  Y^ 

d.  h.  der  Wert  der  quadratischen  Form  in  jedem  Punkte  x,  y 
ist  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  0.  Dies  leuchtet  auch 
aus  der  Fig.  11  leicht  ein.  Denn  in  ihr  ist 


cos-40(7--L 
yac 

und  demnach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  gemäß  für 
den  Punkt  P(x,  y) 

OP'  =  (xV^y  +  2  .  -^xyä-yYc  +  (yVcy 
yac 


=  ax^  +  2bxy  +  cy'^. 

Ist  daher  m  eine  Zahl,  welche  mittels  ganzzahliger  x,  y  durch  die 
Form  ((X,  6,  c)  darstellbar  ist,  allgemein 

m  =  ax^  +  2hxy  +  cy^j 


1)  Gauß,  Anzeige  von  Seebers  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften 
der  positiven  ternären  quadratischen  Formen,  in  Götting.  gel.  Anz.  1831; 
s.  Werke,  Bd.  II,  S.  188. 
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SO  liegen  die  durch  die  darstellenden  Zahlen  x,  y  bestimmten  öitteiv 
punkte  sämtlich  auf  dem  um  0  mit  dem  Radius  ]/m  beschriebenen 
Kreise^,  woraus  ohne  weiteres  einleuchtet,  daß  es  solcher  Punkte  oder 

r  /  /(x,y)  / 


der  ganzzahligen  Darstellungen  von  m  durch  die  Form  nur  eine  end- 
liche Anzahl  gibt.  (Vgl.  Kap.  1/Nr.  1.) 

Dagegen   nehmen  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  die 
Formeln  (13)  die  Gestalt  an 

und  demnach  erhält  man  die  Gleichung 
(16)  ax'^  2hxy  +  cy'  -  X^  -  Y^. 

Hier  kommt  den  Gitterzahlen  §,  rj  selbst  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung  zu.  Die  Geraden,  welche  die  Winkel  der  Koordinatenachsen 
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halbieren,  haben  in  laufenden  Koordinaten  U,  V  die  Gleichungen 

und  demnach  sind  die  Abstände  eines  Punktes  X,  F  yon  diesen  bei- 
den Halbierungslinien  bzw. 

y^  '    "  ]/I '\ 

also  bedeuten  die  Gitterzahlen  |,  tj  die  mit  ]/2  multiplizier- 
ten Abstände  des  durch  X,  F  bestimmten  Gitterpunktes  x,  y 
von  jenen  Geraden.  Ist  ferner  wieder  m  eine  mittels  ganzzahliger 
Xj  y  durch  die  Form  (a,  h,  c)  darstellbare  (positive)  Zahl: 

m -=  ax^  ■^2'bxy  •{•öy^j 

so  nimmt  die  Gleichung  (16)  die  Gestalt  an: 

(17)  X^-  T'==ni    . 

und  lehrt j  daß  der  zugehörige  Gitterpunkt  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  liegt,  deren  Halbachsen  gleich  Ym,  und  deren  Asymptoten 
jene  Winkelhalbierungslinien  sind.  Im  gegenwärtigen  Falle  ist  also, 
sobald  m  überhaupt  Darstellungen  durch  die  Form  zuläßt,  eine  unend- 
liche Anzahl  solcher  Gitterpunkte  oder  Dar»steUungen  von  w^  mög- 
lich und  —  wie  als  bekannt  angenommen  werden  darf  —  tatsäch- 
lich vorhanden.  Während  den  erhaltenen  Ergebnissen  zufolge  den 
verschiedenen  Werten  einer  quadratischen  Form  (a,  fc,  c)  mit  nega- 
tiver Determinante  Kreislinien  mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
0,  d.h.  Linien  gleicher  „Entfernung"  von  0,  entsprechen,  gehört 
ihnen  im  Falle  einer  positiven  Determinante  eine  Schar  konzen- 
trischer gleichseitiger  Hyperbeln  zu,  und  der  Wert  der  Form 
ax^  -\-  2bxy  -\-  cy^  ist  hier  nicht  mehr  der  in  gewöhnlicher  Weise 
gemessene,  sondern  durch  die  Halbachse  der  zugehörigen  Hyperbel 
bestimmte,  sogenannte  „hyperbolische  Abstand"  des  Punktes  Xj  y 
von  0. 

7.  Wie  der  Form  (a,  6,  c)  das  durch  die  Gleichungen  (14)  bestimmte 
Punktgitter  zugehört,  so  würden  die  Gleichungen 

das  Punktgitter  bestimmen,  welches  der  entgegengesetzten  Form 
(a,  —  hy  c)  entspricht.  Da  hierin  aber  y  alle,  ganzen  Zahlen  zu  durch- 
laufen hat,  so  liefern  diese  Formeln  insgesamt  die  gleichen  Punkte 
wie  die  folgenden: 

(18)  X^xVa  +  ^y,     r=-]/^.|/, 
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wenn  auch  in  ihnen  y  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft,  und  somit 
können  auch  die  letzteren  Gleichungen  als  Definition  des  zu  {a,  —  6,  c) 
gehörigen  Gitters  angesehen  werden,  das  also  den  Ausdruck 


(19) 


y  a 


VI 


erhält  und  sich  von  dem  Gitter  (15)  nur  durch  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  der  Quadratwurzel T/  — unterscheidet.  Die  Gitter  zweier 

entgegengesetzter  Formen  sind  also  zueinander  konju- 
giert. Die  Grundpunkte  des  Gitters  (19)  sind  die  Punkte 

wonach  G  als  der  zu  G  gegen  die  X-Achse  symmetrisch  liegende 
Punkt  erkannt  wird.  Das  zu  (15)  konjugierte  Gitter  (19)  ist  dem- 
nach das  Spiegelbild  des  ersteren  gegen  die  X-Achse  und  käme  also 
mit  dem  Gitter  (15)  zur  Deckung,  wenn  die  Ebene  um  die  X-Achse 
umgeklappt  würde. 

Die  Form  {a,  — i,  c)  geht  aus  (a,h,c)  durch  die  Substitution 

/  '  _  j  mit  dem  Modulus  —  1  hervor,  ist  ihr  also  uneigentlich  äqui- 
valent; durch  dieselbe  Substitution  verwandeln  sich  die  Formeln  (14) 
für  das  Gitter  der  Form  (a,  h,  c)  in  die  Gleichungen 

eines  Gitters,  dessen  x  =  1,  y  =  0  entsprechender  Grundpunkt  der 
frühere  Punkt  Ä,  dessen  zweiter  rr  =  0,  y=l  entsprechende  aber 
der  zu  G  gegen  0  symmetrisch  liegende  Punkt  G^  ist;  das  Gitter  ist 
also  das  frühere  und  erscheint  nur  als  in  einer  anderen  RichtuDg 
angesehen. 

Untersuchen  wir  allgemeiner,  was  geschieht,   wenn  auf 
die  Form  (a,  &,  c)  irgendeine  Substitution 

(20)  x=^ax+ßy\     y  ^  yx' +  8t/ 

mit  nicht  verschwindendem  Modulus  ad  —  ßy  angewandt 
wird.   Zuvörderst  geht  daraus  eine  Gleichung  hervor 

(21)  ax'  +  2hxy  +  cy^  =  aV^  +  2Vxy  -f  cy', 
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in  welcher  die  Koeffizienten  der  neuen  quadratischen  Form  {a,  V,  c) 
üurch  die  Gleichuugen 

Ia  =  aa^  +  2'bay  +  ey^ 
V  =  {aa  +  'by)ß  +  (6a  +  €y)8 
c  =  aß^  +  2hßd  +  cd' 

bestimmt   sind,  während,  wenn  A'  den  Absolutwert  der  Determi- 
nante D'  der  neuen  Form  bezeichnet, 

(23)  A'  ^A'(ad-  ßyY 

gefunden  wird.  Wir  wollen  Yoraussetzen ,  daß  hierbei  a'  >  0  werde* 
Setzt  man  dann  _        ,,  /-^ 

^'^.'Va'  +  ^y  +  y^.y' 

SO  nimmt  die  Gleichung  (21)  die  Gestalt  an 

(21a)  l-^^r-»?'. 

Nun  erkennt  man  durch  eine  Betrachtung,  welche  der  in  Nr.  2  des 
ersten  Kapitels  angestellten  YöUig  analog  ist,  daß,  je  nachdem  ad  —  ßy 
positiy  oder  negativ  ist,  die  gleichnamigen  bzw.  die  ungleichnamigen 
Wurzeln  der  beiden  Formen  (a,  &,  e)  und  (a',  &',  c)  einander,  d.  h.  die 
Gitterzahlen  |,  rj  den  Gitterzahlen  |',  rj'  bzw.  yj\  |',  zugeordnet  sind. 
Wendet  man  aber  auf  |,  rj  oder,  was  dasselbe  sagt,  auf  die  Glei- 
chungen (14)  die  Substitution  (20)  an,  so  bestimmen  (vgl.  (6))  die 
neu  entstehenden  Gleichungen  ein  dem  Gitter  der  Form  (a,  5,  e) 
eingelagertes  Gitter  mit  dem  Ausdrucke 


(24) 


y  a  y  a 


seine  Grundpunkte  A\  C  entsprechen  den  Annahmen  x' =\,  «/'  =  0 
bzw.  X  =  0,  t/'  =  1,  haben  also  die  Koordinaten 


und  sind  demnach  identisch  mit  den  Gitterpunkten  a,  y  bzw.  ß,  d  des 
Gitters  der  Form  {a,  h,  c),  welche  Träger  der  Werte  aa^+  26o:y-j-cd^, 
aß'  +  2h ß 8  +  cd'  dieser  Form,  d.  i.  nach  (22)  der  Werte  a,  c  sind. 
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Andererseits  bestimmt  sich  das  Gitter  mit  den  Gitterzahlen  ^',  r/ 
durch  die  Formeln 

(25)  X'^x'Ya'  +^,.p',      Y'^]/^,.y', 

hat  also  die  Gestalt 


Va 


(26) 


-]/«', 


b' 


}/a' 


während  dasjenige  mit  den  Gitterzahlen  ^',  |'  das  konjugierte  Gitter 

.0.   -VI 


(26  a) 


d.  i.  das  Gitter  der  Form  (a\  —  V,  c)  ist;  hierbei  bedeuten  X',  Y' 
Parallelkoordinaten,  deren  X'-Ächse  durch  den  einen  Grundpunkt 
30  ==  1,  y  ^  0  des  Gitters  hindurchgeht.  Dies  ist  der  Punkt  Ä'  und 
seine  neuen  Koordinaten  sind  ]/a',  0.  Je  nachdem  nun  ad  —  ßy  positiv 
oder  negativ  ist,  je  nachdem  also  das  Gitter  (24)  dem  Gitter  (26) 
oder  (26  a)  entspricht,  wird  der  dem  System  x  =^0,  y  =  1  zuge- 
hörige Punkt  C  mit  dem  zweiten  Grundpunkte  des  ersten  bzw.  zwei- 
ten dieser  Gitter  identisch  sein.  Solcherweise  sind  wir  offenbar  zu 
folgendem  Ergebnisse  gelangt: 

Geht  eine  Form  (a^b^c)  durch  die  Substitution 

x==^  ccoo'  +  ßy,     y  =.yx  +  dy 

mit  nicht  verschwindendem  Modul  ad  —  ßy  in  die  Form 
{a\  h\  c)  über,  und  sind  Ä\  C  die  Gitterpunkte  a,  y  bzw.  /3,  Ö 
des  Gitters  der  ersteren  Form,  so  erhält  man  aus  diesem 
Gitter,  je  nachdem  ad  —  ßy>  0  oder  <  0  ist,  dasjenige  der 
Form  (a,  V ^  c)  bzw.  der  entgegengesetzten  Form  (a',  -—  V,  c), 
wenn  man  das  dem  Gitter  von  (a,  6,  c)  eingelagerte  Gitter 
mit  den  Seiten  OÄ,  OC  konstruiert.  Nach  Nr.  1  beträgt  der 
Inhalt  des  ElementarparaUelogramms  für  das  eingelagerte  Gitter 
\ad—ßy\  mal  denjenigen  für  das  Gitter  von  (a,  &,  c),  d.  i. 

laö-ßyl'YA^yA'. 

Für  den  ausgezeichneten  Fall 

ad  -r-  ßy  =  ±  1 


Nr.  8.    Zwei  ausgezeichnete  Fälle 
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ist  die  Form  (a,  V,  c,)  der  Form  (a^  6,  c)  äquivalent,  eigentlich  oder 
uneigentlicli  den  beiden  Vorzeichen  entsprechend.  Ist  sie  es  aber  un- 
eigentlich, so  ist  die  entgegengesetzte  Form  (a,  —  V,  c)  der  Form 
(a,  hj  c)  eigentlich  äquivalent.  Gleichzeitig  bezeichnet  f ür  a  d — /3  ^  =  +  1 
das  Gitter  (24)  jedes  der  dem  Punktgitter  der  Form  (a,  &,  e)  eigenen 
Parallelgitter.  Da  andererseits  jeder  mit  (a,  h,  c)  eigentlich  äquivalen- 
ten Form  eine  Substitution  (20)  mit  dem  Modul  ad  —  ßy  ^  1,  also 
eins  dieser  Parallelgitter  zukommt,  so  erkennt  man,  daß  die  Gesamt- 
heit der  dem  Punktgitter  einer  Form  (a,  hj  c)  eigenen  Parallelgitter 
mit  der  Gesamtheit  der  Gitter  aller  ihr  eigentlich  äquivalenten  For- 
men identisch  ist.  Das  Punktgitter  einer  Form  kommt  daher 
nicht  nur  ihr  selbst,  sondern  auch  der  ganzen  Formenklasse 
zu,  der  sie  angehört,  und  darf  daher  auch  als  das  geometrische 
Abbild  dieser  Klasse  aufgefaßt  werden. 

8.  Sei  die  gegebene  Form  diese: 


(27) 


(«,-|,c). 


Dann  hat  das  zugehörige  Gitter  die  Gestalt 


«.V! 


und  der  zweite  Grundpunkt  G  steht  senkrecht  über  der  Mitte  M.  von 
0  A  (s.  Fig.  12).  Da  nun  die  entgegengesetzte  Form  (a,  — -,  cj  der 
gegebenen  eigentlich  äquivalent  ist,  indem 
sie  durch  die   Substitution  /  '    j  in  diese 

übergeht,  muß  das  zu  ihr  gehörige  Gitter, 
nämlich  das  Spiegelbild  des  vorigen  gegen 
die  X-Achse,  mit  dem  letzteren  sich  decken. 
Also  ist  sein  zweiter  Grundpunkt  (7,  dessen 
Abstand  MG  von  der  X-Achse  gleich  MG 
ist,  zugleich  ein  Punkt  des  früheren  Gitters. 
In  der  Tat,  da  OG-=GA  ist,  muß  eine 
von  0  parallel  zu  CA  gezogene  Gerade  in 
einer  Entfernung  gleich  GAj  d.  i.  in  C,  auf 
einen  Punkt  jenes  Gitters  stoßen.  Da  aber  der  Inhalt  des  Rhombus 
OGAC  offenbar  gleich  OABG  ist,  so  ist  dieser  Rhombus  ein  Ele- 
mentarparallelogramm des  Gitters.   Man  findet  also:  das  Punktgitter 


Pig.  12. 
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einer  Form  (27)  teilt  die  Ebene  in  kongruente  Rhomben^  deren  Achsen 
auf  den  Koordinatenachsen  senkrecht  sind. 
Ein  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  Form 


(28) 


x^  +  xy  + 


i  —  d 


-2/; 


in  welcher  d  als  eine  ganze  Zahl  Yorausgesetzt  sei,  die  kongruent 
l(mod.4)  ist;  ihre  Determinante  istD=— ,  die  zu  ihr  gehörige  Gitter- 
zahl 


(29) 


.    I  +  Vd 


Die  Gesamtheit  dieser  Gitterzahlen  für  alle  ganzzahligen  Xj  y  ist  aber 
nichts  anderes  als  die  Gesamtheit  der  algebraisch  ganzen  Zahlen  des 
sogenannten  quadratischen  Zahlenkörpers,  dessen  Grundzahl 
^  ist  und  dessen  Eigenschaften  daher  mit  denjenigen  der  Form  (28) 
aufs  engste  verbunden  sind. 

Sei  ferner  die  gegebene  Form  die  folgende: 

(30)  (1,0,-d) 

mit  der  ganzzahligen  Determinante  D  ===  d.  Da  das  zugehörige  Punkt- 
gitter den  Ausdruck  ^ 

0,  YÄ 

hat,  so  liegt  der  zweite  Grundpunkt  desselben  (s.  Fig.  13)  auf  der 
^  F-Achse  im  Abstände  j/A  von  0.  Es  teilt  also 

die  gesamte  Ebene  in  kongruente  Rechtecke, 
deren  Seiten  zu  den  Koordinatenachsen  parallel 
sind,  und  somit  deckt  es  sich  mit  seinem  Spiegel- 
bilde zur  X-Achse,  d.  i.  mit  dem  Gitter  der  ent- 
gegengesetzten Form;  in  der  Tat  fällt  ja  letztere 
mit  der  gegebenen  zusammen.  Die  Gesamtheit 
der  Gitterzahlen  L  welche  hier  die  Gestalt 


c 

VE 

B 

^ 

1 

A 

c 

ß 

(31) 


^^x  +  yYd 


mg,  13. 


haben,  ist  wieder  genau  die  Gesamtheit  der  alge- 
braisch ganzen  Zahlen  des  quadratischen 
Zahlenkörpers    mit    der    Grundzahl    4t  d, 

was  einen  innigen  Zusammenhang  zwischen  den  Eigenschaften  des 

letzteren  und  denjenigen  der  Form  (30)  bezeugt. 

In  der  Tat  eignen  sich  die  Zahlengitter  dieser  beiden   Formen 

vorzüglich,  die  Theorie  der  quadratischen  Zahlenkörper  in  anschau- 
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licher  Weise  zu  entwickeln.  Da  es  indessen  unsere  Absicht  ist^  hier 
das  Gebiet  der  quadratischen  Formen  selbst  nicht  zu  verlassen,  müssen 
wir  davon  abstehen,  jene  Beziehungen  zur  Darstellung  zu  bringen. 
Der  dafür  interessierte  Leser  findet  das  Nähere  darüber  inPoincares 
schon  erwähnter  Arbeit,  sowie  in  der  späteren  Darstellung  F.  Kl  eins 
in  seinen  „Autographierten  Vorlesungen  über  Zahlentheorie"  oder 
auch  in  des  Verfassers  „örundlehren  der  neueren  Zahlentheorie"  aus- 
führlich auseinandergesetzt. 

9.  Unter  den  unimodularen  Substitutionen,  welche  eine  Form  in 
eine  Form  derselben  Klasse  überführen,  sind  diejenigen  von  beson- 
derer Bedeutung,  die  sie  in  sich  selbst  verwandeln,  und  ihnen  ent- 
spricht ein  besonderes  Verhalten  des  der  Form  zugehörigen  Gitters. 
Solche  Substitutionen  sind  (s.  Kap.  1,  Nr.  5)  nur  bei  Formen  (a,  6,  c) 
vorhanden,  deren  Koeffizienten  untereinander  kommensurabel  sind, 
wo  es  dann  eine  Zahl  r  gibt  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  den 

Gleichungen 

a  ==  r^o,     h  =  tIq,     c  =  tCq 

die  Größen  a^,  6q,  Cq  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind, 
daß  also  die  Form  (a^j  6q,  Cq)  primitiv  ist.  Da  alsdann  zwischen  den  zu 
beiden  Formen  gehörigen  Gitterzahlen 

I  =  X  +  F,    §(,  ==  Xq  -f-  Yq 

die  Beziehung  |  ==  r^^  oder 

X  =  rXo,     Y=rY, 

besteht,  so  sieht  man,  daß  die  ihnen  entsprechenden  Gitter  zwei  einander 
ähnliche  Figuren  sind,  das  Gitter  der  Form  (a,  l,  c)  nur  die  Ver- 
größerung desjenigen  der  Form  (a^,,  h^j  Cq)  im  Verhältnisse  von  r:  1, 
Aus  diesem  Grunde  dürfen  wir  uns  auf  die  Voraussetzung  beschrän- 
ken, daß  schon  (a,  h,  c)  eine  primitive  Form  sei.  Je  nachdem  sie  aber 
eine  eigentlich  oder  uneigentlich  primitive  Form  ist,  haben  a,  2h,  c 
den  größten  gemeinsamen  Teiler  1  oder  2;  wir  nennen  ihn  allgemein 
6.  Die  sämtlichen  Transformationen  einer  solchen  Form  in  sich  selbst 
finden  sich  (Nr.  11  des  3. Kap.)  durch  nachstehende  Formeln  gegeben: 

.ofi\  t—hu        ^  cu  au        ^       i4-6it 

(32)  a==~-^-~,     ß^~   ^  ,     y-~-f^     ^  =  — s~"^ 

wenn  in  ihnen  den  Zeichen  t,  u  sämtliche  Lösungen  der  Feilschen 
Gleichung 
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beigelegt  werden,  die  aus  einer  FundamentallösuDg  T,  U  derselben 
mittels  der  Formel 

t  +  u^B  ^    ,    (T+  IJYB\' 

{n  alle  ganzen  Zählen) 

gewonnen  werden.  Diircb  die  Substitution  (^'  U  von  der  Gestalt  (32) 
geht  aber  der  Ausdruck  für  die  Gitterzahl  |  in  die  Gestalt 

■,/~/t~bu   r      cu  ,\    ,      h   /au   ,   ,    t-{-hu   A    ,    /au   ,,    t-^hu  Ai/S 

>^H-^  -  -7^)  +  yä^iT*  +   s-y)  +  (t*  +  "^y )  V  ä 

über,  wofür  man  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  V^  —  ac^^D  auch 
schreiben  kann 


i  +  wVD 


^'^-''^^^y+V^a-y)' 


Die  Gitterzahl  |  geht  also  über  in  -^t^^- — |und  entsprechend 

die  (iitterzanl  ri  m —  •  t;. 

Unterscheiden  wir  nun  die  Fälle  einer  positiven  und  einer 
negativen  Determinante. 

Im  letzteren  Falle:  D  =-  —  A  hat  die  Feilsche  Gleichung  die 

und  im  allgemeinen  nur  die  beiden  Lösungen 

von  denen  die  erste  der  identischen  Substitution  (  *    j  entspricht, 

bei  der  alles  ungeändert  bleibt.  Nur,  wenn  A  =  1  ist,  treten  zu  die- 
sen noch  die  zwei  anderen 

und  wenn  a  =  2  und  zugleich  A  ==  3  ist,  die  noch  vier  anderen: 

^  =  ±  1,     u^±l 

hinzu.   Im  allgemeinen  geht  also  eine  Form  mit  negativer  Determi- 
nante  abgesehen  von   der  identischen  Substitution  nur  durch  die 

Substitution  (  q  '  __  ^)  in  sich  selbst  über,  wobei  |,  i]  sich  in  —  |, 

—  %  d.  i.  X,  Y  m  ~  Xj  ~-  Y,  verwandeln.   Für  das  Gitter  der  Form 
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bedeutet  also  eine  Automorpliie  derselben  eineDrehungdes  Gitters 
um  den  Winkel  tc,  durch  welche  es,  wie  offenbar  ist,  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  kommen  muß.  —  Für  A=l  gibt  es  nur  eine  Klasse 
von  Formen,  als  deren  Repräsentant  die  Form  x^-{-y^,  d.h. die  c^f  =— 1 
entsprechende  Form  (30),  gewählt  werden  darf.  Das  zugehörige  recht- 
eckige Punktgitter  wird  in  diesem  Falle  quadratisch.  Den  hier  noch 
auftretenden  beiden  Lösungen  t  ^  0,  u  ^  ±  e  entsprechen  die  Gitter- 
zahlen J:  ^  •  I  ==  ~h  ^  •  (X  +  F^);  setzt  man 


so  wird 


X  +  i  Z  =  jR(cos  1^  +  i  sin  t^) , 
±  i  {X  +  iF)  =  J?(^cos  (i/^  ±  -})  +  i  sin  (^  ±  f )), 


und  man  sieht,  daß  dementsprechend  das  Punktgitter  um  den  Win- 
kel ±  Y  gedreht  wird.  Augenscheinlich 

kommt  das  quadratische  Gitter  bei 
einer  solchenDrehung  wieder  mit  sich 
selbst  zur  Deckung.  —  Auch  für  den  be- 
sonderen Fall  £=2,  A==3  gibt  es  nur  eine 
Klasse,  welche  durch  die  Form 

repräsentiert  werden  kann;  da  sie  der  der 
Annahme  <?  ==  —  3  entsprechenden  Form  (28) 
proportioual  ist,  so  ist  ihr  Parallelgitter  aus 
kongruenten  Rhomben  zusammengesetzt,  die 
selbst  aus  zwei  gleichseitigen  Dreiecken  be- 
stehen, denn  man  hat  (Fig.  14) 

mithin  00  =  J.0  =  VY+Y  ==  ]/2  =  0^;  der  Winkel  J.  OC  ist  also 
gleich  --•    In  diesem  Falle  geht  |  in  ^^^^^^ — ^— •  |,  d.  h.  in  +  ^  «  | 


Fig.  u. 


also 


m 


über,  wenn  unter  q  eine  dritte  Einheitswurzel  e     ^    yerstanden  wird, 
X  +  Fi  ==  l^(cos  1^)  +  i  sin  ^) 

±  BÜob  (^  h-  -|)  +  ^  sin  (^  ±  y))  . 

Sieht  man  ab  von  Drehungen  um  zwei  Rechte,  so  bedeutet  diese 
Formel  eine  Drehung  um  den  Winkel  y  nach  rechts  oder  nach  links, 
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und  die  Gleichseitigkeit  des  Dreiecks  AOG  läßt  in  der  Tat  erkennen 
(s.  Fig.  14)^  daß  bei  solchen  Drehungen  das  Gitter  mit  sich 
selbst  zur  Deckung  kommt.  —  Man  sieht  auch  leicht  ein,  daß 
die  hier  angeführten  Deckungen  die  einzigen  sind,  deren  die  gedach- 
ten Gitter  mit  sich  selbst  fähig  sind. 

Nunmehr  sei  D  positiv.  Den  unendlich  vielen  Transforma- 
tionen der  Form  {a,  hj  c)  in  sich  selbst,  welche  daün  vorhanden  sind, 
müssen  ebenfalls  unendlich  viele  Deckungen  ihres  Parallel- 
gitters mit  sich  selbst  entsprechen.  Hier  aber  versagt  die  un- 
mittelbare geometrische  Anschauung,  indem  der  Begriff  der 
Deckung  nicht  mehr  der  bisherige  bleibt.  Für  eine  unbestimmte 
Form  ist  die  Lage  der  Gitterpunkte  gegen  den  Anfangspunkt  be- 
kanntlich nicht  durch  ihren  gewöhnlichen,  sondern  durch  ihren 
hyperbolischen  Abstand  von  demselben  bestimmt.  Demgemäß  sind 
bei  einer  Bewegung  des  Gitters  um  den  Anfangspunkt  die  Gitter- 
punkte ein  jeder  auf  der  Hyperbel,  auf  der  er  sich  befindet,  bewegt 
zu  denken,  und  wenn  es  mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt,  werden 
die  Gitterpunkte  durch  andere  ersetzt,  die  nicht  die  gleiche  Ent- 
fernung, sondern  nur  den  gleichen  hyperbolischen  Abstand  vom 
Anfangspunkte  haben,  wobei  die  ursprüngliche  Gestalt  des  Gitters 
verzerrt  scheint.  Aber  auch  diese  Deckungen  dürfen  als  durch  Drehung* 
bewirkt  bezeichnet  werden,  indem  an  Stelle  der  Formeln  des  vorigen 
Falles  ganz  analoge  treten.  Führt  man  nämlich  durch  die  Gleichung 

(33)  ^+^^e 

eine  reelle  Größe  m  ein,  sowie  die  hyperbolischen  Sinus  und  Cosinus 

so  ist  zunächst  t+Wb       ^  ■       ,    ^■ 

Wenn  dann  füi-  einen  Gitterpunkt  X,  Y 
gesetzt  und  die  Größe  ip  durch  die  Formeln 

x^B-^o^t,   r=i?-@ttti^ 

bestimmt  wird,  so  nimmt  der  Ausdruck 

t  +  uVJD  _  g    J+uVD  .rx+Y) 
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in  welchen  |  durck  die  Transformation  (32)  übergeht,  die  Form  an: 

+  i?(eof  t  +  @in  t)  •  (ßof  m  +  ©in  g))% 
was  mit 

+  B(^o\(t  +  ^co)  +  @tnC^  +  ncj)) 

gleich  ist,  und  die  Veränderung  des  Gitters  besteht  wesentlich  in 
einer  Veränderung  des  jedem  Gitterpunkte  zugehörigen  „hyperbo- 
lischen Winkels  ?/^"  um  das  ^-fache  von  co  und  darf  dementsprechend 
als  eine  >^-fache  Drehung  des  Gitters  um  den  hyperbolischen  Win- 
kel CO  nach  rechts  oder  nach  links  hin  aufgefaßt  werden.  — 

10.  Was  die  Reduktion  der  Formen  betrifft,  so  sind  schon  im 
ersten  Kapitel  Methoden  gelehrt,  um  die  Bedingungen,  welche  solche 
Formen  charakterisieren,  geometrisch  zu  veranschaulichen.  Darum 
soll  hier  nur  kurz  noch  gezeigt  werden^  wobei  wir  uns  auf  bestimmte 
(positive)  Formen  beschränken  wollen ^  wie  diese  Bedingungen 
im  Funktgitter  der  Formen  zum  Ausdrucke  kommen. 

Nach  Lagrange  ist  die  Form  (a,  &,  c)  reduziert,  wenn  die  Be- 
dinOTnsen 

erfüllt  sind,  und  dann  sind  (s.  Kap.  3,  Nr.  2)  die  Zahlen 

a^c^  a  —  2\b\  -\-  c 

die  drei  kleinsten  durch  die  Form  mittels  ganzzahliger  Werte  der 
Unbestimmten  darstellbaren  Zahlen»  Im  Gitter  dieser  Form  ent- 
sprechen sie  bzw.  den  Werten  1,  0;  0,  1;  und  je  nachdem  &>0  oder 
<  0  ist,  den  Werten  —  1,  1 
oder  1,  1  der  Unbestimmten; 
a~2|6|-fc  ist  demgemäß  die 
kleinere  der  beiden  Diago- 
nalen (s.  Fig.  15)  AC  oder 
OB  des  Elementarparallelo- 
gramms, und  die  Seiten  des 
letzteren  sind  nicht  größer  als 
seine  Diagonalen.  Denkt  man 
also  das  Pu  nk  t  gitter  einer  For- 
menklasse gegeben^iüdem  man 
für  irgendeine  Form  derselben 
das  zucrehörioje  Parallel- 
gitter  in  der  früher  angegebenen  Weise  konstruiert,  so  wird  man 
daraus  die  Parallelgitter  der  Reduzierten,  welche  die  Klasse 
enthält,  finden,  indem  man  einfach  die  reduzierten  Gestalten 
des  Punktgitters  ermittelt. 


5(i.t).> 


Fig.  15. 


Bach  mann,  Zablentheoriö  IV  2 
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Nach  Selling  hätte  man  dagegen  für  jede  Klasse  ein  Tripel  von 
Formen  zu  betrachten: 

welche  durch  die  Substitution  /  '  ^   )  zyklisch  ineinander  übergehen. 

Man  denke  sich  (s.  Fig.  16)  das  Parallelgitter  der  ersten  Form  mit 

dem    Elementarparallelogramme    OAA'B,    dessen    zweiter    Grund- 

! 
punkt  B  die  Koordinaten  -~. 

T  /A  ^^ 

y-  hat,  worin  A  =  ab  — F 

gedacht  ist.  Durch  die  Sub- 
stitution (.*__.)  erhält  man 

daraus  das  ParaUelgitter  der 
zweiten  Form,  dessen  erster 
Grundpunkt  B,  der  zweite  der 
Punkt  G  mit  den  Koordinaten 

X  _-|A 


Va 


Fig.  16. 


man  OE' 


ist;  man  findet  diesen,  wenn 
OE  und  E'G^BB  nimmt,  wobei  AE^OD^~-=. 


gedacht  wird.  Daher  ist  OBB^Cda^  zweite  ElementarparaUelogramm, 
und  nunmehr  muß  OGG'A  dasjenige  der  dritten  Form  sein.  Man 
erkennt,  daß  GOA'  eine  Gerade  und  G0=  OA'  ist,  und  somit  ge- 
langt man,  von  0  ausgehend  und  die  Strecken  OA,  OB,  OG  mit 
ihrer  Richtung  aneinand erlegend:  OA^  AA\  A' 0,  wieder  zum  Aus- 
gangspunkte zurück.  Soll  nun  das  Tripel  dasjenige  einer  nach  Selling 
reduzierten  Form  sein,  so  sind  f,  g,  ^  als  nicht  positiv  vorauszusetzen, 
demnach  ist  das  entsprechende  Dreieck  OJ.J-'  dadurch  charakteri- 
siert, daß  seine  Außenwinkel  sämtlich  stumpf,  das  Dreieck  selbst  also 
ein  im  gebräuchlichen  Sinne  „spitzwinkliges"  Dreieck  ist.  Dieses  Drei- 
eck stimmt  dann  im  übrigen  mit  dem  Dreiecke  OAG  der  vorigen 
Figur  überein,  sobald  man  dort  unter  der  Form  (a,b,c)  diejenige 
der  beiden  entgegengesetzten  Formen  versteht,  deren  mittlerer 
Koeffizient  negativ  ist,  und  sie  mit  (a,  !,  b)  identifiziert;  denn  nach 
Kap.  3,  Nr.  4  bedeuten  a,  6,  c  =  a  +  2f  -f  b  der  Reihe  nach  die  drei 
kleinsten  durch  die  Formen  der  Klasse  darstellbaren  Zählen. 
10  a.  In  der  durch  die  Ungleichungen 

charakterisierten  reduzierten  positiven  Form  (a,  b,  c)  war  a  die  kleinste 
durch  diese  Form,  also  auch  durch  jede  andere  Form  ihrer  Klasse 
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mittels  ganzzahliger  Werte  Xj  y  darstellbare  Zahl  und  erfüllte  die 
Ungleichheit    a  ^  V  -^^  oder 

a    =:    2 

worin  A  =  ac  —  ?>^  den  absoluten  Wert  der  Determinante  der  Form  be- 
deutet. Man  darf  daher  sagen:  Für  jede  positive  binäre  quadratische 
Form  f{x,  y)  mit  der  Determinante  D  =  —  A  gibt  es  zwei  nicht  zu- 
gleich verschwindende  ganze  Zahlen  x,  y,  weiche  ihr  ihren  kleinsten 
mittels  ganzzahliger  x^y  darstellbaren  Wert  erteilen;  dieser  ist  zu- 
gleich die  kleinste  durch  die  mit  der  Form  f(Xj  y)  äquivalenten 
Formen  darstellbare  Zahl  und   soU  deshalb  das  Minimum  ihrer 

2 
Klasse  heißen.  Demnach  ist  ~~tz  eine  obere  Schranke  für  den 

Quotienten  zwischen  dem  Minimum  einer  Klasse  und  der 
Quadratwurzel  aus  dem  absolutenWert  ihrer  Determinante; 
und  diese  Schranke  ist  genau,  denn  offenbar  nimmt  die  spezielle 
Form  — 

welche  reduziert  und  deren  Determinante  D  =  ~  A  ist,  ihren  für 
ganzzahlige  x^  y  kleinsten  Wert  an,  wenn  eine  der  Größen  x,  y  gleich 
1,  die  andere  gleich  0  wird,  und  wird  alsdann,  durch  ]/A  geteilt, 
jener  Schranke  gleich;  deshalb  werde  diese  spezielle  Form  eine 
Grenzform  genannt. 

Konstruiert  man  andererseits  das  Punktgitter  der  Form/'(a;,y),  so  be- 
deutet f{x,  y)  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Gitterpunktes  x,  y  vom 
Nullpunkte,  der  Minimalwert  Jf  der  Form  also  dieses  Quadrat  für  den 
zunächst  am  NuUpunkt  gelegenen  Gitterpunkt,  d.  i.  das  Quadrat  der 
kleinsten  Seite  des  Elementarparallelogramms  für  das  reduzierte 
Parallelgitter.    Wenn  nun  um  jeden  Gitterpunkt  ein  Kreis  mit  dem 

Radius  -jYM  geschlagen  wird,  dessen  Inhalt  also    -     ist,  so  bilden 

sich  Parallelreihen  von  Kreisen,  die  aneinander  liegen.  Da  so  auf 
jeden  Gitterpunkt,  d.  h.  auf  jedes  Elementarparallelogramm  vom 
Inhalte  ]/A,  je  ein  Kreis  kommt,  so  wird  der  von  den  Kreisen  über- 
deckte Teil  der  Ebene  sich  zu  der  gesamten  von  jenen  Parallelo- 
grammen erfüllten  Ebene  verhalten  wie  --    :  ]/A  und  somit  ^ — -^ 

sein.  Die  Parallelreihen  der  Kreise  werden  sich  sämtlich  berühren, 
wenn  die  Seiten  jenes  Elementarparallelogramms  einander  gleich  wer- 
den. Offenbar  entspricht  aber  auch  dem  Gitter,  welches  durch  die  Mittel- 

11* 
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punkte  der  Kreise  bei  solclier  Lagerung  gebildet  wird,  eine  positive  re- 
duzierte Form  f{x,  y)  mit  gleichen  äußeren  Koeffizienten,  welche  den 
Minimal  wert  der  Klasse  bezeichnen.  Die  dichteste  derartige 
Lagerung  vonKreisen  erhältman  daher,  wenndasVerhältnis 

——  die  genannte  obere  Schranke  erreicht,  d.  h.  wenn  f{Xf  y) 

die  obige  Grenzform  ist;  das  Verhältnis  zwischen  dem  von  den 
Kreisen  überdeckten  Teile  der  Ebene  und  der  gesamten  Ebene  ist 

alsdann  ein  Maximum  und  beträgt  — ~.  Da  das  ElementarparaUelo- 

gramm  dieser  Form  aus  zwei  gleichseitigen  Dreiecken  zusammen- 
gesetzt ist,  so  wird  bei  dieser  ausgezeichneten  Lagerung  der  Kreise 
jeder  von  ihnen,  während  er  sonst  nur  vier  andere  berührt,  mit  je 
sechs  Kreisen  in  Berührung  sein.  -- 

11.  Wir  wenden  uns  nun  noch  zur  Lehre  von  der  Komposition 
der  quadratischen  Formen,  welche  zuerst  Gauß  in  den  Disqu. 
arithm.  art.  234  ff.  in  allgemeinster  Weise  entwickelt  hat.  Sie  ist  dann 
unter  einfacheren  Voraussetzungen  sehr  elegant  von  Dirichlet  dar- 
gestellt worden,  allgemeiner  von  Arndt. ^)  Der  Zusammensetzung 
zweier  Formen  zu  einer  dritten  entspricht  aber  eine  gewisse  Zu- 
sammensetzung der  zu  ihnen  gehörigen  Gitter  zu  dem  Gitter  der 
letzteren  Form,  und  es  ist  leicht,  aus  den  Gesetzen  dieser  Gitterzu- 
sammensetzung diejenige  der  Formenkomposition  als  eine  einfache 
Folgerung  herzuleiten.  Dies  soll  im  folgenden  geschehen.  Hierbei 
werden  die  Formen  als  solche  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  voraus- 
gesetzt, und  wir  wollen  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Annahme 
beschränken,  daß  die  Formen  eigentlich  primitiv  sein  und  gleiche 
Determinante  haben  sollen. 

Seien 

f^ax^  +  2hxy  +  cy\    f  -  ax^  +  2Vx\j  +  c'y'^ 


zwei  solche  Formen  und 


G 


0.    VI 


ö'  = 


L  0, 


1)  Dirichlet,  De  formarum  binariarum  secundi  gradus  compositione  1851, 
Werke  Bd.  II,  S.  105;  vgl.  Vorles.  üb.  Zahlenth.,  4.  Aufl.  S.  387;  Arndt,  Auf- 
lösung einer  Aufgabe  in  der  Komposition  der  quadratischen  Formen,  Jour- 
nal f.  Math.,  Bd.  56,  S.  64,  vgl,  dazu  Diriohlets  Vorl.,  4.  Aufl.  S.  644. 
Siehe  auch  Dedekind,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  129,  S.  1  und  A.Speiser,  Fest- 
schrift für  H.Weber,  Leipzig  1912,  S.  375. 
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die  beiden  zu  ihnen  gehörigen,  auf  dasselbe  Koordinatensystem  be- 
zogenen Parallelgitter^  endlich 

die  den  letzteren  entsprechenden  öitterzahlen.  Man  bilde  alle  Produkte 

(34)  I .  r  =  {^Vä  +  fj  +  yf.y)  {x'Va'  +  ^,,'  +  j/f -,'), 

welche  sämtlichen  ganzzahligen  Xy  y,  x\  y  entsprechen,  sowie  alle 
Summen  solcher  Produkte  und  nenne  die  Gesamtheit  der  so  ent- 
stehenden Werte  ®.  Diese  Operation  zu  ihrer  Bildung  heiße  die  Zu- 
sammensetzung der  Gitter  6r  und  G\  Wir  stellen  uns  die 
Frage,  ob  es  eine  Form  {ä',  V,  c")  mit  derselben  Determinante!) 
gibt,  für  welche  die  Gesamtheit  ihrer  Gitterzahlen  mit  der  Gesamt- 
heit ®  identisch  ist. 

Soll  dies  der  Fall  sein,  so  muß  das  Produkt  (34),  welche  ganz- 
zahligen Werte  x^  y,  x\  y  auch  haben  mögen,  gleich  einem  Werte 
der  zu  {d\  V\  c")  gehörigen  Gitterzahl 

(35)  r  ==  X  .  j/7'  +  -^,  .  '^+'\/^  '  Y 


sein.  Den  Werten  iX?  ==  1,  «/  ==  0;  ^r'  =  1,  t/^'  =  0,  welche  den  beiden 
ersten  auf  der  X-Achse  liegenden  Grundpunktender  Gitter  (r,  G'  ent- 
sprechen, darf  ein  ebenfalls  auf  der  X-Achse  gelegener  Punkt,  d.  h. 
ein  Punkt  mit  F==0,  zugeordnet  werden,  und  aus  (34)  und  (35) 
folgt  dann  für  einen  gewissen  Wert  /i  von  X 

']/aa  =  ]/a"  •  y^ , 
d.  h. 

(36)  a''  =  ^\ 
Demnach  müßte 

(37)  {ax  +  &«/  +  y-]/l>)  (a';r'+  Vy'^y^^/^  =  ^i{a"X  +  r  Y+YD-  Y) 

werden,  woraus  für  x  =  1,  ^  =  0,  i/'  ==  1,  bzw.  für  x  =^  1,  /  =  0 
y  =  1,  bzw.  für  0?  ==  0,  ^  ==  1,  ix;'  =  0,  i/'  =  1  durch  Vergleichung  des 
Irrationalen  beiderseits  sich  die  Beziehungen 

a  ^  0,     a'^0,    b  +  b'^0  (mod.  ^) 

ergeben;  fi  muß  also  gemeinsamer  Teiler  der  drei  Zahlen 
a,  a'y  &  +  *&'  s^in.  Da  andererseits  so  jede  der  Gitterzahlen  (35)  ent- 
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stehen  soll,  so  müssen  jedem  ganzzahligen  System  Xj  Z  auch  ganz- 
zahlige Xj  y,  Xf  y  entsprechen  derart,  daß  der  Ausdruck  (35)  dem 
Produkte  (34)  oder  einer  Summe  solcher  Produkte  gleich  ist.  Setzt 
man  insbesondere  Y  =\  voraus,  so  lehrt  die  Vergleichung  des  Irra- 
tionalen zu  beiden  Seiten  in  (37),  daß  yi  ein  Ausdruck  oder  eine 
Summe  von  Ausdrücken  von  der  Gestalt 

{ax  -f  })y)y  +  (aV  -f-  Vy)y  =  axy  -}-  dx'y'\'  (h  +  y)yy, 

mithin  durch  jeden  gemeinsamen  Teiler  der  Zahlen  a,  a' ^  h  •\-'b'  teil- 
bar, also  ihr  größter  gemeinsamer  Teiler  sein  muß.  V^ergleicht 
man  dann  in  (37)  neben  dem  Irrationalen  beider  Seiten  auch  das 
Rationale    derselben   für    die   oben  bezeichneten  drei   Systeme   der 

Zahlen  a?,  ^,  y  yy\  so  ergeben  sich  einerseits  für  Fdie  Werte 
--^^—  bzw.,  andererseits  die  Kongruenzen 


a      a 


(38) 


wo 

(38  a) 


a 
a 


.^ 


—  •  b 

bb'  +  JD 


(mod.  a') , 


hb'  +  D 


h'  +  b 


a 

C 


, ,    &  -f  &'        a 


eine  ganze  Zahl  ist. 

Haben  wir  so  Bedingungen  gefunden,  welche  für  die  Bejahung  der 
gestellten  Frage  notwendig  sind,  so  zeigen  wir  nun  zunächst,  daß 
man,  nachdem  a"  der  Gleichung  (36)  gemäß  gewählt  ist,  den  weiteren 
Bedingungen  (38)  durch  ganze  Zahlen  &"  genügen  kann.  Da  ^  größ- 
ter gemeinsamer  Teiler  der  Zahlen  a,  a,  h  -\-V  ist,  gibt  es  ganze 
Zahlen  a,  ß,  7,  für  welche 


(39) 


a  ,    a 

-  •  (^  H — 


/3  +  ^^^-r 


1 


ist.  Wenn  also  eine  Zahl  V  vorhanden  ist,  für  welche  die  Kongruenzen 
(38)  stattfinden,  so  leistet  sie  auch  der  aus  ihnen  abgeleiteten  Kon- 
gruenz 

(40)  r^^aV+~ßh  +  ^-^~^y     (mod.  O 


Genüge.    Umgekehrt  erfüllen  aber  auch  die  so  definierten  Zahlen  V 
wirklich  die  gestellten  Bedingungen.  In  der  Tat  folgen  aus  (39)  zu- 
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nächst  die  Kongruenzen 

/a\2  h-Lh'     ay         a 

(  — )    '  a  -] —  .   -   ™  - 

\/A/  II         ^         ^ 

und  folglich  aus  (40)  mit  Rücksicht  auf  (38  a) 

_. .  ft  ^  (7)  ««>  +  ^.~^«'  +  -^- \cir)y  -  -j^'  y  ^  ,  ^  ('^«^^- « ) 

endlich 

&+&'     ,,,       aa     ^+&\'    ,    ^7     ^+^\    ,   &&'+-ö     &  +  ?>' 

♦  0    =  — -  •  — - — 0  A •    -0  -\ • y. 

II  II  II  1^  1^  f*  f* 

woraus  wegen  (39) 

tu. .  r  ^  ^^1+^  +  ^  (6fc'  +  6'  ^  -  66'  _  D) 

II  II  II 

II  11^  ll"        '^ 

bV  +  B     .  -j         n. 

^ ^ —  (mod.  a  ) 

hervorgeht.  Es  gibt  also  eine  Zahl  a"  und  eine  durch  die  Kongruenz 
(40)  definierte  Restklasse  (mod.  a')^  deren  Zahlen  V  zusammen  mit 
a"  die  geforderten  Bedingungen  erfüllen.  Für  diese  Zahlen  erschließt 
man  aber  ferner  aus  den  Kongruenzen  (38) 


6+6'\2     .,„2        ^.       (65'  +  7))^  -  Z)  (6  +  &')'  _  (6^ -  -D)  (&' '  -  -P) 


s^  .  cc'sO  (mod.  a") 

und  folglich,  da  — ,  — ,  ^--^~  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind, 
j"2  _  D  =  0  (mod.  a"), 
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so  daß  ^^      ^.,_^ 


eine  ganze  Zahl  und  («",  6",  c")  eine  Form  mit  der  Determinante  D 
ist,  deren  Gitterzahlen  durch  die  Formel  (35)  bestimmt  sind. 
Setzt  man  nun 

ft(a"X  +  l"  Y)  =  aa'xx'  +  al'xy  +  a'hx'y  +  (bV  +  I))yy' 
iiY  =  a'x'y  +  axy  +  (&  +  V)tjy', 


d. 


(41) 


X 


^,xx'+^{{^V-^l")xy'+{^l-^V')x'y 


H 


hV-^-B        h-\-h\ 


f* 


f* 


'>/] 


Y---xy  +-xy  +  -~~^-~yy, 

SO  werden  X,  Y  den  Kongruenzen  (38)  zufolge  für  jedes  ganzzahlige 
System  x^y^x' ^y  auch  ganze  Zahlen  und  erfüllen  die  Gleichung (37), 
d.  h.  jedes  Produkt  |  •  ^^  also  auch  jede  Summe  solcher  Produkte; 
mithin  die  ganze  Gesamtheit  ®  gehört  zu  den  Gitterzahlen  der  Form 
(a",  V\  c'y  Da  für  solche  Werte  X,  Y  die  Gleichung  (37)  bestehen 
bleibt,  wenn  "j/^D  in  —  ]/D  verwandelt  wird,  so  erhält  man  durch 
Multiplikation  der  so  entstehenden  mit  der  ursprünglichen  Gleichung 
die  Beziehung: 

(42)  {ax^-\-  2hxy  +  cy^)(a'x'^+  2Vxy'+(fy'^) 

=  a"X^+2rXY+c'Y\ 

Die  Form  /*'"=  {a",  V^,  c'\  welche  auf  diese  Weise  durch 
die  bilineare  Substitution  (41)  in  das  Produkt  der  beiden 
Formen  f  ==  (a,  &,  c)^  /"==  (a',  &',  c')  verwandelt  wird,  heißt  aus 
den  letzteren  zusammengesetzt  und  wird  als  ihr  Produkt: 

bezeichnet. 

Je  zwei  Formen  (a,  &,  c),  {a\  &',  c)  mit  der  Determinante  D 
lassen  sich  also  zu  einer  dritten  Form  {a\  V\  c')  mit  derselben  De- 
terminante zusammensetzen,  deren  Koeffizienten  durch  die  Be- 
dingungen (36),  (38)  bestimmt  sind. 

Wie  gezeigt,  gehören  alle  Zahlen  der  Gesamtheit  @  zu  den 
Gitterzahlen  der  Form  {a\V\  c")\  aber  es  fragt  sich  noch,  ob  ® 
mit  der  Gesamtheit  der  letzteren  identisch  ist.  Dies  ist 
sicher  der  Fall,  wenn  die  Zahlen  a,  a\  i  +  V  ohne  gemein- 
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Samen  Teiler  sind,  also  fi  =  1   ist.    Denn  alsdann  ist  a''=«  «a'^ 
und  in  &  befinden  sich  n.  a.  die  Zahlen 

yä'  ya"  Ya  Ya' 

h  +  yi)   V  +|/J ^hh'  +  I)  +  {h  +  h')yB 

yä      yä'  yär  ' 

von  denen  die  drei  letzten  nach  den  Kongruenzen  (38)  bis  auf  Viel- 
fache von  ]/a"  mit 

ya  ya  ya 

gleich  sind;  also  sind  auch  diese  drei  Zahlen  in  (S  enthalten,  und  da 

a,  a,  h  -\-  V  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  auch  -l      •     Dem- 

]/a" 

zufolge  sind  dann  aber  endlich  alle  Gitterzahlen  (35)  Zahlen  der  Ge- 
samtheit Qi  und  diese  mit  deren  Gesamtheit  identisch. 

Zwei  Formen  (a,  &,  c),  (a\  V,  c),  für  welche  a,  a\  i  +  h'  ohne  ge- 
meinsamen Teiler  sind,  werden  (nach  Dedekind)  einig  genannt 
Man  darf  daher  das  Gefundene  in  folgendem  Satze  aussprechen:  Durch 
Zusammensetzung  der  Parallelgitter  (?,  G'  zweier  einiger 
Formen  (a,  6,  c),  (a',  V,  e)  entsteht  das  Parallelgitter 


O" 


0.    VI 


der  aus  ihnen  zusammengesetzten  Form  (a",  V,  d'\  Ent- 
sprechend der  Zusammensetzung  der  Formen  soll  daher  auch  das 
Gitter  G"  aus  ö,  G*  zusammengesetzt  heißen,  diese  Zusammen- 
setzung wieder  als  eine  Multiplikation  angesehen  und  demgemäß 

a"^G'G'=G''G 

geschrieben  werden,  wobei  es  offenbar  auf  die  Ordnung  der  Faktoren 
nicht  ankommt. 

12.  Sind  aber  -BT,  K'  zwei  Klassen  eigentlich  primitiver  Formen 
mit  der  Determinante  D,  so  lassen  sich  stets  auf  unendlich  viele  Weisen 
zwei  einige  Formen  /*,  f  als  ihre  Repräsentanten  aus  ihnen  auswäh- 
len. Z.  B.  folgendermaßen:  Bekanntlich  sind  in  jeder  Klasse  eigent- 
lich primitiver  Formen  unendlich  viele  Formen  vorhanden,  deren  erster 
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Koeffizient  zu  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  teilerfremd  ist.  Demnach 
kann  man  f  ==  {a,  h,  c)  in  der  Klasse  K  so  gewählt  denken,  daß  a  zu 
D,  und  f  ==  (a,  V,  c)  in  der  Klasse  K'  so,  daß  a  nicht  nur  zu  I), 
sondern  auch  noch  zu  a  teilerfremd  ist.  Alsdann  sind  die  drei  Zahlen 
a,  d y  h  +  V  gewiß  ohne  gemeinsamen  Teiler,  also  ^ti  =  1,  f  und  f 
sind  also  einige  Formen^  und  nunmehr  ergeben  die  Beziehungen  (36) 
und  (38),  daß  ^.^^^, 

und 

iV  ^  h  (mod.  a),     h"  ^  V  (mod.  d) 

^^^^  \{h  +  V)h"  ~  hV  +  D{mo&,ad) 

ist-,  die  dritte  dieser  Kongruenzen  ist,  wie  die  Identität 

(6"  -  h)  {V-  V)  =  V^  -~{h  +  v)r  +  hV 

erkennen  läßt,  zufolge  der  ersten  beiden  mit  der  folgenden: 

V'^  ~  D  {mod.  ad) 

gleichbedeutend.  Ist  nun  B  ein  Wert  von  V\  welcher  diese  Be- 
dingungen erfüllt,  und  setzt  man  demgemäß 

B^-D==ad'C, 

so  sind  die  Formen  /*==  (a,  h,  c),  /"==  {d,  V,  c')  bzw.  äquivalent  mit 

(a,  B,  dC),     {d,  B,  a  0), 

und  wenn  man  in  voriger  Nummer  diese  Formen  an  Stelle  von  f,  f 
setzt,  so  erhält  man  als  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Form  die 
Form  f  ===  {adjB,  G),  und  die  Gleichung  (42)  nimmt  die  Gestalt  an: 

(44)  (a^2  +  2Bxy  +  d Gy^)  (dx'  +  2Bx'y  +  aGy^) 

^adX'  +  2BXY+GY', 

während  nach  (41)  die  bilineare  Substitution,  durch  welche  diese 
Gleichheit  bewirkt  wird,  die  folgende  ist: 

(45)  X  =  XX  —  Gyy,     r==  axy  +  dxy  +  "2Byy\ 

Man  erkennt  hieraus,  daß  die  aus  den  eigentlich  primitiven  Formen 
zusammengesetzte  Form  ebenfalls  eigentlich  primitiv  ist.  Denn,  da 
/*  f  solche  Formen  sind,  so  sind  es  auch  die  ihnen  äquivalenten, 
offenbar  einigen  Formen  (a,  B,  d  C),  (d,  B,  aC);  dann  können  aber 
auch  ad,  2B,  C  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben;  denn,  ginge  eine 
Primzahl  p  in  ihnen  allen  auf,  so  wäre  sie  entweder  gemeinsamer 
Teiler  von  a,  2  B,  C,  also  auch  von  a,  2  J5,  d  C,  oder  von  a',  2B,  (7,  also 
auch  von  a,  2B,  aC  gegen  Voraussetzung.  Nun  seien  9,  g?'  irgend 
zwei  einige  Formen  aus  K  und  K',   dann  bestehen  die  Gitter  der 
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Formen  f,  q)  aus  denselben  Punkten,  und  korrespondierenden  Punkten 
beider  Gitter  kommen  gleiche  Gitterzahlen  zu^);  demnach  ist  die  Ge- 
samtheit der  Gitterzahlen  für  beide  Formen  dieselbe.  Gleiches  gilt 
für  die  miteinander  äquivalenten  Formen  f\  q)\  Deshalb  muß  die 
nach  voriger  Nummer  aus  den  Gitterzahlen  der  Formen  f^  f  gebil- 
dete Gesamtheit  @,  d.  i.  die  Gesamtheit  der  Gitterzahlen  der  Form 
f,  übereinstimmen  mit  der  entsprechend  für  die  Formen  (p^  (p'  ge- 
bildeten Gesamtheit,  d.  i.  mit  der  Gesamtheit  der  Gitterzahlen  für  die 
aus  (pf  (p'  zusammengesetzte  Form  cp".  Mit  anderen  Worten:  das 
Punktgitter  der  Form  (p''  ist  dasselbe  wie  das  der  Form  /*",  und  dem- 
nach gehören  beide  Formen  derselben  Klasse  an.  Man  erhält  also  den 
Satz: 

Wie  man  auch  die  einigen  Repräsentanten  zweier  Klassen  K^  K' 
eigentlich  primitiver  Formen  mit  der  Determinante  D  auswählt,  die 
aus  beiden  zusammeugesetzte  Form  gehört  stets  ein  und  derselben 
Klasse  K"  eigentlich  primitiver  Formen  njit  derselben  Determinante 
an,  und  man  darf  daher  jetzt  auch  diese  Klasse  aus  jenen  beiden 
Klassen  zusammengesetzt  nennen  und  dies  schreiben  wie  folgt: 

Und  entsprechend  darf  jetzt  das  Punktgitter  Gr"  der  zusammenge- 
setzten Form  f"  als  aus  den  Punkt  gittern  (r,  G'  der  Formen  /",  f 
zusammengesetzt  aufgefaßt  und  bezeichnet  werden. 

13.  Wii'd  unter  /"=  (V,  &',  c')  die  Hauptform  x^  —  Dxf  für  die 
Determinante  D,  unter  K'  also  die  Hauptklasse  JT^  verstanden, 
d.  i.  a'  ==  1,  &'  ==  0,  c'  =  -~  D  gedacht,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

a"  =-  (%,     V  ~  Z>,    y^  =  D  (mod.  a)\ 

man  darf  also  h"  oder  jB  gleich  ?>  wählen.  Dann  wird  das  Gitter  Gr' 
mit  G  identisch  und  die  zusammengesetzte  Form  f"  mit  f.  Man  er- 
hält also  den  Satz:  Durch  Zusammensetzung  des  Hauptgitters 

-1,        0 

-0,  y-E 

mit  einem  beliebigen  Gitter  (^entsteht  wieder  dieses  Gitter: 

(tq •  G  =  G  '  Gq=  G j 

und  entsprechend  durch  Zusammensetzung  der  Hauptklasse 
Kq  mit  einer  beliebigen  Klasse  K  derselben  Determinante 
wieder  diese  Klasse: 

1)  Genauer:  proportionale  Gitterzahlen,  doch  darf  von  dem  konstanten  Pro- 
portionalitätsfaktor  abgesehen  werden 


Gq' 
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Insbesondere  folgt  hieraus,  daß  das  Hauptgitter  durch  Zusammen- 
setzung mit  sich  selbst,  desgleichen  die  Hauptklasse  durch  Zusammen- 
setzung mit  sich  selbst  ungeändert  bleibt. 

Wenn  dagegen  f  =  (a',  6',  c')  die  zu  /"  =  (a^  h,  c)  entgegengesetzte 
Form,  d.  i.  a'  =  a,  h'  =  —  h,  c'  =^  c  ist,  so  ist  a  größter  gemeinsamer 
Teiler  der  Zahlen  a,  a,  h  +  V,  mithin  /i  =  a,  a"=  1,  und  die  sonst 
durch  die  Kongruenzen  (38)  bestimmte  Zahl  V\  bleibt  beliebig  und 
darf  daher  gleich  Null  gewählt  werden.  Demnach  wird  die  Gesamt- 
heit ®  identisch  mit  Gq,  In  der  Tat  liefert  jedes  Produkt  (34)  zweier 
Gitterzahlen  der  entgegengesetzten  Formen  im  Ausdrucke 

{axx[  -  hixy  —  x'y)  —  cyy)  +  (xy  +  xy)  ]/D 

eine  Gitterzahl  des  Hauptgitters,  und  jene  Gesamtheit  ®  ist  also  dem 
letzteren  eingelagert;  da  sie  aber,  wie  unschwer  einzusehen,  die  Grund- 
zahlen 1  und  Yd  des  Hauptgitters  in  sich  enthält,  so  muß  sie  mit 
diesem  identisch  sein.  Die  aus  /  und  f  zusammengesetzte  Form  f" 
wird  wegen  a"=  1,  &"=  0  zur  Hauptform  rr^—  D«/l  Man  hat  also 
die  einander  entsprechenden  Sätze:  Zwei  konjugierte,  d.h.  zu 
entgegengesetzten  Formen  gehörige  Gitter,  die  mit  (r,  G"^ 
bezeichnet  werden  sollen,  geben  zusammengesetzt  das 
Hauptgitter,  zwei  entgegengesetzte  Klassen  K,  K~^  die 
Hauptklasse: 

Q.G-^^G-^'G^G^,    K'K'^^K-'K^K,. 

Da  nun  für  ganzzahlige  Formen  mit  gegebener  Determinante 
D  nur  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Klassen,  also  auch  nur 
eine  endliche  Anzahl  zugehöriger  Punktgitter  vorhanden  ist,  erkennt 
man  ans  diesen  Sätzen,  daß  die  Gesamtheit  dieser  Gitter  eine  Gruppe 
bildet,  für  welche  die  Multiplikation  der  Elemente  kommutativ  und, 
wie  aus  der  Natur  der  betrachteten  Zusammensetzung  von  selbst  ein- 
leuchtet, auch  assoziativ  ist.  Die  Gruppe  ist  also  eine  endliche  Abel- 
sche  Gruppe,  und  es  besteht  für  sie  der  bekannte,  solchen  Gruppen 
eigene  Fundamentalsatz:  Für  jedes  Gitter  G  gibt  es  eine  kleinste 
Potenz  (?'*,  welche  mit  dem  Hauptgitter  Gq  identisch  ist,  was  dadurch 
bezeichnet  wird,  daß  man  G  zum  Exponenten  h  gehörig  nennt;  und 
ferner  gibt  es  gewisse  Fundamentalgitter  T,  f^,  Tg,  .  .  von  der  Art, 
daß  das  aus  ihnen  zusammengesetzte  Gitter 

(46)  p.r/-r/^ ... 

jedes  der  Gitter  G  und  jedes  von  ihnen  nur  einmal  liefert, 
wenn  die  Exponenten  Jc^  bzw.  alle  nicht  negativen  ganzen 
Zahlen  bis  hin  zum  Exponenten  h^^  zu  welchem  f^.  gehört 
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durchlaufen.  Ganz  Entsprechendes  gilt  daher  auch  für  die  Formen- 
klassen von  gleicher  Determinante. 

14.  Bisher  haben  wir  die  Parallelgitter  der  Formen,  die  wir  zu- 
sammensetzten, so  gelegt,  daß  ihre  ersten  Grundpunkte  sämtlich  auf 
die  X-Achse  des  Koordinatensystems  fielen.  F.  Klein  hat  statt  dessen 
eine  andere,  scheinbar  geringfügige  Anordnung  eingeführt,  die  in 
Wahrheit  sehr  wesentlich  ist  und  deshalb  hier  nicht  ohne  Erwäh- 
nung bleiben  soll. 

Aus  Nr.  7  ist  zu  entnehmen,  daß  der  Multiplikation  der  Gitter- 
zahlen I  einer  Form  (a,  6,  c),  deren  Determinante  Z)  <  0  ist,  mit  dem 
Faktor  q  =  e^^  eine  Drehung  um  den  Anfangspunkt  um  den  Winkel 
9?,  und  der  Multiplikation  der  Gitterzahl  |,  wenn  D>  0  ist,  mit  einem 

Faktor  q  =  ^  ^^ —  eine  Veränderung  des  Gitters  entspricht,  die  als 
seine  Drehung  um  den  Anfangspunkt  um  den  hyperbolischen  Winkel 

aufgefaßt  werden  kann.  Aus  diesem  Grunde  darf  der  Faktor  q  als 
Azimutal-  oder  Drehfaktor  bezeichnet  werden.  Indem  wir  n an 
für  das  Hauptgitter,  nämlich  für  das  ParaUelgitter  der  die  Klasse  Kq 
repräsentierenden  Hauptform  x^  —  Dy^,  die  bisherige  Lage  beibehal- 
ten, also  seinen  ersten  Grundpunkt  x  =  1,  y  =  0  auf  die  Hauptachse 
legen  und  demgemäß  seine  Gitterzahlen  durch  l^  =  ^  +  ^  YD  aus- 
drücken, wollen  wir  für  die  Repräsentanten  (a,  &,  c)  der  übrigen 
Klassen  als  deren  Gitterzahlen  nicht  mehr  die  Ausdrücke  |,  sondern 
Q^  einführen,  d.h.  die  Parallelgitter  dieser  Formen  gegen  das  Haupt- 
gitter in  der  Weise  orientieren,  wie  die  Drehfaktoren  q  es  angeben. 
Damit  aber  das  Produkt  der  konjugierten  Linearfaktoren  nach  wie 
Yor  die  Form  ax^  +  2bxy  -f  cy^  ergibt,  muß  dann  statt  tj  der  Aus- 
druck Q~^'  rj  gesetzt  werden.  Erinnern  wir  uns  weiter,  daß  konju- 
gierte Gitter,  d.  i.  die  ParaUelgitter  zweier  entgegengesetzter  Formen, 
gegen  die  X-Achse  spiegelbildlich  lagen.  Soll  dieses  Verhältnis  durch 
die  anderweitige  Orientierung  der  Gitter  nicht  aufgehoben  werden,  so 
muß  ofPenbar  das  Parallelgitter  der  entgegengesetzten  Form  (a^  —  b,  c) 
um  ebenso  weit,  aber  nach  der  anderen  Seite,  gedreht  werden,  wie  das 
der  Form  (a,  &,  c) ;  wird  also 


xVä  +  ±y  +  yY^ 


mit  Q  multipliziert,  so  muß  die  Gitterzahl 
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der  entgegengesetzten  Form  mit  q~^  multipliziert  werden.  Endlich 
bemerke  man,  daß  durch  Orientierung  des  Parallelgitters  einer 
Form  zugleich  diejenige  des  Punktgitters  ihrer  Klasse  bestimmt 
ist,  daß  letztere  jedoch  die  gleiche  bleibt,  wenn  statt  des  so  orien- 
tierten Parallelgitters  irgendeine  seiner  Deckungen  mit  sich  selbst 
gesetzt  wird. 

Nach  diesen  Bemerkungen  und  Bestimmungen  ist  sehr  leicht  zu 
übersehen,  daß  die  beiden  ersten  Sätze  der  vorigen  Nummer  auch  für 
beliebig  orientierte  Punktgitter  von  Formen klassen  in  Geltung  bleiben. 
Im  übrigen  aber  ist  die  Orientierung  der  Gitter,  wenn  die  Gesetze 
ihrer  Zusammensetzung  bestehen  bleiben  sollen,  nicht  willkürlich. 
Werden  nämlich  die  Gitterzahlen  |,  |'  zweier  Formen  durch  ^|,  ^'|' 
ersetzt,  so  gehen  die  früher  mit  |''  bezeichneten  Gitterzahlen  des  zu- 
sammengesetzten Gitters  in  ^^'-1"  über.  Bezeichnet  man  daher 
mit  Q.  den  Drehfaktor  des  Fundamentalgitters  f.,  so  erhalten  seine 
Gitterzahlen  ^-  durch  Zusammensetzung  des  Gitters  zur  Potenz  TA^  den 
Faktor^/* .  Soll  dieses  letztere  Punktgitter  aber  mit  Gq  identisch  sein, 
so  muß  der  bezeichnete  Faktor  mit  einem  der  Faktoren  übereinstim- 
men, durch  welche  das  Hauptgitter  mit  sich  selbst  zur  Deckung  ge- 
bracht wird.  Für  den  Fall  einer  negativen  Determinante  D  gibt  dies, 
unter  n  eine  ganze  Zahl  verstanden,  die  Beziehung 

^A-=  +  1  =  6«^^; 

n/zi 

d.  h.Q.^e  '*«■  ;  für  den  Fall  eines  positiven  D  aber 


d.  i.  Q.  =  e  ^^^  wo  CO  durch  die  Fundamentalauflösung  T,  ü  der  Feil- 
schen Gleichung  nach  Formel  (33)  bestimmt  ist.  Sind  nun  in  solcher 
Weise  die  Orientierungen  der  Fund amentalgitter  festgelegt,  so  werden 
die  Gesetze  der  Zusammensetzung  auch  für  die  orientierten  Punkt- 
gitter in  voller  Geltung  bleiben,  wenn  anders  man  für  das  durch  die 
Formel  (46)  definierte  Gitter  G  die  Zahl  q^-  q^^^-  q^^-^  ...  als  Dreh- 
faktor festsetzt.    In  der  Tat,  ist  G'  ein  zweites  Punktgitter 

mit  dem  Drehfaktor  q^-  ^/i'-  q^^^'  .  .  .,   so  erhält  das  aus  G  und  G 
zusammengesetzte  Punktgitter 

den  ihm  zukommenden  Drehfaktor  q^'^^'  •  q^^^'^^^'  •  ^g*^"*"^^' .  .  .,  d.  h.  die 
richtige  Orientierung. 

Die  Gesamtheit  der  so  übereinandergelagerten,  richtig 
orientierten  Punktgitter  für  Formen  mit  der  Determinante 
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JD  heißt  nach  Klein  die  Normalfigur  für  dieselben.  Sie  bildet 
ihm  die  Grundlage  für  die  Theorie  des  quadratischen  Zahlenkörpers, 
wie  er  sie  in  seinen  zahlentheoretischen  Vorlesungen^  auf  welche  der 
Leser  hiermit  verwiesen  sei,  ausführlich  entwickelt  hat. 

Sechstes  Kapitel. 
Runmgitter  und  positive  ternäre  quadratische  Formen. 

1.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  ternären  quadratischen 
Formen. 

Wie  man  die  Mannigfaltigkeiten  aller  Werte  einer  oder  zweier 
reeller  Veränderlichen  geometrisch  durch  die  Punkte  einer  Geraden 
bzw.  einer  Ebene  darstellen  kann,  so  läßt  sich  diejenige  von  drei 
reellen  Veränderlichen  durch  die  Punkte  des  Raumes  veranschaulichen. 
Man  wähle  drei  beliebige  durch  einen  Punkt  0  gehende  Achsen, 
welche  eine  Ecke  bilden,  und  trage  auf  jeder  von  ihnen  nach  beiden 
Seiten  von  0  hin  lauter  gleiche  Strecken  bzw.  von  der  Größe  Q,  b,  c 
ab.  Nimmt  man  sie  als  Vektoren,  so  kommt  jedem  Punkte  des 
Raumes  ein  Vektor 

(1)  p  ==  a^  +  b^  +  c^ 

zu,  und  sie  werden  so  sämtlich  erhalten,  wenn  man  x,  y,  z  alle  reellen 
Werte  durchlaufen  läßt.  Legt  man  aber  durch  die  Endpunkte  der 
auf  jeder  der  Achsen  bezeichneten  Strecken  Ebenen,  welche  der  Ebene 
je  der  beiden  anderen  Achsen  parallel  sind,  so  zerlegt  man  den  ganzen 
Raum  in  lauter  kongruente  Parallelepipede  mit  den  Kanten  a,  6,  c, 
und  ihre  Eckpunkte,  welche  durch  die  den  ganzzahligen  Werten  von 
X,  y,  z  entsprechenden  Vektoren  bestimmt  sind,  bilden  die  Gitter- 
punkte eines  Raumgitters.  Die  Formel  (1)  definiert  also  für 
alle  ganzzahligen  a;,  «/,  z  ein  Raumgitter. 

Indem  man  die  Grundpankte  desselben,  d.  h.  die  Punkte  mit 
den  Vektoren  a,  b,  c,  auf  irgendein  durch  0  gehendes  Koordinaten- 
system I,  %  5  bezieht,  seien  a,  oc^,  a^^  ß^  ß^,  ß^;  y,  y^,  y^  bzw.  ihre 
Koordinaten.  Dann  werden  die  Koordinaten  des  Punktes  mit  dem 
Vektor  :p 

(2)  ^^ccx  +  ßy  +  yz,     V  =  <^i^  + ßiy  +  Ti^,     t  =-- cc2^  +  ß^y  +  n^ 

sein,  wobei  der  Modul 

:       ß      y 

'1    ßi    ri 
'2    ß^    n 

von  Null  verschieden  ist  und,  wenn  die  Koordinaten  |,  ly,  g  der  Ein- 
fachheit wegen  als  rechtwinklig  gedacht  werden,  in  seinem  absoluten 
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Werte  den  Inhalt  des  Grundparallelepipeds  bestimmt.  Diese  For- 
meln ergeben,  wenn  x,y,z  ganzzablig  sind,  die  Gritterpunkte 
des  Raumgitters  und  stellen  seine  analytische  Definition 
vor. 

N™^^i  ix^pX+qY+rZ 

(3)  \y^.p,X+q,Y+r,Z 

\z=p,X+q,T+r,Z 

eine  lineare  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  und  einem 
von  Null  verschiedenen  Modul  iüf.  Durch  Substitution  dieser  Aus- 
drücke in  (2)  gehen  Gleichungen  hervor  von  der  Gestalt 

i^^XX  +  ^Y+vZ 

(4)  L^l,X  +  ^,Y  +  v,Z 
l^^^X^X  +  ^^Y+v^Z, 

in  welchen  die  Koeffizienten  durch  die  Formeln 

n^pa+p^ß  -\-p^f,    S^=qcc^-q^ß  +q^y,    v  ^ra +r^ß +r^y 

(5)  Ui-==pcct+Pißi+P2ru  Fi-Q(^i+Qißi+^2ri?  "^i^-^ra^+rj^+r^r^ 

^h-p^^+Piß2+P2r2?  1^2= 0.^2+ Q-iß^+a^n,  ^2=^ß^2+^\A+^2^2 

bestimmt  sind-,  wir  fassen  sie  analog  der  Multiplikationsformel  für 
Determinanten  in  die  eine  Formel 

X,    II,    V       a,    ßy   y     p,    q,    r 

(6)  h,    /ii,    1^1=  «i;  ßiy  n      Pu    9.ly    n 
^2?    ^2y    ^2         ^2?   ft?   72      P2y    ^2J    ^3 

zusammen,  der  entsprechend  sich  die  Gleichung 


(7) 


k, 

^, 

h, 

t^u 

h, 

N, 

A'M 


herausstellt.  Offenbar  definieren  die  Gleichungen  (4),  wenn  darin 
X,  Y,  Z  alle  ganzen  Zahlen  durchlaufen,  ein  neues  Raumgitter.  Da 
aber  ganzzahligen  X,  Y",  Z  vermittels  (3)  auch  ganzzahlige  x,  y,  s 
entsprechen,  für  welche  die  durch  (4)  bestimmten  |,  %  g  den  durch 

(2)  bestimmten  gleich  sind,  so  sind  alle  Gitterpunkte  des  neuen  Git- 
ters auch  solche  des  ursprünglichen,  d.h.  also  jenes  ist  diesem  letzteren 
eingelagert.  Man  erhält  aber  auch  jedes  dem  ursprünglichen 
eingelagerte  Gitter,  wenn  man  die  lineare  ganzzahlige  Substitution 

(3)  auf  alle  möglichen  Weisen  so  wählt,  daß  ihr  Modul  Jf  nicht  ver- 
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schwindet.  Denn,  da  die  Grundpunkte  eines  solchen  zugleich  auch 
Punkte  des  ursprünglichen  Gitters  sind,  so  bestehen  für  ihre  Koordi- 
naten A,  Aj,  l^'y  ^,  iiif  ^2]  ^^f  ^1?  ^3  Gleichungen  von  der  Form  (5) 
mit  ganzzahligen  Werten  ^,jOj, ^2;  g,  ^1?  ^2?  ^;  ^1?  ^2  l^zw.,  und  ihnen 
zufolge  gehen  die  Gleichungen  (4)  für  das  neue  Gitter  aus  den  Glei- 
chungen (2)  des  ursprünglichen  durch  die  Substitution  (3)  hervor, 
deren  Modul  nicht  verschwinden  kann,  da  sonst  der  Formel  (7)  ge- 
mäß die  Determinante  ^ 


^2  ?    F'2  ?    '^2 


0 


genommen  den  Inhalt  des  neuen 


wäre,  während   sie   doch  absolut 
GrundparaUelepipeds  ausmacht. 

Entsprechen  nun  vermittels  der  Gleichungen  (3)  auch  umgekehrt 
ganzzahligen  x,  y,  0  stets  ganzzahlige  X,  F,  Z^  was  bekanntlich  dann 
und  nur  dann  geschieht,  wenn  M  =  ±- 1  ist,  so  wird  jeder  Punkt  des 
ursprünglichen  Gitters  auch  ein  Gitterpunkt  des  neuen  sein;  beide  Gitter 
werden  sich  also  decken,  nämlich  die  beiden  Parallelgitter  (2)  und 
(4)  nur  ein  und  dasselbe  Punktgitter  in  verschiedener  Einteilung 
repräsentieren.  Der  geometrische  Ausdruck  dieses  Umstandes  ist  mit- 
hin die  Inhaltsgleichheit  der  Grundparallelepipede  beider  Gitter  oder 


die  Gleichung 


A,    f(,    V 


ßu 


r 

72 


und  man  erhält  aUe  Darstellungen  des  Punktgitters  als  ein  Parallel- 
gitter, wenn  man  auf  die  eine  Darstellung  (2)  desselben  sämtliche 
ganzzahlige  Substitutionen  (3),  deren  Modul  ±  1  ist,  zur  Anwendung 
bringt. 

2.  Da  das  GrundparaUelepiped  G  des  eingelagerten  Gitters  das 
\M\  fache  des  GrundparaUelepipeds^  des  ursprünglichen  Gitters  ist, 
beide  Gitter  aber  den  Raum  in  kongruente  Teile  dieser  Art  zerlegen, 
so  darf  man  schließen,  daß  auf  |  M\  Parallel epipede  g  nur  je  ein  G, 
oder  daß  auf  je  |ilf|  Gitterpunkte  des  ursprünglichen  Gitters  ein 
Gitterpunkt  des  eingelagerten  komme,  d.  h.  daß  |  M  \  die  Anzahl  der 
Gitterpunkte  des  ersteren  bezeichne,  welche  auf  ein  Parallelepiped  des 
zweiten  entfallen.  Dieser  Schluß,  analog  einem  für  ebene  Gitter  schon 
im  vorigen  Kapitel  ausgesprochenen,  läßt  sich  durch  eine  Betrach- 
tung, die  ähnlich  auch  für  jenen  gelten  würde,  völlig  streng  begrün- 
den, wie  folgt. 

Der  Einfachheit  wegen  denke  man  sich  dabei  das  ursprüngliche 
Gitter  (2)  als  ein  rechtwinkliges,  also  g  =  a  -  h  -  C.   Um  seinen  An- 
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fangspuiikt  als  Mittelpunkt  beschreibe  man  einen  Würfel,  dessen  Ecken 
den  Werten  +  ^^  dz  ^^  i:  ^'^  ^^n  x^  y,  0  entsprechen ^  wo  Sl  eine 
noch  näher  anzugebende  ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  gehören  diesem 
Würfel  vom  Inhalt  8^  •  Sl^  genau  (2ß  +  1)^  Gitterpunkte  des  ge- 
dachten Gitters  an.  Nun  betrachte  man  jeden  Gitterpunkt  X,  Z,  Z 
des  zweiten  Gitters  (4),  der  in  oder  auf  jenen  Würfel  fällt,  und  lege 
um  ihn  als  Mittelpunkt  ein  dem  Grondparailelepipede  G  kongruentes, 
durch  eine  Parallelverschiebung  daraus  hervorgehendes  Parallelepiped. 
Ist  d  eine  ganze  Zahl,  welche  die  größte  Ausdehnung  desselben  in 
der  Richtung  der  Achsen  des  ursprünglichen  Gitters  übertrifft,  und 
denkt  man  nunmehr  die  ganze  Zahl  Sl  größer  als  ^,  so  ist  klar,  daß 
der  aus  allen  solchen  Parallelepipeden  von  der  Größe  G  gebildete 
Körper  ganz  in  dem  Würfel,  dessen  Ecken  den  Werten  ±  {Sl  +  d), 
■H-  {il  +  d),  +  (iß  +  d)  von  x,  y,  0  entsprechen,  enthalten  ist,  anderer- 
seits den  Würfel  mit  den  den  Werten  ±{Sl  —  d)^  ±{Sl  —  d),  ±  {ßl  —  d) 
von  X,  y,  0  entsprechenden  Ecken  in  sich  enthalten  wird.  Demnach 
finden  sich  für  sein  Volumen  F  die  Ungleichheiten 

Sg{P.  -dy^V  ^  8g {^^  +  df. 

Ferner  aber  wird  er  aus  ^  == -y^-- Parallelepipeden  von  der  ange- 
gebenen Art  zusammengesetzt  sein.  Wenn  daher  N  die  Anzahl  der 
Gitterpunkte  des  ursprünglichen  Gitters  bezeichnet,  die  in  ein  solches 
Parallelepiped    oder   in    das   Grundparallelepiped   G   fallen,    so    ist 

—--^^  '  -^  die  gesamte  Anzahl  derselben  in  jenem  Körper;  diese  aber 

befinden  sich  sämtlich  unter  denen,  welche  dem  größeren  der  beiden 
Würfel  angehören,  und  begreifen  andererseits  alle  die  unter  sich, 
welche  dem  kleineren  derselben  zugehörig  sind.  Somit  erhält  man 
die  neuen  Ungleichheiten: 

aus  deren  Verknüpfung  mit  den  vorigen  sich  weiter 

8|ß-f(?)«        <|,iif|<.      S{Sl~d)^    ~ 

und,  da  man  hierin  Sl  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lassen  darf, 
die  Gleichheit  N  =  \M\  ergibt. 

3.  Ähnlich  wie  in  Nr.  2  des  vorigen  Kapitels  läßt  sich  nun  unter 
allen  dem  räumlichen  Punktgitter  (2)  eigenen  Parallel  gittern  eins 
auszeichnen,  das  zu  dem  eingelagerten  Gitter  (4)  in  besonderer  Be- 
ziehung steht  und  deshalb  das  ihm  angepaßte  Raumgitter  heißen 
soU.    Es  seien  51,  S8,  @  die  Grundpunkte  des  eingelagerten  Gitters.   Ist 
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Sl  niclit  schön  der  an  0  nächstgelegene  Gitterpunkt  von  (2)  auf  der 
Richtung  OSl,  so  sei  es  der  Punkt,  a;  die  sämtlichen  auf  der  nämlichen 
Geraden  liegenden  Gitterpunkte  von  (2)^  zu  denen  31  selbst  gehört, 
folgen  einander  in  dem  konstanten  Abstände  Oa.  Offenbar  bilden 
ferner  die  in  der  Ebene  310S3  gelegenen  Gitterpunkte  von  (2)  ein 
ebenes  Gitter,  und  es  muß  eine  zunächst  an  021  gelegene  Parallele 
geben,  auf  welcher  eine  in  denselben  Intervallen  aufeinanderfolgende 
Keihe  von  Gitterpunkten  befindlich  ist;  es  sei  dies  die  Gerade  BB'  und 
hb'  dasjenige  bestimmte  der  Intervalle,  das  von  der  Achse  OS  ge- 
schnitten wird.  Nun  muß  ersichtlich  im  Gitter  (2)  eine  der  Ebene 
31033  zunächst  gelegene  Parallelebene  vorhanden  sein,  in  welcher  sich 
ein  mit  dem  eben  gedachten  ebenen  Gitter  kongruentes  Gitter  findet, 
und  unter  den  Parallelogrammen  desselben  ein  ganz  bestimmtes, 
weiches  von  der  Achse  OK  durchschnitten  wird;  es  sei  cc  c' c"  dieses 
Parallelogramm.  Dann  enthält  das  Parallelepiped  mit  den  Kanten 
Oa,  06,  Oc  in  sich  keinen  Gitterpunkt  des  Gitters  (2)  und  stellt  da- 
her ein  GrundparaUelepiped  für  ein  dem  letzteren  eigenes  Parallel- 
guter  vor.  Zwischen  den  Gitterpunkten  x  ^  y,  ^'  dieses  neuen  Gitters 
und  den  Gitterpunkten  x^  y^  z  des  ursprünglichen  bestehen  dann  Glei- 
chungen von  der  Form 

X  ^Ix  -^  my  +  nZy     t/'==  l^x  +  '%^  +  '^i^?     ^'=  ^^  +  '^hV  +  ^2^ 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  und  einem  Modul  +  1;  andererseits 
hängt  das  dem  Raumgitter  eingelagerte  Gitter  mit  dem  neuen  durch 
Gleichungen  zusammen,  welche  den  Gleichungen  (3)  entsprechen  und 

{x=LX  +  MY  +  NZ 

(8)  y^L,X^M,Y  +  N,Z 

\2==UX  +  M,Y+N^Z 

sein  mögen.  Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  den  Glei- 
chungen (3)  findet  sich  zunächst  zwischen  den  ihnen  zugehörigen 
Koeffizienten  die  (6)  entsprechende  Beziehung 


(9) 


Ferner  aber  entsprechen  dem  Punkte  51  die  Werte  X==l,  F=if=0, 
d.  i.,  da  die  o;'- Achse  mit  der  X-Achse  zusammenfällt,  die  Werte 
o:'  ==  L  >  0,  ^'  =  I/j  ==  0,  /  ==  ig  ==  0;  für  den  Punkt,  in  welchem 
die  Gerade  033  die  Parallele  jBJ3'  schneidet,  gelten  die  Bestimmungen 
y=lf  X  =  Z=0,  während   F>0  ist;  dementsprechend  werden 

x.=^MY,    l^M^Y,   O-iffgF,  also  M^>Q,   0^ä?'==^<1, 

12* 


L,    M,    N 

l,    m,    n 

p,  a>  r 

4,  M„N,= 

=  l^,  %,  «1 

Pi,  dl,  »-, 

h,  M^,  N^ 

h,  m„  n. 

P2,  at,  n 
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M2  ==  0 ;  endlicli  hat  man  für  den  Punkt,  in  welchem  das  Parallelo- 
gramm cc' c' 0"    durch    die    Gerade   Oß  geschnitten  wird^  /  =  1^ 

X  ==  r  =-  0,  Z>  0,  und  daraus  folgen  x'  =  IsZ,  y'  ^'N^Z,!^  N^Z, 

iV2>  0,  0  ^  it:'=  ^  <  1,  0  <  /==  ^  <  1.  Hiernach  nehmen  die 
Gleichungen  (8)  folgende  Gestalt  an: 

(x'=LX  +  3£Y+NZ 

(10)  i/=  M,Y+N,Z 

{/=  N,Z, 

wobei  die  in  der  Diagonale  stehenden  Koeffizienten  posi- 
tiv, die  vertikal  über  ihnen  stehenden  Koeffizienten  aber 
nicht  negativ  und  bzw.  kleiner  als  jene  sind.  Es  gibt  also 
ein  dem  räumlichen  Punktgitter  eigenes  Parallelgitter^ 
aus  welchem  das  jenem  eingelagerte  Gitter  durch  eine  Sub- 
stitution von  der  besonderen  Art  (10)  hervorgeht,  und  dieses 
nennen  wir  das  dem  eingelagerten  Gitter  angepaßte  Raum- 
gitter. 

Oder  es  besteht  —  unabhängig  von  der  geometrischen  Bedeutung 
dieser  Betrachtung —  der  Satz:  Jede  Substitution  (3)  kann  durch 
Zusammensetzung  mit  einer  ganzzahligenSubstitution  vom 
Modul  +  1  in  eine  Substitution  der  besonderen  Art  (10)  ver- 
wandelt werden. 

4.  Indem  wir  jetzt  von  jeder  Beziehung  des  Punktgitters  zu  einem 
gegebenen  ihm  eingelagerten  Gitter  absehen,  wollen  wir  wieder  ein 
besonderes  unter  seinen  Parallelgittern  auszeichnen,  das  wir  ein 
reduziertes  Gitter  heißen.  Wir  wählen  irgendeinen  der  Gitter- 
punkte zum  Anfangspunkte 
0  und  suchen  nun  die  zu- 
nächst an  0  liegenden  Gitter- 
punkte auf;  ihrer  gibt  es 
mindestens  zwei  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen 
von  0  aus  gleich  weit  ent- 
fernte Punkte  —  sie  mögen 
als  Gegen  punkte  bezeich- 
net werden  — ,  es  kann  aber 
auch  mehrere  Paare  solcher 
^ig-  17.  Punkte  geben,  und  wir  wäh- 

len nach  Belieben  einen  von  diesen  aus  und  bezeichnen  ihn  mit  A 
(Fig.  17).  Alle  in  der  Geraden  OA  liegenden  Punkte  des  Gitters  bilden 
eine  Reihe  in  dem  konstanten  Abstände  OA  aufeinanderfolgender  Gitter - 
punkte.    Nun  suche  man  unter  den  außerhalb  der  Geraden  OA  lie- 
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genden  Gitterpunkten  einen  derjenigen  aus,  welche  0  am  nächsten 
liegen;  solcher  Punkte  gibt  es  mindestens  ein  Paar  von  Gegenpunk- 
ten, und  es  sei  etwa  in  einem  derselben  B  derjenige  Punkt,  für  wel- 
chen der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  OA,  OB  kein  stumpfer 
ist;  hierbei  ist  gewiß  OB^  OA.  Offenbar  bilden  jetzt  die  in  der 
Ebene  AOB  liegenden  Punkte  des  Gitters  ein  ebenes  Gitter,  für 
welches  das  aus  den  Seiten  OA,  OB  gebildete  Parallelogramm  OAMB 
ein  Grundparallelogramm  ist;  die  Diagonalen  des  letzteren  sind 
nicht  kleiner  als  seine  Seiten.  Für  die  Diagonale  OM  folgt  dies  aus 
dem  stumpfen  Winkel  bei  A,  dem  sie  gegenüberliegt,  für  die  Diago- 
nale AB  aber  aus  ihrer  Gleichheit  mit  der  von  0  nach  dem  Gitter- 
punkte N  gezogenen  Strecke,  die  nach  der  Wahl  von  B  nicht  kleiner 
als  OB,  also  auch  nicht  kleiner  als  OA  sein  kann.  Wird  nunmehr 
unter  allen  in  einer  der  beiden  nächsten  Parallelebenen  zur  Ebene 
OAB  liegenden  Punkten  des  Gitters  einer  derjenigen,  welche  0  am 
nächsten  liegen,  wie  es  solcher  Punkte  mindestens  ein  Paar  von  Gegen- 
punkten geben  muß,  mit  G  bezeichnet,  wobei  OC^  OB^  OA  sein 
wird,  so  muß  das  aus  den  Kanten  OA,  OB,  OC  gebildete  Parallel- 
epiped  ein  Grundparallelepiped  des  Raumgitters  sein,  und 
ihm  kommt  die  Eigenschaft  zu,  daß  seine  Diagonalen  nicht 
kleiner  als  seine  Kanten  und  die  Diagonalen  seiner  Flächen 
nicht  kleiner  als  deren  Seiten  sind.  In  der  Tat  ist  dies  für  die 
untere  Fläche  OAMB  schon  festgestellt,  gilt  also  auch  für  die 
parallele  Fläche  GPQB.  Daß  die  anderen  der  genannten  Diagonalen 
aber  nicht  kleiner  als  OC  und  a  fortiori  also  nicht  kleiner  als  OB, 
OA  sind,  ersieht  man  daraus,  daß  sie  offenbar  parallel  und  gleich 
sind  bezüglich  mit  den  Strecken,  die  von  0  aus  nach  den,  den  Punkt 
G  in  der  oberen  Fläche  umgebenden  acht  Gitterpunkten  gezogen  sind, 
die  nach  der  Wahl  von  G  nicht  kleiner  als  OG  sein  können. 

Ein  Parallelgitter  mit  einem  Grundparallelepiped  von 
der  bewiesenen  Eigenschaft  soll  ein  reduziertes  Gitter  ge- 
nannt werden. 

Wir  konstruierten  ein  solches  für  das  gegebene  Raumgitter,  indem 
wir  der  Reihe  nach  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Gitterpunkte 
A^  B,  G  mit  kleinsten  Abständen  OA,  OB,  OG  von  0  aufsuchten, 
welche  die  Kanten  des  Grundparallelepipeds  bildeten.  Es  soll  nun 
umgekehrt  gezeigt  werden,  daß  in  jedem  reduzierten,  einem 
räumlichen  Punktgitter  eigenen  Parallelgitter  die  Kanten 
seines  Grundparallelepipeds  aufeinanderfolgende  Minima 
für  die  Abstände  aller  Gitterpunkte  vom  Anfangspunkte 
sein  müssen,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  OA  der  kleinste  Ab- 
stand für  alle,  OB  der  kleinste  für  die  außerhalb  der  Geraden  OA 
gelegenen,  endlich  OG  der  kleinste  für  die  nicht  in  der  Ebene ^0^ 
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liegenden  Punkte  des  Gitters  ist.  Stelle  Fig.  17  das  Grundparallel- 
epiped  eines  reduzierten  Gitters  mit  OÄ  ^  OB^  OC  ror.  Da  offen- 
bar die  in  der  jEbene  der  unteren  Grundfläche  liegenden  Gitterpunkte 
ein  ebenes  Gitter  mit  dem  Grundparallelogramm  OAMB  bilden  und 
die  Diagonalen  desselben  nicht  kleiner  sind  als  seine  Seiten,  so  ist 
dieses  Gitter  nach  Nr.  3  des  vorigen  Kapitels  ein  reduziertes  ebenes 
Gitter,  mithin  ist  OA  der  kleinste  Abstand  aller  Punkte  und  OB^OA 
der  kleinste  für  [die  außerhalb  der  Geraden  OA  gelegenen  Punkte 
dieses  Gitters  von  0.  Nach  Voraussetzung  ist  OG  nicht  kleiner  als 
diese  zwei.  Da  aber  in  dem  reduzierten  Raumgitter  der  Abstand  der 
den  Punkt  G  im  Gitter  der  oberen  Grundfläche  umgebenden  acht 
Gitterpunkte  von  0  mindestens  gleich  OG  ist,  so  wird  auch  der  Fuß- 
punkt S  des  von  0  auf  diese  Fläche  gefällten  Perpendikels  von  jenen 
Punkten  mindestens  so  weit  entfernt  sein,  wie  von  G  und  daher 
(Nr.4des  vor.  Kap.)  dem  Sechseck  der  Punkte  angehören,  für  welche 
in  jenem  Gitter  G  der  nächste  Gitterpunkt  ist.  Demnach  stehen  alle 
Gitterpunkte  in  dieser  ersten  Parallelebene  zur  unteren  Grundfläche 
mindestens  so  weit  von  S,  also  auch  von  0,  ab  als  G.  Dies  gilt  um  so  mehr 
von  allen  Gitterpunkten  aller  übrigen  Parallelebenen,  d.  h.  von  allen 
Gitterpunkten  des  gesamten  Raumgitters  außerhalb  der  Ebene  AOB. 
Ist  nämlich  h  der  Abstand  OS  der  ersten  Parallelebene  und  q  der 
Radius  des  jenem  Sechseck  umschriebenen  Kreises,  so  hat  man  offenbar 

Ji^^OG'-o', 

während  (s.  Nr.  4  des  vorig.  Kap.)  p^  ^  |  OB^  ^  |0C^  ist;  also  ist 
^*  ^  |0C^  und  schon  die  zweite  Parallelebene  nebst  allen  darin  vor- 
handenen Gitterpunkten  um  weiter  als  06  •]/2  von  0  entfernt.  Da 
aber  endlich  jede  Parallele  des  Raumgitters  zur  Geraden  OA,  welche 
nicht  zum  Gitter  in  AOB  gehört,  einer  jener  Parallelebenen  auge- 
hören  muß,  so  zeigt  sich  OB  auch  als  kleinster  Abstand  für  alle 
außerhalb  OA  liegenden  Punkte  des  Raumgitters,  und  somit  ist  die 
ausgesprochene  Behauptung  völlig  erwiesen. 

Daraus  geht  aber  weiter  hervor,  daß,  wie  man  auch  das  Raumgitter 
in  Grundparallelepipede  der  reduzierten  Art  zerlege,  die  Kanten  des 
letzteren,  als  lediglich  durch  das  Gitter  selbst  bestimmt,  ihrer  Größe 
nach  immer  dieselben  sein  müssen.  Auch  kann  es  mehrere,  wesent- 
lich verschiedene  reduzierte  Darstellungen  des  Gitters  offenbar  nur 
geben,  wenn  zwei  oder  drei  der  Minima  OA,  OB,OG  einander  gleich 
sind,  weil  nur  dann  die  Wahl  der  Punkte  A,  J5,  G  unter  verschie- 
denen Paaren  von  Gegenpunkten  möglich  ist.  Dagegen  gibt  es  nur 
eine  einzige  Darstellung  des  Gitters  als  reduziertes  Parallelgitter,  wenn 
die  drei  Minima  voneinander  verschieden  sind. 

5.  Nunmehr  soll  gezeigt  werden,  wie  jedem  Raumgitter 


(12) 
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eine  positive  ternäre  quadratische  Form  zugeordnet  wer- 
den kann.^)  Dazu  yerstehen  wir^  wie  gewöhnlich,  unter  dem  Pro- 
dukte zweier  Vektoren 

p  =  ax  +  hy  -{-  c^;    p'  =  ax  +  b/  +  c/ 

das  Produkt  j^y  cos  ca  aus  ihren  Längen  ^^  p'  und  dem  Kosinus  des 
eingeschlossenen  Winkels  ö3,  oder  den  xlusdruck 

(11)  ^-p'-sr  +  ^^'  +  ^r; 

worin  |,  rj,  ^;  ^',  ri\  g'  die  Koordinaten  ihrer  Endpunkte  bezeichnen. 
Dementsprechend  findet  man  die  Formeln 

^  c-c  -  ;^^  +    r/  +  r2^ 

^^'^-ßr  +  ßin  +  ß^n 

a-h  =^  ccß  +  c(^ßi  +  cc^ß^' 

Werden  diese  Ausdrücke  der  Reihe  nach  durch  a,  h,  Cy 
a\h'yC  bezeichnet^  so  ergibt  sich  jetzt  aus  (11)  und  den  Ausdrücken 
(2)  für  I,  7^,  g,  sowie  den  entsprechenden  für  ^',  rf,  £'  die  Gleichung 

p '  p'=  axx+  b!/y  +  c0/+a{y/  +  y  s)  +  V {ßx'  +  ^' x)  +  c\xy  +  xy)] 

d.  \.y  wenn 

(13)  fix,  y,  0)  ==  ax^  +  6/  -f  c.^^  +  2a  y0  +  2V0X  +  2c  xy 
gesetzt  wird, 

(14)  p  .  |)'==.^|-^^^f J^^^^^  +r  i"^^  +/4i«|i^ 

_         1  df{x:,y,^)  1  df{x\y\z')  1  df{x\y\z') 

Insbesondere  also  ist 

(15)  p-p=^f{x/y,0). 

Da  andererseits  nach  (11) 

p'p-^'eri-v'.+  i' 

das  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  |,  i^?  S  ^^m  Anfangspunkte 
bedeutet,  so  steüt  auch  die  ternäre  quadratische  Form  fix^y^z) 


1)   Vgl.   hierzu   Gauß'  Werke,   Bd:  II,    S.  305,   sowie  Selling,   Journal  f; 
Math.,  Bd.  77,  S.  164. 
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das  Quadrat  dieses  Ab  stand  es  dar;  es  bedeutet  also  yf{x,y,s\  unter 
X,  y,  z  ganze  Zahlen  verstanden,  den  Abstand  des  Gitter- 
punktes x^  y,  z  vom  Nullpunkte  des  Gitters.  Mit  Beachtung 
der  Ausdrücke  (12),  denen  die  Koeffizienten  der  Form  f{x,y,^)  gieich 
sind,  erhält  man  für  ihre  Determinante  B  die  Beziehung 


(16) 


B 


a,  c\  V 

a,     ß,     y 

c\   l,  a 

= 

^i?  ßi,  7i 

h\  a\  c 

^2?    /^2?    72 

=  A^ 


demnach  ist  D  >  0  und  "{/D  gleich  dem  Inhalte  des  Elemen- 
tarparallelepipeds  des  Gitters. 


Wir  bezeichnen  mit  F  =  (jl   ^]   ^)j    die  Adjungierte   zur  Form 


f" 


/a,    &,    c 


,) ,  setzen  also 

A==hc-  a\      B^ca  -  IP, 

(J  ^ab-c"- 

A' =h'c'—  aa,      B'  =  e'a  —  W, 

C'=^a'b'-cc. 

(17) 


Hiernach  leitet  man  aus  der  Bedeutung  der  kleinen  Buchstaben 
für  die  großen  nachstehende  Ausdrücke  ab,  in  denen  A,  B,  f,  A',  ... 
die  zu  a^  ß,  y,  a\  .  ,  .  adjungierten  Unterdeterminanten  der  Determi- 
nante A  bedeuten: 


(18) 


^  =  AHV+A/,    B=B'+B,'+B,',    (7=n+ri^+r/ 


i^'-Br+Biri+Bars,  B'^^^+^,^^+^^^,^,  c'^AB+Aß^+^ßi 

Ihnen  zufolge  bestehen  ferner  die  folgenden  Beziehungen: 

Aa  +  Cß  +  B-y^^A-A,     Aa,+ C'ß^  + B'yi=- A 

Aa,+  G'ß,+  B'r,^A 

O'a  +  Bß  +A'y  =  A-B,     C'tt,+  Bß^  + A'y.^-A 

C'a,+  Bß,  +  A'y,  =  A 

B'a  +  A'ß+Cy^^A-r,      B'cci  + A'ßi+ Cy^  ^A 

B'a,  +  A'ß,+  Cy^=A 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  die  Koordinaten  der  Endpunkte  dr 
neuer  Vektoren,  welche  durch  die  Formeln 


(19) 


Ai, 

Bsj 

eier 


(20) 


[^  =  Aa  +  G'b  +  B'c 
\^=G'a+Bi  +A't 
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bestimmt  sind,  und  demzufolge  findet  man 

SC  •  Sl  =  AH^'+\^+  Ajä)  =  Z> .  ^ 

©  ■  ©  =  A2(r  +  r,'  +  Tä«)  =  D  •  C 
35  .  (S  =  A2(Br  +  BJ,  +  B^rs)  =  D  •  ^' 

s  •  21  -  A2(rA  +  r^Ai  +  r^Aa)  =  db' 

91  ■  33  =  A«(AB  +  AiBj  +  A^B^)  ==  D  •  C. 
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(21) 


Die  Vektoren  ?t,  35,  (S  stehen  also  zu  der  mit  D  multiplizierten 
Adjungierten  F  in  derselben  Beziehung  wie  die  Vektoren  a,  6,  C  zur 
Form  f.  Bildet  man  daher  aus  ihnen  ein  Raumgitter,  so  bedeutet 
Yd  •  F(Xy  y,  z)  den  Abstand  des  Gitterpunktes  Xy  t/,  ^  dieses  Gitters 
vom  Nullpunkte  desselben.  Da  die  Koeffizienten  a,  h,  c  der  Form  f 
und  die  Koeffizienten  J.,  B,  C  der  Adjungierten,  endlich  auch  D  po- 
sitiv sind,  so  ist  die  Form/'  (s.  die  erste  Abteilung  dieses  Werkes 
S.  12),  welche  durch  diese  Betrachtung  dem  Raumgitter  zugeordnet  ist, 
eine  positive. 

6.  Es  bieten  sich  hier  einige  einfache  geometrische  Be- 
ziehungen dar,  welche  zuerst  Gauß  (a.  a.  0.)  als  Grundlage  von 
Anwendungen,  die  die  Theorie  der  ternären  quadratischen  Formen 
auf  die  KrjstaUographie  gestattet,  angezeigt  hat,  und  die  interessant 
genug  sind,  um  von  uns  nicht  übergangen  zu  werden.  Sie  knüpfen 
an  die  Betrachtung  des  Tetraeders  Oafic  an. 

Es  sei 

(22)  li  +  ^V  +  H-Q 

die  Gleichung  einer  Ebene.    Den  Formeln  (2)  zufolge  ist  sie  gleich- 
bedeutend mit  der  Gleichung 

(23)  Lx  +  My  +  Njs  ^  q, 
wenn  zur  Abkürzung 

(24)  L^;ia  +  ^a,  +  va,,    M^Xß  +  ^ß^  +  vß,,   N==?.y+^y^  +  vy, 

gesetzt  wird.    Soll  nun  (22)  die  Ebene  06 C  sein,  so  folgt  zunächst, 
da  sie  durch  den  Nullpunkt  geht,  ()  =  0,  sodann  aber 

lß  +  [ißt  +  vß,=^0,     Xy  +  ^n  +  ^r2-^j 

die  Elimination  von  A,  |Lt,  v  aus  diesen  und  der  Gleichung 

Al  +  fiij +  1/^  =  0 

ergibt  also  für  die  Seitentiäche  OBc  die  Gleichung 

(25)  A^  +  \7]  +  \^^0     oder     x==0, 
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ebenso  folgt  für  die  Fläche  Oca  die  Gleichung 

(26)  B^+B,rj  +  B,t^O     oder     y=^0, 
für  die  Fläche  Oab  die  Gleichung 

(27)  ri+r,ri+r,t==^0     oder     ^==0. 

Da  nun  hiernach  einerseits  A,  A^,  Ag  den  Kosinus  der  Winkel,  welche 
die  Normale  der  ersten  dieser  Flächen,  andererseits  wegen  (19)  den 
Kosinus  der  Winkel,  welche  der  Vektor  51  mit  den  Koordinatenachsen 
bildet,  proportional  sind,  und  da  Entsprechendes  für  die  beiden  an- 
deren Flächen  und  die  Vektoren  S5,  ®  gilt,  so  erkennt  man,  daß  die 
Vektoren  Sl,  S3,  ®  senkrecht  sind  bzw.  zu  den  Seitenflächen 
Ö6c,  Oca,  Oab,  undausgleichemGrunde  allgemeiner,  daß  der  Vektor 

zur  Ebene 

d.i.  zur  Ebene  ^^  ^  Yy  +  Z^^O, 

senkrecht  steht.  Bemerkt  man  also,  daß  aus  (20)  zufolge  der  Be- 
ziehungen zwischen  den  Elementen  der  Determinante  D  und  ihren 
ünterdeterminänten  die  Gleichungen 

Da-9la  +^c'  +  ^h\ 

hervorgehen,  und  daß  die  Richtungen  der  Vektoren  Da,  Db,  /)c  den- 
jenigen von  a,  b,  C  gleich  sind,  so  findet  man  a,  b,  C  beziehungs- 
weise senkrecht  zu  den  Ebenen 

ax  +  c'y  +  V^  =•  0, 
c'x+  by  -f  a0  ==  0, 
h'x  -\-  ay+  C8   =0. 

Endlich  wird  die  Gleichung  (22)  die  Grundfläche  des  gedachten 

Tetraeders,  d.i.  die  Ebene  abc,  darstellen,  wenn  die  Bedingungs- 

ffleichuaaffen  ^      ,  . 

la  -\-  iicc^  +  VCC2  ==  Qf 


0 
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erfüllt  sind;  sie  nimmt  also  die  Gestalt  an: 

/3;    A,    ß,,    1 

oder,  ausführlich  geschrieben,  die  folgende: 

(28)      (A  +  B  +  V)l  +  (A,+  B,+  r,)^  +  (A,+  B,+  Qg  =  A. 

Aus  den  Gleichungen  der  Flächen  des  Tetraeders  entnehmen  wir 
für  die  Abstände  der  Gegen  punkte  a,  b,  C,  0  von  ihnen  die  nach- 
stehenden Ausdrücke: 


VA«  +  A,^+A, 


l/n  +  r,*+r,^^ 


|/(A  +  B  +  r)^  +  (A,  +  Bx  +  r,)^^  +  (A,  +  B,  +  r,)« 

Die  ersten  drei  sind  nach  ihrem  Absolutwerte  bezüglich  gleich 

VI-  yi-  vi. 

der  yierte  gleich 


V: 


D 


j^  ^  ^  _|_  0  +  2  J.'+ 2i5 '  +  2 C 


Da  nun  der  Inhalt  des  Tetraeders  gleich  einem  Drittel  des  Produktes 
aus  Höhe  und  Grundfläche,  sein  sechsfacher  Inhalt  aber  dem  Inhalte 
des  Grundparallelepipeds,  d.i.  mit  l/D,  gleich  ist,  so  bestimmt  sich 
der  Inhalt  der  doppelten  Grundfläche  des  Tetraeders  durch 
die  Quadratwurzel  i/WT  1    1"! 

Für  einen  beliebigen  Punkt  mit  den  Koordinaten  |,  ?^,  t,  aber  sind 
seine  Abstände  von  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  bzw.  gleich 


A|  +  A,7]+A,^ 


Bg  +  BiT]  +  B^     r|j-jr^+r^ 

7 


und  von  einer  zur  Grundfläche  durch  0  gelegten  Parallelebene  gleich 

(A  +  B  +  r)i+  (A,  +  B.  +  ^i)n  +  (A.  +  B«  +  r^)  i 
VW, »,  1) 

Nennt  man  daher  die  Quotienten  zwischen  diesen  Abständen  und 
den  Abständen  der  Punkte  o,  t>,  c,  0  von  den  Gegenflächen  des  Tetra- 
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eders  bzw.  q^j  q^,  q^,  q^^  so  ist 

.    „  M  +  Kn+k,t     ^  _  B4  +  B,7^-fB^       _  r|+r^7]  +  r,r 

also 

(30)  go  +  (?i  +  g2  +  &  =  0- 

Andererseits  hat  man  für  die  Quadrate  der  Abstände  der  Punkte  0^ 
a,  b,  C  untereinander  die  Ausdrücke 

Ö~a^a''  +  a,'  +  a,'  ^  a,     Öh^  ^  ß^  +  ß,'  +  ß,^  =  h, 

^'  ==  (c.  -  ßf  +  (a, ^  ß,y  +  {cc,~ß,y  ==  a  +  &  -  2c\ 

ü'  =  (ß-yf  +  {ß^-y,y  +  {ß,-y,f  =  h  +  c-~-  2a, 

cä'  ==  {y^ay  +  {y,-a,y  +  {y,-a,y  ^  c  +  a  ~~  2V. 

Aus  ihnen  geht  mit  Beachtung  von  (30)  nachstehende  Be- 
ziehung hervor: 

(31)  ÖCi^'q^q^  +  W'q^q^+Wt'''q^q^+'ä^^'q^q^  +  ¥i 
Aus  (29)  aber  ergeben  sich 

mithin  sind  q^^  q^y  q^  nichts  anderes  als  die  dem  Punkte  P(|,  tj,  g) 
entsprechenden  Größen  x^  y,  0,  und  folglich  ist  nach  Nr.  5  die  Form 
fiqipq^jQ^)  gleich  OP^:  Somit  gelangt  man  zu  folgendem  von 
Gauß,  später  von  Selling^)  gegebenen  geometrischen  Satze: 

(32)  ~'ÖP'=-0~a'-q,q,+  m''q,q,  +  'Ö?-qoqs 

7.  Hat  sich  im  vorigen  gezeigt,  wie  jedem  Raumgitter 
eine  positive  ternäre  quadratische  Form  zugeordnet  wer- 
den kann,  so  läßt  sich  unschwer  einsehen^  daß  auch  um- 
gekehrt jeder  solchen  Form  ein  Raumgitter  entspricht. 
Es  sei 

(33)  f=.ax^  +  iy^  +  c^^  +  2a  yz  +  21)  ßx  +  2c' xy 


1)  Gauß'  Werke,  Bd.  II,  S.  407;  Selling,  Journal  f.  Math.,  Bd.  77,  S.  178. 
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diese  Form,  wo  also  a^  h,  c  und  ferner 

A  ^iG-  a\     B^ca-  V\     G  ==  ah  -  c'^ 
und 

positive  Werte  sind.  Nun  wähle  man  die  Vektoren 

(34)  a^y'a,     %=^yb,     C  =  l/c; 
die  Gleichungen 

b  •  c  ==  a',     c  •  a  =  &',     a  •  6  =  c' 

kommen,  wenn  cp,  ^,  %  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Vektoren 
B;  C  bzw.  c,  a  und  a,  b  miteinander  bilden  sollen,  mit  den  anderen 

(35)  cos9P  =  -^,     cos^-=^y=:,     cos;^  =  --^ 

yhc  yca  yah 

überein,  durch  welche,  da  J.,  B^  G  positiv  sind,  reelle  Werte  ip,  f,  % 
bestimmt  werden;  die  so  festgesetzten  Winkel  zwischen  den  Vektoren 
sind  in  der  Tat  zulässig,  da  die  für  Bildung  einer  räumlichen  Ecke 
erforderliche  Bedingung 

cos^^  +  cos^-?/;  4-  cos^%  — -  2cosg)  cosip  cos%  <  1 

mit  der  Bedingung  D  >  0  gleichbedeutend,  also  erfüllt  ist.  Zieht 
man  also  von  einem  Nullpunkte  0  aus  die  Vektoren  (34)  unter  den 
durch  die  Gleichungen  (35)  bestimmten  gegenseitigen  Neigungs- 
winkeln, so  gibt  die  Formel 

(36)  p  =  ax  +  hy  +  C0 

für  alle  ganzzahligen  x,  y^  0  ein  Raumgitter  an,  für  welches  nach 
Nr.  5  die  Form  f  die  ihm  zugeordnete  ist.  Die  Form  /'  bedeutet  selbst 
demnach  das  Quadrat  der  Entfernung  jedes  Gitterpunktes  ^,  «/,  0 
vom  Nullpunkte  dieses  Gitters  und  ]/D  den  Inhalt  seines  Grund- 
parallelepipeds. 

Nun  sei  i  x  =  pX   +  qY  +  rZ  , 

(37)  \y==p,X  +  q,Y+r^Z, 

\  0  ^p^X  +  q^Y+r^Z 

eine  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  Modul  M  von 
NuU  verschieden  ist.  Durch  eine  solche  geht,  wie  in  Nr.  1  erörtert  ist, 
aus  dem  mit  den  Vektoren  a,  B,  C  gebildeten  Raumgitter  ein  dem- 
selben eingelagertes  Gitter  hervor,  welches  mittels  der  Vektoren 

(38)  {  bi  =  a^  +  b^i+c^2. 
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ebenso  gebildet  wird  wie  jenes  mittels  a,  b;  c.  Andererseits  geht  durcli 
die  gedachte  Substitution  die  Form  f{cc, «/,  d)  in  eine  andere  Form 

(39)    f^{X,Y,Z)^aJL^-\-\Y^+c^Z'+2a^YZ+2h^ZX  +  2c^XY 

über,  deren  Koeffizienten  die  folgenden  sind: 

a^  ==  p{ap  +  cp^  +  6>2)  -YPi {cp  +  bp^  +  a'p^)  +  p^Qfp  +  ap^  +  cp^), 

i,  =  q{aq  +  cq^  +  Vq^  +  q^ {c'q  -\-lq^  +  a  q^  +  q^ {Vq  +  aq^  +  cq^), 

c^  =  r{ar  +  cr^  +  b'r^)  +  r^  (er  +  br^  +  ar^)  +  r^  {b'r  +  ar^  +  cr^y 

a(^  q(ar  +  cr^  +  Vr^)  +  q^{cr  +  br^  +  ar^)  +  q^ (b'r  +  aV^  +  cr^)y 

6/  =  r  («i?  +  c>i  +  Vp^)  4-  n  (^>  +  ^Pi  +  ö^^s)  +  ^2(&>  +  <^>i  +  ^i^2)> 

c/  =  jp(ag  +  c'gi  +  ö'^s)  +  P2  ip'O.  +  &^i  +  ^'^2)  +JP2(i^'^  +  ^'^1  +  n^)- 

Mit  Beachtung  der  Beziehungen  (12)  finden  sich  aber  die  Gleichungen 

ap  +  cp^  +  6>2  =  ^(ap  +  bi?i  +  c^^a); 
c>  +  bp^  +  ap^  ^l{ap  +  bpi  +  Cft), 
6>  +  ap^  +  ci^a  =  c(ap  +  bjpi  +  ^P^), 

mithin  a^  -  {ap  +  bp^  +  cjpjj)  •  {ap  +  bp^  +  cpg); 

d.i.  ^1  ==  Ol  •  Ol, 

und  ähnlich 

^1  =  61 -61;  %=-c, -q,     V-bi-q,    6/=q.ai,    c^^a^'\. 

Demzufolge  ist  die  Form  f^  die  dem  eingelagerten  Gitter 
zugeordnete  Form  und,  da  ihre  Determinante  D^  ==  HP  -  D  ist, 
hat  das  Grundparallelepiped  des  eingelagerten  Gitters  den  Inhalt 

]/5;  =  iJf|.]/D. 

Soll  nun  das  neue  Gitter  dem  ursprünglichen  nicht  nur 
eingelagert  sein,  sondern  sich  mit  ihm  decken,  so  ist  nach 
Nr.  1  dafür  notwendig  und  hinreichend,  daß  Jf  =  +  1,  d.  h., 
daß  die  Form/^  mit  der  Form  /äquivalent,  sowie  daß  D^^B 
sei.  Ist  umgekehrt  /j  äquivalent  mit  /'  und  (37)  eine  Substitution, 
durch  welche  /*  übergeht  in  /j,  so  ist  das  derselben  entsprechende, 
dem  Gitter  von  f  eingelagerte  Gitter  offenbar  dasjenige,  welches  der 
Form  /'^zugeordnet  ist.  Man  darf  demnach  die  erhaltenen  Ergebnisse 
zusammenfassen  in  den  Satz: 

Wird  das  einer  positiven  ternären  quadratischen  Form 
zugeordnete  räumliche  Parallelgitter  als  das  geometrische 
Bild    dieser   Form    aufgefaßt,  so    stellt    das    aus    ihm    ent- 
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stehende  räumliche  Punktgitter  die  ganze  Klasse  von  For- 
men dar,  welche  jener  Form  äquivalent  sind. 

Wählt  man,  bei  Voraussetzung  einer  ganzzahligen  Form  f{Xy  y,  s)y 
statt  der  Substitution  (37)  die  folgende: 

y^O'X  +  BY  ^ÄZ=^^-  ^^f ^^-\ 

SO  werden  die  Vektoren  a^,  b^,  C^  identisch  mit  den  durch  die  Glei- 
chungen (20)  definierten  St,  SS,  ©,  mithin  das  eingelagerte  Gitter  zu 
dem  der  Form  B  •  F  zugeordneten  Gitter,  d.  h.  /*j  identisch  mit  D  •  F. 
Hiermit  erhält  man  nicht  nur  die  aus  der  ersten  Abteilung  dieses 
Werkes  S.  9  bekannte  Beziehung 

sondern  ersieht  auch,  daß  das  Gitter  der  Form  B-F  demjenigen  der 
Form  f  eingelagert  ist.  Da  die  Determinante  der  Ädjungierten  F 
gleich  B^  und  ihre  Adjungierte  B  -f  ist,  so  ist  entsprechend  das 
Gitter  der  Form  B^  •  f  demjenigen  der  Form  -F,  mithin  das  Gitter 
von  B^ '  f  dem  Gitter  von  B  •  -F,  also  auch  demjenigen  von  f  einge- 
lagert, ein  Umstand,  der  an  sich  einleuchtend  ist. 

8.  Gehen  wir  nun  zu  der  uns  besonders  obliegenden  Frage  nach 
der  Reduktion  ternärer  Formen  über,  so  wollen  wir  vor  allem  be- 
merken, daß  auch  hier  wie  bei  den  binären  Formen  die  Definition 
der  reduzierten  Formen  verschieden  gefaßt  werden  kann.  Die  erste, 
welche  gegeben  wurde,  ist  diejenige  von  Gauß,  die  in  der  ersten  Ab- 
teilung dieses  Werkes  (S.  44— 47)  mitgeteilt  worden  ist.  Nach  ihr  heißt 

eine  Form  /•=  («/  \;^  ^,)  mit  der  Ädjungierten  F=  (^;  |/  g,) 

reduziert,  wenn  folgende  Ungleichheiten  erfüllt  sind: 


Hiermit  kommt  im  wesentlichen  diejenige  Definition  überein,  welche 
aus  einer  allgemein  für  positive  Formen  mit  beliebig  vielen  Unbe- 
stimmten von  Hermite  aufgestellten  Definition  speziell  für  ternäre 
Formen  hervorgeht.  Dieser  gemäß  wird  die  Form 

f  =  ax^  +  hy^  +  c^'^  +  2dyz  +  'iV zx  +  ''2c  xy 
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reduziert  genannt,  wenn  in 

2  dx  i       ^    ' 

a  <  ^yDj      c  ,  0  num.  <  -- 
und  die  aus  der  Adjungierten 

F==AX^  +  BY'  +  G7J  +  2ÄYZ  +  2B'ZX  +  2G'XY 
durch  die  Annahme  X  ==  0  entstehende  binäre  Form 

BY^  +  2ÄYZ+  CZ^ 
mit  der  Determinante  Ä^  ~  BG  =  —  Da  reduziert,  also  etwa 

ist.  Da  D/'  die  Adjungierto  von  F  ist,  ersieht  man  leicht,  daß  man 
von  der  6  au  ß  sehen  zu  dieser  Her  mit  eschen  Definition  übergeht, 
wenn  man  einfach  die  Formen  /*,  F  ihre  Rolle  vertauschen  läßt. 

Wenn  sich  nun  auch,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  worden,  in  jeder  Klasse 
äquivalenter  Formen  eine  der  bezeichneten  reduzierten  Formen  fin- 
den läßt,  so  haben  jene  Definitionen  doch  den  Mangel,  daß  es  nach 
ihnen  nicht  in  jeder  Klasse  nur  eine  solche  Form  gibt.  Aus  diesem 
Grunde  hat  Seeber^)  eine  andere  Reduktion  gesucht,  die  von  sol- 
chem Mangel  frei  bleibt,  und  ist,  allerdings  nur  durch  äußerst  um- 
ständliche Betrachtungen,  zu  Bedingungen  geführt  worden,  die  seine 
Absicht  erfüllen.  Darauf  hat  Dirichlet^),  indem  er  von  der  Gitter- 
vorstellung ternärer  Formen  Gebrauch  machte,  in  sehr  einfacher 
Weise  Seebers  Reduktionsbedingungen  hergeleitet-,  und  auf  Grund 
der  hier  voraufgehenden  Betrachtung  jener  Gitter,  in  welcher  Di- 
richlets  Gedanken  wesentlich  mit  entwickelt  sind,  kann  dieses  Ziel 
jetzt  sogleich  erreicht  werden. 

Man  denke  sich  das  räumliche  Parallelgitter,  das  einer  gegebenen 
positiven  ternären  quadratischen  Form  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zugeordnet  ist.  Das  mit  ihm  gegebene  Punktgitter,  welches 
durch  eine  Formel  p  =  ax  +  iy  +  C0 

ausgedrückt  werden  kann,  ist  dann  das  Bild  der  ganzen  Klasse  der 
Formen,  welche  mit  der  gegebenen  äquivalent  sind.  Nun  ist  gezeigt, 
daß  letzterem  Gitter  ein  sogenanntes  reduziertes  Parallelgitter  eigen 
ist,  und  es  gibt  also  eine  Substitution  (3)  mit  einem  Modul  +  1, 


1)  Seeber,  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der  positiven  ternären 
quadratischen  Formen,  Freiburg  i,  Br.  1831.  S.  dazu  Gauß'  Werke,  Bd.  II,  S.  188. 

2)  Dirichlet,  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  40,  S.  209  und  Werke, 
Bd.  II,  S.  27. 
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diircli  welche  es  aus  jenem  hervorgeht.  Durch  dieselbe  Substitution 
verwandelt  sich  die  gegebene  Form  in  eine  Form 


(42) 


f^ax^  +  hy^  +  cs^  +  "iayz  +-  2&'<^^  +  2c  xy 


derselben  Klasse,  nämlich  in  die  Form,  welche  dem  reduzierten  Gitter 
zugeordnet  ist  und  in  ihm  ihr  geometrisches  Abbild  findet.  Durch 
eine  Vertauschung  zweier  der  Unbestimmten  x^  y,  Zy  oder  wenn  eine 
von  ihnen  entgegengesetzt  genommen  wird,  verändert  sich  offenbar 
das  Grundparallelepiped  des  reduzierten  Gitters  nicht,  es  wird  dann 
nur  von  einer  anderen  Ecke  aus  aufgefaßt.  Dagegen  zeigt  zunächst 
eine  Vertauschung  derselben,  daß  a^t^c  gedacht  werden  darf. 
Sind  alsdann  nicht  alle  drei  Größen  d ^  &',  c  negativ,  so  würden  sie 
entweder  es  sämtlich  werden  oder  sämtlich  in  nichtnegative  über- 
gehen, wenn  eine  passende  der  Unbestimmten  entgegengesetzt  ge- 
nommen würde.  Zudem,  wenn  &  ==  c  wäre,  würde  eine  eventuelle  Ver- 
tauschung von  y,  ^  den  dritten  Jener  Koeffizienten  nicht  größer  als 
den  zweiten,  wenn  a  ==  &  wäre,  eine  eventuelle  Vertauschung  von  x^  y 


den  zweiten  nicht  größer  £ 
c^  =r=  J)  =  ö  würde  beides  zu- 
gleich erreicht  werden  kön- 
nen. Man  darf,  mit  anderen 
Worten,  für  die  Form  f  die 
Voraussetzung  machen,  daß 

a  ^  &  ^  c;     d,Vj  c 

sämtlich  negativ  oder  sämt- 
lich nicht  negativ  sind.  Dann 
stimmen  aber  a,  h^  c  mit 
den  Quadraten  der  Vektoren 
OÄ,  OB,  OC  bzw.  in  der 


den   ersten    machen,  und  im  Falle 


Fig.  17. 


Diago- 

selbst 

bezüg- 


Fig.  17  überein.    Da  ferner  im  reduzierten  Parallelepipede  die 
nalen  der  Flächen  sowie  die  Diagonalen  des  Parallelepipeds 
nicht  kleiner  als  seine  Kanten  sind,  gilt  das  gleiche  für  die 
liehen  Quadrate  dieser  Längen,  welche  bzw.  durch 

a±2c'+b,    h±2d+Cy     G±2V+a 

und,  wenn  S,  s  gleich  ±  1  gedacht  werden,  durch 

a  +  ])  +  c  +  2dd  +  2eV  +  2dec 

bestimmt  sind:  sie  können  nicht  kleiner  sein  als  bzw.  &,  c,  c,  c.  Ver- 
steht man  aber  unter  ri  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nach- 
dem keine  oder  jede  der  Größen  a',  &',  c'  negativ  ist,  so  finden  sich 
so  zunächst  die  drei  Ungleichheiten 
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(43a)  a^27jc\     ly2y]a,     c^2rih\ 

welche  die  letzte  Bestimmung,  nämlich  die  Ungleichheit 

a  +  b  +  2öa  +  2sb'  +  2d6c'  ^  0, 

falls  1]  =  +  1  ist,  für  jede  der  vier  möglichen  Wertekombinationen 
d,  s  schon  nach  sich  ziehen,  während,  falls  9^  =  — 1  ist,  noch  unab- 
hängig von  ihnen  für  die  Kombination  d  ==^  s  ==  1  die  Ungleichheit 

(43b)  a  +  h  +  2a  +  2V+2c^0 

hervorgeht. 

Zusammenfassend  dürfen  wir  sagen:  In  jeder  Klasse  positiver 
ternärer  Formen  gibt  es  eine  Form  (42)  mit  lauter  nega- 
tiven oder  lauter  nichtnegativen  a',  V,  c',  deren  Koeffi- 
zienten zudem  außer  den  üngleichbeiten 

(43c)  a^&^c 

die  Ungleichheiten  (43a)  und,  wenn  alle  a',  6',  c'  negativ 
sind,  auch  (43b)  erfüllen.  Eine  solche  Form  soll  eine  nach 
Seeber  reduzierte  genannt  werden.  Da  sie  einem  reduzierten 
Parallelgitter  zugeordnet  ist  und  es  im  allgemeinen,  wie  bemerkt,  im 
Punktgitter  der  Klasse  nur  ein  solches  gibt,  wird  im  allgemeinen 
auch  nur  eine  reduzierte  Form  in  der  JKlasse  vorhanden  sein.  In 
den  besonderen  Fällen,  wo  unter  den  Koeffizienten  a,  hj  c  gleiche 
auftreten,  also  mehrere  reduzierte  Gitter  möglich  sind,  hat  Seeber 
seinen  Bedingungen  noch  weitere  hinzugefügt,  die  von  Eisenstein^) 
vereinfacht  worden  jsind  und  durch  welche  die  Eindeutigkeit  der  De- 
finition für  reduzierte  Formen  gewahrt  bleibt;  der  Kürze  wegen 
sehen  wir  aber  hier  von  diesen  Ausnahmefällen  ab.^) 

9.  Von  diesen  reduzierten  Formen  (42)  hat  Seeber  unter  anderem 
noch  bewiesen,  daß  das  Produkt  aic  stets  ^  SD  ist,  und  die  Ver- 
mutung aufgestellt,  daß  es  sogar  ^  2  J)  sei.  Die  Richtigkeit  seiner 
Vermutung  hsbi  dann  schon  Gauß  bewiesen,  indem  er  eine  Reihe 
von  identischen  Beziehungen  aufgestellt  hat  (s.  Werke,  Bd.  II,  S.  193), 
aus  denen  sie  sofort  erkennbar  ist,  ohne  weiter  anzugeben,  wie  man 
zu  ihnen  gelange.  Z.  B.  geschieht  dies,  wenn  keine  der  Zahlen  a^V ^c 
negativ  ist,  aus  der  Identität 

(44)  22)  —  ahc  =  aol d  +  &&'e  +  cc'f  Ar  o!^^  +  ^' 9^  +  ^V^  +  9^h 
worin 

|d  =  &-2aV   e  =  c~26',    f=a-2c, 


1)  Eisenstein  im  ^Toürnal  f.  d.  reine  u.  ange^v.  Math.,  Bd.  41,  S.  141. 

2)  Näheres  darüber  s.  iß  Seebers  Werk  selbst  sowie  auch  bei  Dirichlet 
a.  a.  0. 
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und,  falls  aUe  drei  Zahlen  d,  V,  c'  negativ  sind,  aus  einer  ähnlielien 
für  6D  —  3a&c.  Da  die  Größen  (45)  wegen  (43a)  und  (43c)  nicht 
negativ  sind,  wird  aus  (44)  die  Seeb ersehe  Vermutung  sogleich  be- 
stätigt. Auch  aus  Dirichlets  Betrachtungen  ist  ihre  Wahrheit  leicht 
zu  entnehmen.  Schreibt  man  sie  in  der  Form 

so  spricht  sie  den  geometrischen  Satz  aus,  daß  bei  einem  reduzierten 
Elementarparallelepipede  das  aus  seinen  Kanten  gebildete 
rechtwinklige  Paralleiepiped  von  nicht  größerem  Inhalte 
ist  als  der  mit  ]/2  multiplizierte  Inhalt  des  Elementar- 
parallelepipeds.  Der  letztere  Inhalt  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
der  Grundfläche  OÄMB  und  der  Höhe  h  des  Parallelepipeds.  Aber 
der  ebene  Teil  des  reduzierten  Raumgitters,  welcher  in  jene  Ebene 
fällt,  ist  offenbar  das  ParaUelgitter  der  binären  quadratischen  Form 
ax^+2c'xy  +  hy^  und  jene  Fläche  dessen  Elementarparallelogramm, 
mithin  ihr  Inhalt  gleich  l/ab  — •  c'^,  während  von  der  Höhe  h  in 
Nr.  4  bemerkt  worden  ist,  daß  (Fig.  17)  h^^  OC^—  q^=^  c  —  q^  ist. 
Die  zu  erweisende  Ungleichheit 

abe^2D 

wird  daher  gelten,  sobald 

ist.  Setzt  man  nun  ab  —  c'^  =  4A^,  c  =  b  -{-  d,  wo  d  wegen  (43c) 
nicht  negativ  ist,  so  wird  die  vorige  Differenz 

(46)     8A2 .  {c-q')  -  abc  ==  8A\b-^^)  -  ab"^  +  (8A'-ab)d. 
Hier  ist  einerseits  8A^  —  ab  ^  ab  —  2c'^  und,  da  nach  (43a)  und 
(43c)  sich  2c'^  ^  —  findet,  8A^  —  a6  >  — ,  also  positiv;  anderer- 
seits hat  man  im  Parallelogramm  OÄMB  entsprechend  mit  der  zu- 
letzt in  Kap.  5  Nr.  4  angemerkten  Ungleichheit 

8A\0'B'-q')^^ä'ÖB^, 

d.h.  8A'(b-Q^y^ab\ 

Demnach  ist  der  ganze  Ausdruck  (46)  positiv,  w.  z.  b.  w.  — 

Die  Ungleichheiten,  welche  die  nach  Gauß  reduzierten  Formen 
charakterisieren,  sind  in  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  zu  dem 
Zwecke  benutzt  worden,  zu  zeigen,  daß  die  Anzahl  Klassen 
von  Formen  einer  gegebenen  Determinante  und  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  nur  endlich  ist.^)  Dieser  Umstand  er- 
weist sich  auf  Grund  des  letzten  Ergebnisses  noch  leichter  durch 


1)  S.  Abteilung  I,  S.  85. 
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die  Seeb ersehen  Reduzierten.  Denn  für  ganzzahlige  Formen  sind 
die  Zahlen  a,  h,  c  nur  unter  den  endlich  vielen  Faktoren  der  endlich 
vielen  Zahlen,  welche  die  Grenze  2D  nicht  überschreiten,  zu  suchen, 
und  alsdann  können  a,  &',  c'  den  Ungleichheiten  (43a)  zufolge  jedes- 
mal auch  nur  endlich  viele  verschiedene  Werte  erhalten;  die  Anzahl 
reduzierter  Formen,  also  auch  die  der  nicht  äquivalenten  Klassen, 
ist  daher  nur  endlich. 

10.  Hier  finden  noch  ganz  analoge  Betrachtungen  Platz,  wie  sie 
in  Nr.  10  des  vorigen  Kapitels  ausgeführt  worden  sind.  Man  denke 
sich  das  Gitter,  welches  einer  positiven  ternären  quadratischen  Form 
f{Xj  y,  z)  zugehört,  und  in  demselben  das  Parallelgitter,  welches  die 

äquivalente,  nach  Seeber  reduzierte  Form  (  /  ,/   ,)   repräsentiert. 

Da  f(x^  y,  £)  für  jedes  ganzzahlige  System  x^  y,  z  dem  Quadrate  des 
Abstandes  des  Gitterpunktes  x^  y,  ^  vom  Nullpunkte  gleich  ist,  nimmt 
es  den  für  ganzzahlige  x,y,  0  kleinsten  Wert  für  den  zunächst  am 
Nullpunkte  gelegenen  Gitterpunkt  an,  und  demnach  ist  er  gleich  dem 
Quadrate  der  kleinsten  Seite  des  Grundparallelepipeds  für  das  redu- 
zierte Parallelgitter,  d.h.  gleich  a.  Dieser  Koeffizient  bezeichnet  also 
die  kleinste  durch  die  Form  f{x,  y,  z),  mithin  auch  durch  jede  andere 
Form  derselben  Klasse  mittels  ganzzahliger  x,  y,  s  darstellbare  Zahl, 
das  Minimum  M  der  Klasse.  Nun  folgt  aus  dem  Seeberschen 
Satze  abc'^2D  und  den  Bedingungen  a^&^c  die  Ungleichheit 
«5^21),  mithin  a'^^2D  oder 

Yd 

also  der  Satz:  Für  positive  ternäre  quadratische  Formen  hat 
der  Quotient  zwischen  dem  Minimum  M  einer  Klasse  und 
der  Kubikwurzel  aus  ihrer  Determinante  D  die  obere 
Schranke  |/2;  und  diese  Schranke  ist  genau,  denn  die  spezielle 
Form  y2D^^^^y^j^,^  +  y,  +  ,^^^y)^ 

welche  eine  Seeber  sehe  Reduzierte  mit  der  Determinante  D  ist,  hat 
offenbar  '}/2D  zu  ihrem  kleinsten  Wert  für  ganzzahlige  x^y,  Z\  für 
sie  erreicht  daher  der  gedachte  Quotient  die  angegebene  Schranke, 
Deshalb  nennen  wir  sie  eine  Grenzform. 

Legt  man   nunmehr  um  jeden  Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  eine 

Kugel  mit  dem  Radius  y]/-M",  also  vom  Inhalte  — ^ — ,  so  entstehen 

Parallelreihen  von  gleichen  Kugeln,  deren  jede  die  folgende  berührt. 
Da  auf  jede  von  ihnen  ein  Gitterpunkt,  also  auch  ein  Grundparallel- 
epiped  vom  Inhalte  ]/i)  entfällt,  so  wird  der  von  den  Kugeln  ein- 
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genommene  Teil  des  Raumes  zum  gesamten  Räume  im  Verhältnis 

Vi 
Yon  — ;r- —  '  VD  stehen   und   demnach  dieses  Verhältnis  die  obere 

o 

Schranke  ~~~  =  -^  haben.  Jene  ParaUelreihen  rücken  bis  zur  Be- 

6  3]/2 

rührung  gegeneinander,  wenn  die  Seiten  des  Grundparallelepipeds 
des  reduzierten  Gitters  einander  gleich  sind.  Andererseits  werden  bei 
jeder  derartigen  Lagerung  der  Kugeln  ihre  Mittelpunkte  offenbar  ein 
reduziertes  Parallelgitter  mit  gleichen  Seiten  bestimmen.  Daraus 
schließt  man,  daß  die  dichteste  Lagerung  von  Kugeln  dieser 
Art  entsteht,  wenn  die  Form  f{Xy  y,  d)  die  oben  angegebene  Grenz- 
form ist,  in  welchem  Falle  das  Verhältnis  zwischen  dem  von  den 
Kugeln  erfüllten  Teile  des  Raumes  zum  gesamten  Räume  seinen 

größten  Wert  annimmt  und  — j^  beträgt.  Jede  der  Kugeln  wird  hier- 
bei mit  zwölf  anderen  in  Berührung  sein,  da  die  Seitenflächen  des 
Grundparallelepipeds  aus  je  zwei  gleichseitigen  Dreiecken  zu- 
sammengesetzt sind. 

11.  Wir  wollen  diese  Verhältnisse  jetzt  noch  von  dem  Gesichts- 
punkte aus  betrachten,  zu  welchem  die  Ausdehnung  des  in  Nr.  3  des 
zweiten  Kapitels  aufgestellten  Minkowskischen  Grundsatzes  auf 
den  Fall  eines  Raumgitters  hinführt. 

Man  denke  sich  ein  solches  etwa  durch  die  Formel  (1)  bestimmt 
und  um  seinen  Nullpunkt  eine  in  sich  geschlossene,  nach  außen 
überall  konvexe  Fläche  und  den  von  ihr  begrenzten  Raum  oder 
Körper.  Unter  seinem  Inhalte  versteht  man  das  über  alle,  seinen 
Punkten  entsprechende,  Wertesysteme  x,  y,  z  erstreckte  dreifache  In- 
tegral 

(47)  J  =fdxdydz. 

Wird  jene  Fläche  nun  in  allen  von  0  ausgehenden  Richtungen  in 
gleichem  Maße  hinreichend  zusammengezogen,  so  wird  sich  in  dem 
von  ihr  begrenzten  Räume  außer  dem  Nullpunkte  kein  Gitterpunkt 
befinden;  wenn  man  sie  aber  dann  wieder  ebenso  ausdehnt,  wird  ein 
Augenblick  eintreten,  in  welchem  zuerst  ein  oder  mehrere  Gitter- 
punkte auf  die  Fläche  treten,  und  in  diesem  Augenblicke  sei  ^  der 
Inhalt  des  von  ihr  begrenzten  Raumes.  Alsdann  denke  man  diesen 
wieder  im  Verhältnisse  von  2  :  1  zusammengezogen,  so  daß  der  In- 
halt des  neuen  Körpers  -r-  wird  und  er  außer  dem  Nullpunkte  kei- 
nen weiteren  Gitterpunkt  enthält.  Wenn  nunmehr  dieser  Körper  vom 
Nullpunkte  nach  jedem  Gitterpunkte  hin  durch  eine  Parallelverschie- 
bung versetzt  wird,  so  werden  aUe  so  um  die  Gitterpunkte  gelegten 
Körper  einander  berühren,  aber  nicht  ineinander  dringen  können  und 
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im  allgemeinen  noch  Raumlücken  zwischen  sich  lassen.  Vergleicht 
man  also  ihren  Inhalt  -g-  mit  dem  Inhalte  des  zu  jedem  Gritterpunkte 
gehörigen  Elementarparallelepipeds,  die  zusammen  den  ganzen  Raum 
füllen,  so  kann  — -  höchstens  diesem  Inhalte  gleich  sein,  und  da 
der  letztere  gleich  dem  auf  alle  x,  y,  s  zwischen  0  und  1  erstreckten 
Integrale  j  dxdy  d0,  also  gleich  1  ist,  so  ergibt  sich  die  Ungleichheit 

(48)  ü:^8. 

Hieraus  entnimmt  man  die  angedeutete  Verallgemeinerung  des 
Minkowskischen  Grundsatzes,  nämlich  den  Satz: 

Ein  um  den  Nullpunkt  eines  Raumgitters  durch  eine  ge- 
schlossene, nach  außen  überall  konvexe  Fläche  abgegrenz- 
ter Raum  enthält,  falls  sein  Inhalt  ^  8  ist,  in  seinem  In- 
nern oder  doch,  falls  das  Gleichheitszeichen  gilt,  wenig- 
stens auf  seiner  Begrenzung,  außer  dem  Nullpunkte  noch 
mindestens  einen  Gitterpunkt.  Ist  der  Nullpunkt  Mittel- 
punkt des  Raumes,  so  enthält  dieser  entsprechend  minde- 
stens ein  Paar  von  (jegenpunkten. 

12.  Die  gedachte  Fläche  kann  analytisch  in  der  Weise  bestimmt 
werden,  daß  eine  gewisse  Funktion  (p  {x^  y,  d)  von  den  Bestimmungs- 
stücken X,  y,  s  eines  Punktes  für  alle  Punkte  auf  der  Fläche  einen 
konstanten  Wert  haben,  etwa 

(49)  9(^;2/,  ^)==1 

sein  soU.  Diese  Funktion  werde  weiter  so  gedacht,  daß,  wenn  die 
Fläche  in  der  angegebenen  Weise  und  im  Verhältnis  von  t :  1  aus- 
gedehnt oder  zusammengezogen  wird,  so  daß  jeder  Punkt  x,  y,  ^  der- 
selben in  einen  Punkt  tx,  ty,  t0  übergeht,  die  Funktion  sich  in  dem- 
selben Verhältnisse  ändert;  d.h.,  für  jedes  positive  t  soll 

(p(tx,ty,t0)  =  t 
oder 

(50)  (f  {tx,  ty,  ts)^t'  (f  {x,  y,  0) 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Funktion  homogen  von  der  ersten  Dimen- 
sion sein.  Hiernach  verschwindet  cp  {x,  y,  2)  nur  im  Nullpunkte  und 
hat  sonst  nur  positive  Werte,  und  es  sind  alle  Punkte  x,y,0j  bei  denen 
(p{x,  y,  0)  <Cl  ist,  innere,  alle  diejenigen,  bei  denen  g?(a;,  y,  0)^  1 
ist,  äußere  Punkte  bezüglich  des  von  der  Fläche  (49)  umschlossenen 
Raumes.  Offenbar  kommen  diese  Bestimmungen  darauf  hinaus,  den 
gewöhnlichen  „Begriff  des  Abstandes"  eines  Punktes  vom 
Nullpunkte,  ähnlich  wie  bei  dem  in  Nr.  6  des  vorigen  Kapitels 
eingeführten  „hyperbolischen  Abstände^'  durch  einen  neuen  zu 
ersetzen,  bei  welchem  bei  gleichem  „Abstände^'  die  „Entfernung^^ 
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des  Punktes  vom  Nullpunkte  mit  der  Richtung  des  Abstandes  ver- 
änderlich ist,  bei  welchem  nämlich  allen  Punkten  der  Fläche 

der  gleiche  „Abstand"  vom  Nullpunkte  zugesprochen  wird.  Eine 
in  solcher  Weise  den  „Abstand"  definierende  Funktion  g)(x,  y,d) 
des  Punktes  a  mit  den  Bestimmungsstücken  Xy^j,s  oder  des  nach  ihm 
gezogenen  Vektors  a  nennt  Minkowski  eine  Strahldistanz  und 
bezeichnet  sie  kurz  mit  Ä(a).  Eine  Strahldistanz  /S(a)  ist  also 
dadurch  charakterisiert,  daß  sie  in  a  =  0  verschwindet, 
positiv  ist  in  jedem  anderen  Punkte  a  und  der  Bedingungs- 
gleichung (51)  Sita)  =  t  '  8{ix)  für  t>0  genügt.  Sie  wird 
außerdem  einhellig  genannt,  wenn  sie  die  weitere  Bedingung  er- 
füllt, daß  für  je  drei  Vektoren  a,  b,  a  +  b  die  Ungleichheit 

(52)  8{a  +  b)'^.S{a)  +  S(h) 

stattfindet.  Da  die  Vektoren  a^h,  a-\-^  den  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks entsprechen,  besagt  diese  Eigenschaft  einhelliger  Strahldistanzen 
offenbar,  daß  bei  der  ihnen  entsprechenden  Definition  des 
Abstandes  oder  der  Länge  die  gewöhnliche  Eigenschaft 
jedes  Dreiecks  erhalten  bleibt,  nach  welcher  keine  Seite 
größer  ist  als  die  Summe  der  beiden  anderen.  Sind  x^,  y^,  z^'^ 
^2 7^2?  ^2  ^^®  Bestimmungsstücke  der  Endpunkte  der  Vektoren  Ci,\), 
mithin  x^  +  x^,  Vi+V^j  ^i+ ^^  diejenigen  für  den  Endpunkt  des 
Vektors  a  +  6,  so  würde  dieselbe  Eigenschaft  sich  für  die  Funktion 
(p  (Xj  y,  0)  in  der  Ungleichheit 

(53)  q)  ((^1+  %,  2/1+^2;  %  +  ^2)  <  ^  (^n  Vij  ^1)  +  9^(^25  2/2;  ^2) 

ausdrücken.  Diese  aber  spricht  nichts  anderes  aus  als  die 
im  Minkowskischen  Grundsätze  vorausgesetzte  Eigen- 
schaft der  Fläche  (49),  eine  nach  außen  überall  konvexe 
Fläche  zu  sein.  In  der  Tat,  verbindet  man  die  Punkte  a,  b  mit 
dem  Nullpunkte,  so  wird  eine  solche  Fläche  von  diesen  Verbindungs- 
geraden je  in  einem  Punkte  -7^,  -7^,  -7^  bzw.  -p-,  7^,  ^   geschnit- 

ten,  und  alle  Punkte  auf  der  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte 
gehören  dem  Innern  des  von  der  Fläche  umschlossenen  Raumes  an; 

unter  ihnen  befindet  sich  der  Punkt  ^'   ,  f ' ,  ^    ,   f  %  7— !~,  denn 

er  ist  der  Schwerpunkt  für  zwei  in  jenen  Schnittpunkten  befind- 
liche Massen  t^j  t^j  also  auf  ihrer  Verbindungslinie  gelegen.    Somit 

muß 

/x^  +  x^    y,  +  y,     z^  +  ZA  ^  .. 

^Ui  +  *2  '  h  +%  '  h+tj^    ' 
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d.  i.  wegen  der  Eigenschaft  (50) 

nnd,  da 

also 

Sind,  _^ 

9(%+^2?  ^1  +  2/2,  ^1  +  ^2)  <X^i>!/i;^i)  +  9(^2;2/2;^2) 

sein.  Erfüllt  umgekehrt  die  Funktion  (p  (x,  y,  z)  diese  Bedingung  für 
je  zwei  Punkte  x^^y^^^^'^  ^2>2^2;^2;  ^^  i®^?  ^i®  rückschließend  sich 
ergibt,  die  Fläche  (49)  überall  nach  außen  konvex,  die  Bedingung  (53) 
also  für  derartige  Flächen  charakteristisch,  w.  z.  b.  w. 

Hat  der  von  ihr  begrenzte  Raum  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte, 
so  muß  für  die  Funktion  tp{x^  j/,  i)  endlich  noch  die  Beziehung 

(54)  cp  {-x,  -y,  -0)  ==  (f  {x,  y,  ^) 
und  demnach  die  Gleichung 

(p(tx^ty,t0).^  \t\  •  (p{x^y,0) 

für  jedwedes  t  bestehen. 

12a.  Um  ein  für  uns  wichtiges  Beispiel  einer  solchen 
Fläche  zu  betrachten,  verstehen  wir  unter  /l,  ^,  v  die  drei 
reellen  Linearformen 

(55)  ^.^ccx  +  ßy  +  'y^,  it^  =  «i^  +  ^i2/  + ^i^,  v^^a^x  +  ß^y  +  y^^y 

die  wir  als  Parallel koordinaten  eines  Punktes  x,  y,  ^  deuten;  ihre  De- 
terminante A  sei  von  Null  verschieden,  so  daß  X,  /it,  v  nur  dann 
gleichzeitig  Null  sind,  wenn  es  x,  y,  0  sind.  Dann  bedeute  g?  (Xy  y,  0) 
für  jedes  System  x,  y,  b  den  größten  absoluten  Wert  der  drei  Größen 
A,  [ly  V,  Da  dieser  für  x==y^0=O  gleich  Null,  für  jedes  andere  Wert- 
system Xy  yy  0  positiv  ist  und  offenbar,  wenn  :^?,  y,  0  durch  tXy  tyyt0 
mit  positivem  t  ersetzt  werden,  ebenfalls  mit  t  multipliziert  wird 
(bei  beliebigem  t  mit  |^j),  so  erfüllt  die  Funktion  (p(xy  y,  0)  die  Be- 
dingungen, welche  für  eine  Strahldistanz  charakteristisch  sind.  Sind 
ferner  ^i,  /^i,  v^  bzw.  Ag,  ^2;  ^2  ^^®  Werte  der  Linearformen,  die  den 
beiden  Systemen  x^yyi,0^]  ^2;  ^2?  ^2  entsprechen,  so  ist  bekanntlich 


h  +  ^,\< 

\h\ 

i  4- 

1  3  i 
1  ''al? 

1^1 4-  ;*2 1  ^ 

l/*ll 

+ 

l/^sU 

Vx  +  V,\^ 

\'^l\ 

+ 

l^si; 

da  hier  die  rechten  Seiten  der  Definition  der  Funktion  (p  zufolge 
nicht  größer  als  9>  (^1 .  ^1  ? -^1)  +  9  (% ,  2/2  ?  ^2)  ^ii^d,  so  ist  auch  die 
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größte  der  linken  Seiten^  d.i.  cp {x^  +  x^,  y^  +  y^,  0^  +  ^%)y  reicht  größer 
als  diese  Summe,  die  gedachte  Strahldistanz  also  auch  einhellig; 
zudem  ist  der  von  der  Fläche 

9^  (^;  ^;  ^)  =  1 

umgrenzte  Raum   ein  solcher  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt. 

Offenbar  ist  dieser  Eaum  kein  anderer  als  das  Parallelepiped,  welches 

die  Ebenen  .  ^  -,  ^ 

A  =  ±l,     li^±ly     v^±l 

zu  Grenzflächen  hat,  und  sein  Inhalt  daher  gleich  dem  Inhalte  des 
letzteren,  d.  i.  gleich  dem  über  dasselbe  erstreckten  Integrale 

j  dxdydz, 
welches  gleich 

8 
ausgedehnt  über  alle  A,  ^j  v  von  —1  bis  -f  1,  also  gleich  j^  ist. 

Demnach  beträgt  der  Inhalt  des  von  der  Fläche 

9(^.2/?^)  =  ^ 

begrenzten  Raumes  r^.  Dieser  Raum  enthält  also  dem  Minkowski- 

schen  Grundsatze  zufolge  in  seinem  Innern  oder  doch  auf  seiner  Be- 
grenzung außer  dem  Nullpunkte  mindestens  ein  Paar  von  Gegen- 
punkten des  Gitters,  sobald 

d.  i.  ^  ^  ]/|  A|  ist.  Bedeutet  daher  M  den  Minimalwert  von  qp  {x^y^z) 
für  ganzzahlige  x^  y^  ^,  d.i.  für  die  Gitterpunkte,  so  muß  Jf  ^  "j/A 
sein,  woraus  man  schließt: 

Es  gibt  mindestens  ein  System  ganzer,  nicht  zugleich 
verschwindender  Zahlen  x,y,^,  für  welche  (p(x,y,0)  und 
daher  auch  alle  drei  Linearformen  A,  /ti,  v  absolut  nicht 
größer  werden  als  l/|A|.  Ist  insbesondere  A  ==  +  1,  so  kön- 
nen diese  drei  Linearformen  zugleich  durch  solche  Zahlen 
absolut  kleiner  oder  doch  nicht  größer  als  1  gemacht 
werden.^) 

1)  Ein  entsprechender  Satz  gilt  für  zwei  Linearformen  ax  -\-  hy, 
ex  +  dy  und  gibt  dann,  falls  ac?  — &c==l  ist,  den  in  der  Formel  (16)  des 
zweiten  Kapitels  über  das  Produkt  {ax  +  hy)  (ex  -f-  dy)  ausgesprochenen 
Satz  als  eine  Folgerung,  wenn  dort  zu  dem  üngleichheitszeichen  das  Gleich- 
heitszeichen hinzutritt. 


(57) 


X 
CO 


=    1 
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Diesen  allgemeinen  Satz  wenden  wir  auf  den  besonderen  Fall  an, 
in  welchem,  unter  co,  Sl  zwei  reelle  Irrationelle,  unter  6  eine  posi- 
tive Zahl  verstanden, 

(56)  ^  =  x  —  Ci)0j     ^  =  y  —  Sl0j     ^"":^? 

mithin  A  =  ^  ist.  Dem  Satze  entsprechend  gibt  es  ganze,  nicht  zu- 
gleich verschwindende  Zahlen  Xj  y,  z^  für  welche  A,  ^,  v  zugleich  ab- 
solut nicht  größer  als  -^  sind;  hierbei  kann  offenbar  ^,  wenn  ö  >  1 

ist,  nicht  Null  sein,  ohne  daß  es  auch  x^  y  wären,  und  kann  dann 
positiv  gedacht  werden,  da  man  eventuell  alle  drei  x,  y^  z  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  nehmen  kann.  Da  es  alsdann  wegen  ^  <  y 

nicht  größer  als  ö^,  also  -jr  nicht  größer  als  —  sein  wird,  so  kann 

man  anch  sagen: 

Es  gibt  ganze  Zahlen  Xy  y,  z^  unter  denen  z  positiv  ist, 
von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Ungleichheiten 

erfüllt  sind. 

13.  Man  verdankt  den  Untersuchungen  von  Hermite  einen  Satz 
gleichen  Charakters,  der  sich  nur  durch  eine  weniger  genaue  Be- 
stimmung der  oberen  Schranke  vorstehender  Ausdrücke  von  dem 
vorigen  unterscheidet;  Hermite  ist  jedoch  auf  anderem  Wege,  un- 
mittelbar von  der  Reduktion  der  ternären  Formen  aus,  zu  ihm  ge- 
langt. Es  ist  nämlich 

(58)  fix,  y,  z)^{x-  cDzy  +  (^  -  Slzf  +  ^ 

eine  positive  Form  mit  der  Determinante  D  =  ^^ .  Wird  diese  in  der 
Weise  von  Ganß  oder  Hermite  reduziert  und  ist 

^  aj     a  ^     a 
ß,     ß\     ß' 

eine  Substitution,  durch  welche  f  in  die  Reduzierte  übergeht,  so  ist 
der  erste  Koeffizient  der  letzteren,  welcher  durch  den  Ausdruck 

(59)  (a-ayyyJr{ß-^yJ+^^ 

gegeben  wird,  nach  den  Bestimmungen  in  Nr.  8  nicht  größer  als 
yV^  =  -—.—-.  Demnach  gibt  es  ganze,  nicht  sämtlich  ver- 


Nr.  13.    Herleitung  ähnlicher  Formeln  durch  Hermite  203 

schwindende  Zahlen  «,  ß,  y,  für  welche 


ist,  eine  Ungleichheit,  aus  welcher^)  }/  <  1/ 3"  *  ^;  also  *z-<l/i^ 
ferner  die  Ungleichheiten 

cc  I  ^-j/I        1      =./4\V4       1 


1        Jv 


(60) 


hervorgehen,  welche  die  im  Satze  (57)  ausgesprochenen  Schranken 
nur  etwas  weiter  fassen.  Weil  aber  mit  wachsendem  6  die  Schranken 
unendlich  abnehmen,  so  ist  auch  aus  ihnen  zu  ersehen,  daß  die  Un- 
gleichheiten nicht  dauernd  durch  dasselbe  Wertsystem  a^  /3,  y  erfüllt 
sein  können,  daß  folglich  mit  wachsendem  6  eine  unbegrenzte  Reihe 
solcher  zusammengehörigen  Wertesysteme  cc,ßjy  erhalten  werden  muß. 

0:               ß 
Und  da  zugleich  die  Ausdrücke ca,  ~ Sl  unter  jeden  Grad 

von  Kleinheit  herabsinken,  ergibt  sich  eine  unbegrenzte  Reihe 

cc       ß  . 

von  je  zwei  Brüchen  — ,  —  gleichen  Nenners,  welche  gleich- 
zeitig gegen  die  beiden  gegebenenlrrationellenca,^^ konver- 
gieren, welche  also  ein  verallgemeinertes  Analogon  für  die  Näherungs- 
brüche einer  einzelnen  Irrationellen  darstellen.  Entsprechend  teilen 
sie  mit  diesen  die  Eigenschaft,  daß  sie  jene  Differenzen  oder  auch 
den  Ausdruck  ,  n2   .    -/^      n   \2 

a       ß 

ZU  einem  relativen  Minimum  machen,  d.h.,  daß  für  Brüche  — ,  — 
mit  gleichem  kleineren  Nenner  y^  jederzeit 

ist;  denn,  wäre  es  anders,  so  wäre  gewiß 

(«0  -  « n)'  +  (A  -  ßr«)'  +  ^  <  («  -  ^yf  +  (^  -  ^rf  +  f^  > 

während  doch  der  Ausdruck  zur  Rechten  als  erster  Koeffizient  der 


1)  Für  hinreichend  große  6  wird  y  von  Null  verschieden  sein,   da  wegen 

4      1 
der  sonst  geltenden  Ungleichheit  ot*  +  |5^  <  -^  •  -^  auch  a,  ß  verschwinden 

o       u 

müßten;    man  darf  y>0   denken,  indem  man  nötigenfalls  a,  ^,  y  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  nimmt. 
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Reduzierten  die  kleinste  ZaM  ist,  welche  durch,  die  Form  (58)  mit- 
tels ganzer  Zahlen  darstellbar  ist. 

Eine  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  zur  Form  (58) 
adjungierte  Form 

(61)  Fiw,  y,  £)  =  ^^  +  (c^  +  ßj/  +  ^)^ 

deren  Determinante  D  =  ^  ist.  Nach  den  Her  mit  eschen  Prinzipien 

der  Reduktion  wird  es  hier  ganze,  nicht  verschwindende  Zahlen  a,  jS,  y 
geben,  für  welche 

(62)  ^!H;l!  +  («„,  +  ^i2  +  y)«^±.^ 

ist  und  dieser  Wert  das  Minimum  der  Form  F  für  ganzzahlige  x^y^s 
angibt.  Hieraus  folgen  zunächst  dann  die  Ungleichheiten 

Sind  a^  ß  beide  von  Null  verschieden,  so  schließt  man  weiter 


-1  =  A    _L 

e  ^  si  '  ccß 


für  hinreichend  großes  6  können  a,  ß  nicht  beide  Null  sein,  da  sonst 
aus  (62)  auch  y  =  0  sich  ergäbe;  ist  also  dann  etwa  a  nicht  Null, 

so  folgt  -^  ^  -ö-  •  -2  •    Es  wird  also  für  hinreichend  große  Werte  von 

0,  da  wegen  (62)  __      .^ 

la>a  +  Slß  +  r\^y-^-^     ist, 


\(oa  +  ßSl  +  r\^(±-y^^, 


sein,  wenn  ft  die  kleinste  von  Null  verschiedene  der  beiden  Zahlen 
a,  ß  bedeutet.  Sind  diese  Zahlen  beide  von  Null  verschieden,  so  ge- 
langt man  zu  einer  noch  engeren  Schranke,  wenn  man  bemerkt,  daß 
das  Produkt  von  drei  positiven  Werten  nie  größer  ist  als  der  Kubus 
ihres  arithmetischen  Mittels.  Demgemäß  muß  der  Ungleichheit  (62) 
zufolge  a  fortiori 

d.  i.  _ 

\aß{acj+ßSl  +  y)\:^(i)y^ 
oder 

(64)  \aco  +  ß£l  +  y\^l^--^ 

sein. 
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14.  Die  in  voriger  Nr.  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  noch 
verschärfen^  wenn  man  statt  der  Reduktions  weise  von  Her  mite  die- 
jenige von  Seeber  benutzt,  indem  dadurch  der  Bruch  ~  durch  die 
kleinere  Größe  |/2  ersetzt  wird.  Doch  auch  dann  nehmen  die  Ungleich- 
heiten (60)  nicht  die  Schärfe  der  nach  Minkowski  abgeleiteten  Un- 
gleichheiten (57)  an.  Aber  diese  nun  lassen  sich,  wie  gleich- 
falls aus  Minkowskis  Prinzipien  erkannt  wird,  noch  weiter 
verschärfen.  Betrachten  wir  statt  der  Linearformen  (56)  die  fol- 
genden: z  z 

und  verstehen  jetzt  unter  (p(jVj  y,  is)  für  jedes  System  Xy  y,  z  den  größ- 
ten absoluten  Wert  dieser  Formen  oder  der  Ausdrücke 

(65)  \^-^,\+\A^    |^_i2^|  +  !^, 

der,  wie  man  sogleich  übersieht,  eine  einhellige  Strahldistanz  ist.  Der 
durch  die  Fläche  ^{x,y,^)  =  l 

begrenzte  Raum  hat  offenbar  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  und 
besteht  aus  denjenigen  Punkten  Xy  y,  3,  für  welche,  wenn 

x--G)Z==u,    y  —  Sl0  =^  V,    gg- == -2^ 
gesetzt  wird,  ,     ,      ,     .===  ^      ,    ,  ,,      ,  =  ^ 

ist.    Sein  Inhalt  beträgt 

J  =  /  dxdydz  =  6^  J  dudvdw, 

wenn  letzteres  Integral  über  alle  den  vorstehenden  Ungleichheiten 
genügenden  u,  v^  w  ausgedehnt  wird.    Ihnen  zufolge  ist 

und  daher  zunächst  w  zwischen  +  1  und  —  1  zu  nehmen;  sodann 
ergeben  sich  als  Grenzen  für  u  und  v  die  Werte  1  — 1^(?|  und  — 1+|^|. 
Das  dreifache  Integral  wird  also  zunächst  zum  einfachen  Integrale 

4^.J  {l  —  \w\y  '  dWj 
-1 
welches  sich  zerlegt  in 

1  0 

4  'f{l  -  w^dw  +  4  .^(1  -h  wfdw 

0  -1 

.0  „ 


|.[_(1_«<,)3]  +  A[(1   4.^)3] 
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Man  findet  also  J"=  ~^.  Demnach  ist  der  von  der  Fläche  9p  (Xj «/,  ^)  ==  t 
umgrenzte  Raum  gleich 


und  enthält,  wenn  er  ^  8  ist^  mindestens  ein  Paar  von  Gitterpunkten. 
Das  Minimum  M  der  Funktion  cp  {x,  y,  z)  für  ganzzahlige  x^  y,  ^  ge- 
nügt also  der  Ungleichheit 

— 3— <8 
oder  1/ 

Demgemäß  gibt  es  also  ganze,  nicht  sämtlich  verschwindende  Zahlen 
Xy  y,  ^,  für  welche  auch  die  Ausdrücke  (65)  unterhalb  dieser  Schranke 
liegen.   Somit  wird 

\x  —  G)2\  +  \x  —  G)z\  +  2'^-^<^2'-Y 

sein,  und  dann  ergibt  sich  nach  dem  schon  in  voriger  Nr.  benutzten 
Satze  vom  arithmetischen  Mittel 

^3 


I  12    21^1 


\3   '    0  / 


d.  h.  _ 


(65a)  v-^^   <"T*-;7= 


o  i  =    2  1 


also,  da  ^  >  0  gedacht  werden  darf, 

(65  a) 

und  ganz  ebenso 

(65b) 

zwei  Beziehungen,  durch  welche  die  erwähnte  Verschärfung  der  Un- 

gleichheiten  (57)  erreicht  ist.  Da  \x  —  coz\,  \y~^z\  unter  ilf^-^ 

bleiben,  für  hinreichend  großes  ö  diese  Schranke  aber  beliebig  klein 

ist,  so  dürfen  zugleich  die  Ausdrücke   —  —  ca  ,    —  —  iß    unter 

beliebig  kleiner  Grenze  gedacht  werden.  Es  sei  noch  bemerkt, 
daß  nach  Minkowskis  eingehenderer  Betrachtung  hier  das  Gleich- 
heitszeichen unterdrückt  werden  darf;^) 


1)  Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen,  S.  110 — 12. 
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15.  Hier  stellt  sich,  nun  die  Aufgabe  ein,  für  die  Reihe  je  zweier 

Brüche  — ;  — ,  welche  solchen  Ungleichheiten  genügen,  analog  mit 

dem  Bildungsgesetze  für  die  Näherungsbrüche  eines  Kettenbruchs 
die  Regel  zu  suchen,  nach  welcher  sie  der  Reihe  nach  zu  finden  sind; 
desgleichen  für  die  sukzessiven  Wertesysteme  c^,  /3,  y^  für  welche  der 
Ausdruck  aGi  -\-  ^^-\ry  gegen  Null  konvergiert.  Diese  schon  von 
Euler  gestellte  Aufgabe  hat  später  Jacobi^)  zu  lösen  versucht. 
Indem  wir  aber  gegenwärtig  davon  abstehen,  sie  weiter  zu  verfolgen, 
um  an  einer  späteren  Stelle  dieses  Werkes  darauf  zurückzukommen, 
schließen  wir  die  vorigen  Betrachtungen  mit  einer  Anwendung  der- 
selben ab,  durch  welche  Hermite  den  in  Nr.  7  des  zweiten 
Kapitels  behandelten  Satz  von  Tschebyscheff,  wie  dort 
schon  bemerkt,  genauer  gefaßt  hat. 

Er  wendet  zu  diesem  Zwecke  die  Betrachtungen  von  Nr.  13  auf  die 
etwas  verallgemeinerte  Form  (61),  nämlich  auf  die  Form 

(66)  Y{x,y,^)  =  ^^^,^{z-mx-ilyf 

an,  deren  Determinante  D  =  yj-^  ist,  und  welche  zwei  veränderliche 

positive  Parameter  if,  u  enthält.  Für  jedes  Wertesystem  der  letzteren 
gibt  es,  der  Seeb ersehen  Reduktion  zufolge,  ein  System  ganzer, 
nicht  sämtlich  verschwindender  Zahlen  «,  /3,  7,  für  welche 

und  dieser  Wert  das  Minimum  der  Form  für  ganzzahlige  Werte  der 
Unbestimmten  ist.   Hieraus  folgen  die  Ungleichheiten 

(68)  «^^t-Vä,    /32^M-f/2, 

(69)  (j._«c_^ß)2^|l 
und  nach  dem  Satze  vom  arithmetischen  Mittel 

(70)  |y_«a,_^ß|^-|/^.J_. 

Die  Parameter  ^,  u  darf  man  als  .Parallelkoordinaten  eines  Punktes 


1)  Jacobi,  Journ.  f.  Math.  69,  S.  1:  Über  die  Auflösung  der  Gleichung 
und  S.  29:  Allgem.  Theorie  der  kettenbruchähnlichen  Algorithmen. 
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einer  Ebene  auffassen.  Da,  wenn  man  sie  unbegrenzt  wachsen  läßt^ 
die  Ungleichheit  (69)  offenbar  nicht  dauernd  für  ein  und  dasselbe 
Wertesystem  a^  ß^  y  erfüllt  sein  kann^  so  wird  die  Ungleichheit  (67) 
für  jedes  Wertesystem  a,  ßj  y  nur  in  einem  ganz  bestimmten  endlichen 
Gebiete  der  Ebene  bestehen.  Für  sehr  kleine  Werte  Yon  u,  d.  h.  an 
der  Abszissenachse  und  in  hinreichender  Nähe  derselben,  wird  dabei 
ß  der  zweiten  der  Ungleichheiten  (68)  zufolge  gleich  Null  sein  und 
der  entsprechende  Teil  der  Ebene  jener  Achse  anliegen,  aber  auch 
in  Richtung  derselben  nur  eine  endliche  Ausdehnung  haben  können. 
Denkt  man  sich  nun  zwei  solche  einander  benachbarten  Stücke  der 
Ebene,  denen  also  zwei  verschiedene  Wertsysteme  a,  0,  y]  a\  0,  y' 
entsprechen,  und  geht  man  auf  ihrer  gemeinsamen  Begrenzung  von 
der  Achse  aus  aufwärts,  so  muß  man,  da  sie  endlich  sind,  an  eine 
Stelle  ty  u  gelangen,  wo  sich  ein  drittes,  einem  Systeme  «,  ß,  y  mit 
nicht  verschwindendem  ß  zugehöriges  Stück  der  Ebene  anlegt;  hier- 
bei darf  /3  >  0  gedacht  werden,  indem  man  nötigenfalls  a,  ß,  y  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen  nimmt,  und  folglich  finden  die  drei 
Ungleichheiten 

zugleich  statt,  aus  denen 

(71)  F{a',  0,  /)  .  F(a",  0,  /')  •  F(a,  ß,  y)  ^  ^, 

hervorgeht.  Ist  aber  /3  =»  0,  so  stellt  die  linke  Seite  in  (67)  das  Mini- 
mum der  binären  quadratischen  Form 

mit  dem  Parameter  l^  ==  ~^—  vor,  mithin  sind  y,  a  nach  Nr.  14  des 

zweiten  Kapitels  Zähler  und  Nenner  eines  Näherungsbruches  für  den 

Kettenbruch  von  m.  Soüach  sind  ~,  ^,  zwei  aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche  desselben,  also  ya"  —  y"  a  ^  ±  1.  Wird  nun  die 
Form  F{Xy  y,  0)  durch  die  Substitution 

0,    0,^ 

Ky,  y\  yy 

deren  Determinante  {y  a'  —  y'cc')ß  ^  ±:  ß  ist,  in  eine  andere  trans- 
formiert, so  sind  in  dieser  die  Koeffizienten  der  Quadrate  der  Unbe- 
stimmten; deren  Produkt  bei  einer  positiven  Form  stets  gleich  oder 


M 
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größer  ist  als  die  Determinante  der  Form^),  gleich  den  Faktoren  zur 
Linken  von  (71).  Man  findet  also  die  linke  Seite  von  (71)  gleich  oder 

größer  als  ß^  -  D  ^  — -r^  und  demnach  ß^  ^  2,  also  ß  ^  1,    Infolge 

hiervon  nimmt  die  Ungleichheit  (70)  die  Gestalt  an: 


\r-ccm^s^\<:y~^~ 


und  bringt  die  schärfere  Fassung  des  Satzes  von  Tschebyscheff 
zum  Ausdrucke, 
16.  Sei  jetzt 

f{x;yy  z)  =-  ax^  +  ly'^  +  cz^  +  2a  yz  +  2Vzx  +  2c  xy 
eine  positive  Form  und  D  ihre  Determinante.  Im  zugehörigen  Raum- 
gitter bedeutet  dann  bekanntlich  cpix^  y^  z\  ==  Ytix,  y,  0)  den  Abstand 
des  Punktes  x,  y,  0  vom  Nullpunkte^  also  die  Grieichung 

(72)  (p(x,y,0)=^l 

eine  Kugelüäche  vom  Radius  1;  welche  den  Nullpunkt  zum  Mittel- 
punkte hat;  die  Funktion  q)(xy  y^  z)  ist  homogen  von  der  ersten  Di- 
mension, Null  nur  im  Nullpunkte,  überall  sonst  positiv  und  somit 
eine  Strahldistanz,  auf  welche  die  Betrachtungen  der  Nr.  10  und  11 
Anwendung  finden.  Nennt  man  also  J  das  auf  die  Punkte  x^  y^  s  der 
Kugel  bezogene  Integral 

(73)  J  =^J  dxdyd^j 

sowie  ft  das  Minimum  der  Funktion  (p  {Xj  y^  3)  für  ganzzahlige  x^  y,  3, 
so  ist  nach  Minkowskis  Grundsätze 

oder  _^     2 

Nun  kann  /*(rr,  y,  z)  folgendermaßen  als  Summe  dreier  Quadrate  von 
Linearformen  geschrieben  werden: 

1)  Ist  /  /    /    A  die  positive  Form  und  (     /      /      A  ihre  Adjungierte,  so 

folgt  aus   B  =^  ac  —  b'^^    Q  ^  ab  —  c'*,    daß    abc  ^ ist,    ferner   aus 

a 

Bö  —  ^'«  =  Da,  daß  —  >  A  also  abc  >  D  ist, 
a 

Saohmann^  ZaMenthdorie  IV3  14 
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oder;  wenn  man 


ya  ya 


(74) 
setzt, 


-xr       -i /ab  —  c'^         ,     aa — h'c 

r    ab  —  c  ^ 


Die  Gleichung  (72)  darf  mithin  durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

(75)  X'+Y'  +  Z'  =  L 

Da  die  Funktionaldeterminante  der  Größen  X,  Y,  Z  nach  den  Größen 
Xj  y,  0j  d.  h.  die  Determinante  der  Gleichungen  (74)  gleich  ]/D  ge- 
funden wird,  so  ist  das  Integral  (73)  gleich 

~~'  JdXdYdZ, 

wenn  die  dreifache  Integration  auf  alle  durch  die  Ungleichheit 
X^+  F^+Z^^  1  beschränkten  X,  Y,  Zerstreckt  wird.  Werden  aber 
X.,  Yy  Z  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  gedeutet,  so 
sind  diese  Z,  Y,  Z  die  Koordinaten  aller  Punkte  einer  Kugel  vom 

Radius  1,  mithin  hat  jenes  Integral  den  Wert  — .    Somit  wird 


und  folglich 


Alt      1 


yn 


demnach  gilt  für  das  Minimum  M  der  Form  f(x,  y,  z)  für  ganzzahlige 
X,  y,  z  die  Bedingung 

(76)  jf=y^]/^.V5. 

Dies  gibt  für  den  Quotienten  aus  dem  Minimum  einer  Klasse  und 

\  /36 
der  Kubikwurzel  aus  ihrer  Determinante  die  Schranke  y  —^  Durch 

die  früheren  Reduktionsmethoden  sind  wir  schon  zu  engeren  Schran- 
ken geführt  worden,  haben  als  die  genaue  derselben  den  der  Seeb er- 
sehen Methode  entsprechenden  Wert  y2  festgestellt  und  daraus  die 
dichteste  Lagerung  gleicher  Kugeln  gefolgert.    Man  verdankt  nun 


Nr.  17.  Ableitung  der  Seebersclien  Reduktionssätze  a.  d.  genauen  Schranke    211 

Minkowski  den  Nachweis  der  sehr  interessanten  Tatsache,  daß  um- 
gekehrt aus  der  dichtesten  Lagerung  kongruenter  Körper,  insbeson- 

31 
dere  gleicher  Kugeln  jene  genaue  Schranke  für  das  Verhältnis  3—= 

gefunden  und  aus  ihr  dann  die  Seeberschen  Sätze  über  Reduktion 
positiver  ternärer  quadratischer  Formen  hergeleitet  werden  können. 

17.  Wir  beginnen  mit  dem  letzteren  Punkte. 

Man  denke  irgendein  Raumgitter,  etwa  das  durch  die  Formel  (1) 
bestimmte  gegeben.    Ist  dann 

f{x,  y,  z)  =  ax^  +  ly^  +  cz^  +  ^ayz  +  2V zx  +  2c  xy 

eine  positive  Form  und  Z)  ihre  Determinante,  so  erfüllen  die  Werte 
x^  y,  ^,  welche  die  Ungleichheit 

f{^,  y;  ^)  ^  1 

befriedigen,  nur  ein  endliches  Gebiet  der  dreifach  unendlichen  Mannig- 
faltigkeit aller  x,  y,  Z'^  diese  Ungleichheit  begrenzt  also  einen  end- 
lichen Raum,  welcher  offenbar  den  Nullpunkt  des  Gitters  zum  Mittel- 
punkte hat.    Gleiches  gilt  von  der  Ungleichheit 

A^;  y.  ^)  =  ^'• 

Für  hinreichend  kleine  t  wird  der  so  begrenzte  Raum  keinen 
Gitterpunkt  außer  dem  Nullpunkte  enthalten;  läßt  man  sodann  t  all- 
mählich wachsen,  so  wird  ein  Augenblick  kommen,  wo  zum  ersten- 
mal mindestens  ein  Paar  von  Gitterpunkten  auf  die  Fläche  tritt;  dies 
geschehe  für  i  =  M^  und  cc^,  a^,  a^  seien  die  zugehörigen  Werte  von 
Xy  y,  z  für  solchen  Qitterpunkt  P^.  Liegt  nun  nicht  noch  ein  anderer 
Gitterpunkt  außerhalb  der  Richtung  OF^  auf  der  Fläche,  so  kann 
man  t  weiter  wachsen  lassen,  bis  es  geschehen  muß,  daß  zuerst  ein 
solcher  Punkt  Pg  mit  den  Bestimmungsstücken  ß^j  ß^^  ß^  auf  die 
erweiterte  Fläche  tritt;  dies  geschehe  für  t  =  M^y  so  daß  ilfg  >  ^^1 
ist,  wo  das  Gleichheitszeichen  dem  Falle  entspricht,  daß  für  t  =  M^ 
außer  Pj  und  seinem  Gegenpunkte  noch  ein  anderer  Gitterpunkt  auf 
der  früheren  Fläche  liegt.  Ebenso  wird  es  nun  einen  kleinsten  Wert 
i^  =  Jf 3  ^  ilfg  geben,  so  beschaffen,  daß  bei  neuer  Ausdehnung  der 
Fläche  bei  ihm  zuerst  ein  außerhalb  der  Ebene  OP^F^  liegender 
Gitterpunkt  auf  die  Fläche  tritt,  dessen  Bestimmungsstücke  y^^  y^,  y^ 
seien.  Durch  die  Substitution 

x-=  a^X  +  ß^Y+y^Z 

y  =  a,X  +  ß,Y  +  r,Z 

0  =^  a,X  +  ß,Y  +  y,Z 

14* 
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mit  nicht  verschwindendem  Modul,  dessen  absoluter  Wert  d  heiße^ 
erhält  man  eine  Gleichung 

(77)  f{x,y,z^^F{-K,Y,Z\ 
in  welcher 

F{X,  Z  Z)  -  AX^  +  J5r^  +  CZ^  +  2Ä'YZ+2B'ZX  +  2C'XY 

eine  quadratische  Form  mit  der  Determinante  D  ^  d^  -  D  und  den 
Koeffizienten 

^  =  JP(1,  0,  0)  =  /•(«,,«„  «3)  =  ilf,ä 

I?  =  F(0,l,0)  =  /-(^„ft,^3)  =  ilf/ 

ist;  durch  eventuelle  Veränderung  des  Vorzeichens  einer  oder  zweier 
der  Unbestimmten  X,  Yj  Z  kann  man,  ohne  daß  der  Wert  d  sich 
ändert,  es  erreichen^  wie  in  Nr.  8  gezeigt  ist,  daß  die  Koeffizienten 
Ä%  JB',  (7'  entweder  alle  drei  negativ  oder  alle  drei  nicht  negativ 
werden.  Beachtet  man,  daß  einerseits 

den  Werten  X,  Y  =  0,     Z  «  0  die  Punkte  oc,  y,  0  auf  OF^, 
den  Werten  X,  F^  0,     Z  ^  0  die  Punkte  ^,  y,  0  der  Ebene  OP^P^ 

außerhalb  OP^, 

den  Werten  X,  F,  Z^O  die  Punkte  x,  y,  0  außerhalb  OP,P, 

und  andererseits  ganzzahligen  X,  F,  ^auch  ganzzahlige  x,  y,  0  ent- 
sprechen, so  leuchtet  ein,  daß  Ä,  B,  C  die  kleinsten  Werte  von  -F  für 
diese  drei  Kategorien  ganzzahliger  Werte  X,  Z,  Z  sein  müssen. 
Dies  vorausgeschickt,  stellen  wir  F{X,  F,  Z)  in  der  Gestalt  dar: 

(78)  Fix,  F,  Z)^l'  +  ri'  +  ?^ 
wo 

I^X'Ya  +  ^'Y+^^  z 


AB    —   C'        -^     ,         ÄA'  —  B'C  rr 

^  yA{AB—G'^) 


ist,  und  betrachten  den  Ausdruck 

(79)  «pa^^^o^f  +  S  +  S- 

Für  die  ganzzahligen  X,  F,  Z  der  ersten  Kategorie  verschwinden 
t;,  g,  und  es  wird  F  ^^  ^  ^^  wobei  für  den  Punkt  Pj  das  Gleich- 
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p 

heitszeichen  eintritt;  demgemäß  wird  9?  =  -j  >  1 ;  für  die  ganzzaliligen 

X,  r,  Z  der  zweiten  Kategorie  wird  g  =  0,  jF=  |^  +  ly^^  JB,  also,  weil 
jB  >  J.  ist,  cp  ==—-  +  ;^  >  ^--—-^  >  1 ;  für  die  ganzzaliligen  X,  F,  Z 

der  dritten  Kategorie  endlich  ist  F ^  ^^  -{•  rj^  +  ^^^  G^  also,  da 
G^  B^  Ä  ist, 

Hieraus  folgt,  daß  die  Ungleichheit 

(80)  5  +  1  +  1^1 

einen  eUipsoidischen  Raum  bestimmt,  der  offenbar  den  Nullpunkt 
zum  Mittelpunkt,  den  Gitterpunkt  P^  auf  seiner  Begrenzung,  im 
übrigen  aber  keinen  Gitterpunkt  iü  seinem  Innern  hat.  Wird  dieser 
Raum  nun  im  Verhältnis  von  2  :  1  zusammengezogen  und  dann  vom 
NuUpunkt  nach  jedem  Gitterpunkte  durch  Parallelverschiebung  ver- 
setzt, so  werden  alle  diese  Ellipsoide  nur  aneinanderstoßen,  aber 
nicht  ineinander  dringen  können,  und  das  Verhältnis  zwischen  dem 
von  ihnen  allen  eingenommenen  Teile  des  Raumes  zum  Gesamtraume 
wird  bei  festgehaltener  Form  f(x,  y,  ^)  von  dem  zugrunde  gelegten 
Raumgitter  abhängig  sein.  Steht  es  nun  fest,  daß  es,  wie  letz- 
teres auch  gewählt  werde,  die  obere  Schranke  — r-n;  nicht 

^  ■  3]/2 

überschreiten  kann,  so  besteht,  unter  J  den  Inhalt  des  EUipsoids 
(80)  in  den  Größen  x,  y,  z,  d.  i.  das  über  dasselbe  erstreckte  Integral 

J  =  j  dxdydz 
verstanden,  die  Ungleichheit 

J    —       Tt 

Andererseits  ist  die  Funktionaldeterminante  der  x,  y,  s  nach  den 
X,  F,  Z  absolut  gleich  d,  diejenige  der  X,  Y,  Z  nach  den  |,  ^,  ^  ab- 
solut gleich  --zzz:  =«  — 7=r ,  also 


J-  r^'fd^di]dt, 


wenn  letzteres  Integral  auf  aUe  die  Ungleichheit  (80)   erfüllenden 
I,  fj,  g  erstreckt  wird.   Daher  ergibt  sich 

J    ss:    ---  .    — ^    ^    .    _-_- 

^  |/Z>       ^  3]/2 
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und  daraus 

(81)  ÄBC^2D. 

Vergleicht  man  ferner  in  (78)  beiderseits  die  Koeffizienten  von  Y^ 
und  Yon  Z'^,  so  findet  man 

also 

ABG^d^D 

und  wegen  (81)  die  Ungleichlieit  d^  ^  2,  was,  da  d  ganzzahlig  und 
ein  von  Null  verschiedener  absoluter  Wert  ist,  eZ  ==  1  liefert.  Dies  be- 
deutet, daß  die  Form  F  äquivalent  ist  mit  /.  In  der  Form  F  waren 
Ä^B'^G  und  für  die  drei  obengenannten  Kategorien  der  ganz- 
zahligen X,  Y,  Z 

(82)  F{X,0,0)^A,    F{X,Y,0)^B,    FiX,Y,Z)^C. 

x^o  r^o  z^o 

In  diesen  unendlich  yielen  Ungleichheiten  sind  die  nachstehenden 
als  besondere  enthalten: 

(83a)  F(±  1,  1,  0)  5  B,    F(±  1,  0, 1)  ^  G,    Z(0,  ±  1, 1)  ^  C, 
welche  auch  geschrieben  werden  können: 

Ä^2\0'\,    Ä^2\B'\,    B^2\Ä'\', 

sowie  auch  diese: 

(83b)  F(±  1,  ±  1,  1)  ^  G, 

die  mit  der  folgenden: 

A  +  B  +  2dÄ'  +  2bB'  +  28bC^Q 

übereinkommt,  in  welcher  d,  s  Einheiten  bedeuten.  Diese  Ungleich- 
heiten zusammen  mit  Ä^B^  G  charakterisieren  aber  die  Form  F 
als  eine  Seebersche  Reduzierte  und  gestatten  demnach  unsere 
Ergebnisse  in  den  Satz  zusammenzufassen: 

Jede  positive  ternäre  quadratische  Form /"(^j  i/,  ^)  ist  einer 
SeeberschenKeduzierteni^(X,T',Z)äquivalent,und  in  dieser 
ist  der  Beziehung  (81)  gemäß  das  Produkt  der  drei  Haupt- 
koeffizienten nicht  größer  als  die  doppelte  Determinante. 

An  späterer  Stelle  (Kap.  9  Nr.  4)  soU  gezeigt  werden,  daß  aus  den 
besonderen  Bedingungen  (83  a)  und  (83  b)  umgekehrt  die  sämtlichen 
Ungleichheiten  (82)  hervorgehen. 

18.  Nachdem  diese  Sache  erledigt  ist,  sei  jetzt  ein  räumliches 
Gitter  mit  den  Grundpunkten  a,  6,  c  gegeben.  Jeder  Punkt  |,  rj,  ^  des 
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Raumes  wird  dann,  wie  in  Nr.  1,  durch  drei  Gleichungen 

(84)  ^:==ax  +  ßy  +  y0,     V  =  ^-i^  +  ßiV +  7i^f     t,  =  a^x-\- ß^y  +  y^^ 

bestimmt,  in  denen  a,  a^^  cc^-,  ß,  ß^,  ß.^-^  y^  y^^  y^  die  Koordinaten  der 
Grundpunkte  bedeuten,  und  die  Gitterpunkte  §,  t^,  g  entsprechen  den 
ganzzahligen  Wertesystemen  der  Unbestimmten  x,  y^  z.  Um  den  Null- 
punkt des  Gitters  denke  man  sich  einen  nach  außen  überall  konvexen 
Raum  oder  Körper  abgegrenzt,  der  ihn  zum  Mittelpunkte  hat,  was 
—  wie  in  Nr.  12  —  geschehen  kann,  indem  man  seine  Oberfläche 
durch  eine  Strahldistanz  ^(|,  t^,  g)  bestimmt,  die  dort  überall  einen 
konstanten  Wert  G  habe,  so  daß  für  alle  Punkte  im  Innern  oder 
auf  der  Oberfläche  des  Körpers 

für  aUe  äußeren  Punkte 

f%  V,0>G 

ist.  Derselbe  Raum  oder  Körper  werde  um  jeden  anderen  Gitter- 
punkt abgegrenzt.  Sind  diese  Körper,  d.  h.  ist  die  Konstante  G  hin- 
reichend klein,  so  werden  sie  voneinander  getrennt  sein.  Beim  Wachsen 

von  C  bis  zu  einem  gewissen  Werte  G  =  y  ^^^^  ^^  geschehen,  daß 
Berührungen  zwischen  ihnen  eintreten,  nämlich  dann,  wie  in  Nr.  11 
bemerkt  wurde,  wenn  zuerst  ein  oder  mehr  als  ein  Gitterpunkt  in 
die  Mäche  ,p(lri,t)  =  2G=^M 

hineintritt,  d.  h.  wenn  diese  Gleichung  durch  einen  oder  mehrere  sol- 
cher Gitterpunkte  |,  rj,  t,  erfüllt  wird;  und  bei  weiterem  Wachsen 
von  0,  wenn  es  dann  also  Gitterpunkte  gibt,  für  welche 

ist,  werden  die  Körper  übereinandergreifen.  Die  Bedingung,  daß  sie 
für  ein  bestimmtes  G  völlig  getrennt  sind^  wird  also  darin  bestehen, 
daß  für  jeden  Gitterpunkt  außer  dem  Nullpunkte 

spß,n,i)^2C 

sei.  Hierbei  kann  G  =  \  gedacht  werden,  wenn  die  Strahldistanz 
passend  bezeichnet  wird,  und  somit  können  wir  sagen: 

Denkt  man  sich  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  einen 
Körper  K  abgegrenzt,  indem  man  für  eine  Strahldistanz 
9(§,  ri,  0  die  Ungleichheit 

(85)  qpa^,o^T 

aufstellt,  und  legt  man  um  sämtliche  Gitterpunkte  den 
gleichen  Körper,    so    ist   die  Bedingung   dafür,   daß   diese 
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Körper  voneinander  getrennt  sind,  der  Umstand,  daß  für 
jeden  Gitterpunkt  außer  dem  Nullpunkte 

(86)  ^{lri,t)^l, 

d.h.,  daß  iin  Innern  des  durch  die  Ungleichheit 

(87)  q>{i,fi,t)^l 

bestimmten  Körpers  St  kein  Gitterpunkt  enthalten  sei. 

Setzt  man  in  (86)  für  |,  tj,  g  ihre  durch  (84)  gegebenen  Werte,  so 
verwandelt  sich  (p  in  eine  gewisse  Funktion  von  x^y,  0\ 

(88)  ^>{%ri,t)-f{x,y,d), 

und  der  erwähnte  Umstand  ist  gleichbedeutend  mit  dem  anderen,  daß 
für  jedes  von  Null  verschiedene  ganzzahlige  Wertesystem  x,  y^  z 
die  Ungleichheit  __ 

(89)  ^  fix,  y,^)>\ 
erfüllt  sei. 

Da  auf  jeden  Gitterpunkt  einer  der  Körper  jK^  deren  gemeinsamer 
Inhalt  J"  heiße,  andererseits  je  ein  Grundparallelepiped  kommt,  dessen 
Inhalt  A  genannt  werde,  und  da  diese  zusammen  den  Raum  einfach 

und  lückenlos,  jene  aber  nur  teilweise  erfüllen,  so  muß  ^  das  Ver- 
hältnis zwischen  dem  von  den  Körpern  erfüllten  und  dem  gesamten 
Baume  und 

(90)  J^A 

sein.  Die  von  uns  gesuchte  dichteste  Lagerung  der  Körper 
K  wird  man  erhalten,  wenn  man,  den  Körper  K^  d.  i.  die  Un- 
gleichheit (85),  sowie  die  für  die  Ungleichheit  (89)  ange- 
setzte Bedingung  festhaltend,  das  Gitter  so  einrichtet,  daß 

das  Verhältnis  -^  einen  möglichst  großen,  d.  h.  daß  A  einen 
möglichst  kleinen  Wert  erhält. 

19.  Enthält  nim  die  Fläche  ^  des  Körpers  ß  noch  keinen  Gitter- 
punkt, so  kann  man  offenbar  das  Grundparallelepiped  A  des  Gitters 
durch  Zusammenrücken  seiner  parallelen  Ebenen  so  verkleinern,  daß 
schließlich  ein  Gitterpunkt  %  und  sein  Gegenpunkt  21'  auf  die  Fläche 
tritt,  denn  die  Bedingung  (89)  mit  der  aus  ihr  folgenden  Ungleich- 
heit (90)  kann  bei  unendlicher  Abnahme  von  A  nicht  dauernd  er- 
füllt bleiben.  Wenn  dann  nicht  schon  ein  außerhalb  %0%'  gelegener 
Gitterpunkt  auf  %  vorhanden  ist,  so  wähle  man  nach  Belieben  zwei 
weitere  Gitterpunkte  S9,  ®,  welche  mit  %  nicht  alle  drei  in  einer 
Ebene  liegen;  sie  bilden  die  Grundpunkte  eines  dem  gegebenen  Gitter 
eingelagerten  Gitters,  und  es  seien  J.,  jB,  G  die  Grundpunkte  des  dem 
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letzteren  angepaßten  ursprünglichen  Gitters;  offenbar  fällt  Ä  mit 
mit  3(  zusammen,  da  sonst  A  im  Innern  von  S'  liegen  müßte.  Nun 
ziehe  man  das  Grundparallelepiped  A  noch  weiter  zusammen,  indem 
man  die  Punkte  J?,  C  gegen  0  rücken  läßt,  bis,  was  wieder  aus  glei- 
chem Grunde  wie  zuvor  notwendig  endlich  geschehen  muß,  ein  wei- 
terer Gitterpunkt  Sßi  nebst  seinem  Gegenpunkte  S3/,  die  außerhalb 
der  Geraden  51091'  liegen  müssen,  auf  die  Fläche  %  tritt.  Wenn  dann 
nicht  schon  ein  dritter  Gitterpunkt  nebst  seinem  Gegenpunkte  auf 
5  befindlich  ist,  die  außerhalb  der  Ebene  SlOSj  liegen,  so  wähle 
man  irgendeinen  außerhalb  der  letzteren  gelegenen  Gitterpunkt  S^; 
dann  bilden  Sl,  3?^,  ß^  die  Grundpunkte  eines  dem  ursprünglichen 
Gitter  eingelagerten  Gitters,  und  man  kann  jenes  wieder  dem  letzt- 
genannten anpassen;  ein  Grundpunkt  dieses  angepaßten  Gitters  wird 
Ä  =  %y  der  zweite  B  in  der  Ebene  %0^^^  der  dritte  G  außerhalb 
derselben  gelegen  sein.  Läßt  man  jetzt  das  Grundparallelepiped  A  des 
ursprünglichen  Gitters  noch  weiter  abnehmen,  indem  man  G  gegen 
0  rückt,  wobei  die  Gitterpunkte  in  der  Ebene  SlOSSj  oder  ^OJ?  un- 
verändert bleiben,  so  muß  endlich  wieder  noch  ein  Gitterpunkt  ©3 
nebst  seinem  Gegenpunkte  ©2'  auf  die  Fläche  ^  treten,  der  nicht  in 
jener  Ebene  liegt,  und  somit  erhalten  wir  den  Satz: 

Soll  die  Lagerung  des  Körpers  K  und  der  ihm  kongru- 
enten, um  die  Gitterpunkte  gelegten  Körper  eine  dichteste 
sein,  so  muß  jedenfalls  das  Gitter  so  bestimmt  werden,  daß 
auf  die  Oberfläche  des  Körpers  ß  wenigstens  drei  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Gitterpunkte  ?{,  SS^,  ©2  nebst  ihren 
Gegenpunkten  Sl',  93/,  Kg'  ^lu  liegen  kommen,  der  Körper  ^ 
somit  ein  ihm  eingeschriebenes  Oktaeder  —  es  heiße 

Okt.(9lS3,©2) 

—  enthalte,  dessen  Eckpunkte  Gitterpunkte  sind. 

Möglicherweise  enthält  es  mehr  als  ein  solches  Oktaeder.  Wählt 
man  dann  unter  ihnen  eins  —  Okt.  (51 S5®)  —  von  möglichst  kleinem 
Inhalte,  so  kann  dies  letztere  außer  seinem  Mittelpunkte  und  seinen 
Ecken  keinen  Gitterpunkt  mehr  aufweisen.  Denn,  wäre  &  noch  ein 
von  21,  33,  ®  und  den  Gegenpunkten  verschiedener  ihm  angehörender 
Gitterpunkt,  so  gehörte  ®  auch  zu  Ä  und  müßte  also  jedenfalls  auf 
der  Oberfläche  g  von  ß  liegen;  dann  wäre  aber  das  Okt.  (21 S3®)  ein 
in  S  eingeschriebenes  Oktaeder  und  von  kleinerem  Inhalte  als 
Okt.  (21 35  ®),  gegen  die  Voraussetzung.  Nennt  man  nun  ein  dem  Körper 
ß  eingeschriebenes  Oktaeder,  dessen  Ecken  Gitterpunkte  sind,  das  aber 
außer  diesen  Ecken  und  seinem  Mittelpunkt  keinen  Gitterpunkt  wei- 
ter enthält,   ein  Gitteroktaeder,  so  muß  also  zur  dichtesten 
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Lagerung  der  Körper  K  das  Gitter  so  eingerichtet  werden, 
daß  der  Körper  ^  ein  Gitteroktaeder  aufweist. 

20.  Die  Ecken  des  Gitteroktaeders  Okt.  {%  33,  ®)  sind  die  Grund- 
punkte eines  Gitters  ®,  welches  dem  ursprünglichen  Gitter  einge- 
lagert ist.  Wir  wollen  zunächst  feststellen,  in  welcher  Beziehung  jenes 
zu  dem  letzteren  steht.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  das  dem 
eingelagerten  Gitter  @  angepaßte  ursprüngliche  Gitter  G  und  nennen 
A^B,  G  seine  Grundpunkte.  Für  jeden  Punkt  P  des  Raumes  bestehen 
dann  die  Vektorgieichungen 

op^  i  •  oM  +  t)  .  os  +  ä  .  OS 

OP=^XOÄ+Y'OB  +  Z'  00 

und  zwischen    den   Größen  j,  t),  5  einer-  und   den   Größen  X,  Y,  Z 
andererseits,  wie  in  Nr.  3  gezeigt,  Beziehungen  Yon  der  Gestalt : 

(91)  r=  \'^  +  \'i 


mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  welche  den  Ungleichheiten 

(92)  a,>0;     fc2>0;0^J<l;     c,>0,     0^^,     |<1 

genügen.  Die  Punkte  aber,  welche  dem  Okt.  (2t,  93,  ß)  angehören,  sind 
die  Gesamtheit  derjenigen,  welche  die  Ungleichheit 

(93)  \i\  +  \^\  +  \i\^l 

erfüllen.  Nun  stimmt  A,  d.  i.  der  Punkt  X  ==  1,  F  =  Z  =  0,  überein 
mit  21,  für  welchen  E==l;  ^  =  J  =  0  ist,  und  man  findet  also  zu- 
nächst aus  (91)  _  ^ 

Ci-i    X. 

Ferner  liegt  B  in  der  Ebene  02133,  für  welche  J  ==  0,  also  auch  Z=  0 
ist,  und  der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  dem  Oktaeder  (93)  wird 
wegen  (91)  durch  die  Ungleichheit 


X-^Y 


H- 


^1 


bestimmt.  Wäre  nun  h^  >  1,  also  h^  >  2,  so  ließe  sich,  da  0  <  0^3  <  &2 

ist,  ¥"==  1  und  X  so  gleich  0  oder  1  wählen,  daß  IX  —  ^Y   ^-^, 

der  vorige  Ausdruck  also  ^  ^  +  y  ==  1  wird,  und  der  Gitterpunkt 
X  =  0,  1;  Y  =  1]  Z  =  0  gehörte  jenem  Durchschnitt  an,  was  nicht 
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sein  kann,  da  er  vom  Punkte  S5,  für  welchen  £  =  0,  t|  =  1,  J  ==  0, 
d.  h.  X  =  0^2,  T=^h2>  Ij  Z  =0  ist;  verschieden  ist.    Also  muß 

63  ==  1     und  folglich  %  =  0 
sein.    Somit  nimmt  die  Ungleichheit  (93)  die  Gestalt  an: 


(94) 


X- 


z 


+  Y- 


+ 


^1- 


Entweder  ist  nun  ^3  =  !.  Dann  hätte  man  stattderBeziehun- 
gen  (91)  die  folgenden 

(95)  x  =  E,    r=^,   Z=ä, 

und  daher  wäre  das  Gitter  @)  identisch  mit  dem  Gitter  (r, 
d.  h.  nur  eine  andere  Parallelgestalt  des  ursprünglichen 
Gitters. 

Oder  ^3  ist  größer  als  1.  Ist  es  alsdann  ungerade,  also(?3  =  2c?+l, 
d>  Oj  so  ergäbe  sich,  wenn  dann  Z  ==  1,  X  und  T  aber  gleich  0 


< 


h 


2  ? 


<  Y  wer- 


oder  1  so  gewählt  werden,  daß 

den  —  was  wegen  (92)  geschehen  kann  —  der  Ausdruck  zur  Linken 
in  (94)  gleich  oder  kleiner  als 

d        ,        d        ,         1 


2d  +  l  "^26^-1-1 


+ 


^d  +  1  ' 


man  erhielte  mithin  im  Punkte  X='0,  1;  Y  =^0,1]  Z=l  einen  dem 
Gitteroktaeder  angehörigen  Gitterpunkt,  der  außerhalb  der  Ebene 
02133  gelegen  und  von  (S  verschieden  ist,  da  für  letzteren  Punkt 
J  ==  0,  ^  =  0,  ä  =  1,  also  X=  ^3,  Z=  63,  ^=  C3  >  1  ist.  Dieser 
Fall  ist  also  unmöglich.  Wäre  aber  c^>l  und  gerade,  ^3  =  2^, 
so  ließen  sich  für  Z  =  1  die  Werte  X,  Y  gleich  0  oder  1  so  wählen, 


daß 


IX-^ 

Co 


_  1 


^  -—  werden.  Hierbei  wird  wenigstens 

einmal  das  tjngleichheitszeichen  gelten,  wenn  nicht  gleichzeitig 
a^^])^=.  dj  c^^2d  ist.  Dann  ergäbe  sich  aber  der  Ausdruck 
zur  Linken  in  (94)  gleich  oder  kleiner  als 


{d—l)  +  d  +  l 
^d 


=  1, 


und  X  =  0,  1;  r=0, 1;Z=1  wäre  ein  dem  Gitteroktaeder  ange- 
höriger  Gitterpunkt,  der  nicht  in  der  Ebene  0SIS3  gelegen  und  von 
ß  verschieden  ist,  was  nicht  sein  kann,  Ist  aber  0^3  =  63  =  d, 
Cg  =  2c?  und  (Z  >  1,  somit  nach  (91)  (S  der  Punkt  X  =  dy  Y='  d, 
Z=2d,  so  läge  der  Gitterpunkt  X==  1,  r=-  1,  Z==  2  auf  der  Strecke 
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0®,  also  innerhalb  des  Gitter oktaeders,  was  wieder  nicht  sein 
kann.  Demnach  muß  d  =  1,  also 

sein,  und  die  Formeln  (91)  erhalten  die  Gestalt: 

(96)  X^E  +  ä,     r=^  +  j,     Z^2i. 

Da  hier  X,  Y,  Z  nicht  nur  für  alle  ganzen  Systeme  j,  %  J,  sondern 
auch,  wenn  E+y,  t)  +  y,  i  +  -j  ganzzahlig  sind,  ganzen  Zahlen  gleich 
werden,  so  muß  man,  um  das  ganze  ursprüngliche  Gitter  zu 
erhalten,  zu  dem  eingelagerten  Gitter  ®  noch  dasjenige  ihm 
gleiche  hinzunehmen,  das  durch  seine  Translation  nach 
den  Mittelpunkten  seiner  Parallelepipeda  erhalten  wird. 

Hiernach  gibt  es  zweierlei  Arten  von  Gitteroktaedern: 
Das  der  ersten  Art,  für  welches  die  Gleichungen  (91)  die  Gestalt 
(95)  haben  und  das  ein  mit  dem  ursprünglichen  zusammenfallendes 
Gitter  gibt,  unddasderzweitenArt,  für  welches  die  Gleichungen 
(91)  von  der  Form  (96)  sind  und  das  entsprechende  Gitter  nur  die 
Hälfte  des  ursprünglichen  Gitters  ausmacht.  Die  Determinante 
der  Gleichungen  (91)  ist  diesen  beiden  Arten  entsprechend 
gleich  1  bzw.  gleich  2. 

21.  Wir  denken  uns  jetzt  wieder  das  ursprüngliche  Gitter,  um 
seine  Gitterpunkte  die  kongruenten  Körper  K  abgegrenzt  und  nun 
unter  steter  Verminderung  des  Grundparallelepipeds  A  das  Gitter 
bereits  so  verändert,  daß  ein  Gitteroktaeder  Okt.  (31,  33,  S)  auf  ß  zu 
liegen  kommt.  Legen  wir  dann  statt  des  ursprünglichen  Gitters  wei- 
terhin das  ihm  eingelagerte  Gitter  mit  den  Grundpunkten  §1,  SS,  ® 
zugrunde,  so  daß  jeder  Punkt  |,  rj,  ^  des  Raumes  durch  Gleichungen 
von  der  Gestalt 

bestimmt  wird,  so  dürfen  wir  —  unter  cp  (^,  i^,  0  die  den  Körper  K 
bestimmende  Strahldistanz  verstehend,  welche  durch  Einführung  der 
Größen  j,  t),  J  statt  1,?;,^  in  F{'jCy  t),  j)  sich  verwandele  —  die  Bedingung 
dafür,  daß  die  Körper  K  voneinander  getrennt  sind,  dahin  aussprechen, 
daß  für  jeden  Punkt  des  gegebenen  Gitters,  ausgenommen  seinen 
Nullpunkt, 

(97)  F{l,i),i)^l 

sein  muß;  dabei  bestehen,  da  Sl,  35,  ®  auf  der  Oberfläche  %  von  ^ 
liegen,  für  die  ihnen  zugehörigen  Werte  von  j,  ^,  J  die  Gleichungen: 

(98)  F(1,0,0)  =  1,    FiO,  1,0)^1,    i?'(0,0,l)  =  l. 
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Ist  das  Gitteroktaeder  von  erster  Art^  so  hat  die  üngleielilieit  (97) 
entsprechend  den  dann  geltenden  Gleichungen  (95)  für  aUe  ganz- 
zahligen J,  t),  J  zu  bestehen-,  für  ein  Gitterobtaeder  zweiter  Art  treten 
aber  nach  den  Formeln  (96)  noch  die  sämtlichen  Ungleichheiten 

(99)  F(i  +  i,     \)  +  i,     S  +  i)>l 

für  alle  ganzzahligen  g^  \)j  J  als  erforderlich  hinzu. 
Diese  unendlich  vielen  Bedingungen  sind  aber  sämtlich  erfüllt,  wenn 
nur  eine  gewisse  endliche  Anzahl  derselben  erfüllt  ist.   Um  dies  zu 
zeigen,  betrachten  wir  zuerst  den  FaU  eines  Gitteroktaeders  erster  Art 
und  heben  die  nachstehenden  von  ihnen  heraus: 

,,^^,^^(±1,  ±1,0)^1,  i^(±l,  0,  ±1)^1,  i^(0,±l,±l)^l, 
^^^^h  F(±l,±l,±l)^l. 

Dann  werden  aUe  übrigen  Bedingungen  (97),  in  denen  wenigstens 
eine  der  Zahlen  j,  \),  j  gleich  oder  größer  als  2  sein  muß,  ausgenom- 
men die  folgenden: 

(101)  ^(±1,  ±1,  ±2)^1,  F{±1,  ±2,  +1)^1,  :F(+2,±1,±1)^1 

schon  von  selbst  erfüllt  sein.  Wäre  nämlich  für  einen  Gitterpunkt 
S  =  «,  9  =  &,  ä  =  c  dieser  Art 

F{a,  l,  c)  <  \, 

wobei  man,  wenn  die  Koordinatenachsen  passend  bezeichnet  und  die 
Eichtungen  der  positiven  Halbachsen  geeignet  gewählt  werden, 

0^a^fe^c^2 
annehmen  darf,  so  wäre  dieser  Gitterpunkt  ^  und  das  ganze 

Okt.(¥^^:ß) 

innerhalb  Ä  gelegen,  und  es  bestände  für  die  Punkte  desselben  ent- 
sprechend der  Formel  (94)  die  Ungleichheit 

h 


a      I    , 


o^+ 


<h 


aus  ihr  aber  erschlösse  man  ganz  ebenso  wie  in  voriger  Nummer,  daß, 
falls  nicht  a  ^  d,  h^d,  c  =  2d  ist,  einer  der  Gitterpunkte  J  =«  0,  1; 
Ij  =«  0,  1;  j  =  1  innerhalb  Sl  läge,  was  den  vorausgesetzten  Bestim- 
mungen (100)  zuwiderläuft.  Setzt  man  aber  noch  die  Bedingungen 
(101)  als  erfüllt  voraus,  so  wird  auch  der  eben  ausgeschlossene  Fall 
für  ein  ^  >  1  unzulässig,  und  demnach  ist  jede  der  unendlich  vielen 
Ungleichheiten  (97)  eine  notwendige  Folge  von  den  endlich  vielen  Un- 
gleichheiten (100)  und  (101)  unter  ihnen. 
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Im  Falle  eines  Gitteroktaeders  der  zweiten  Art  genügen  sogar 
schon  die  üngleiclilieiten 

zusammen  mit  den  Bestimmungen  (98),  um  das  Bestehen  der  sämt- 
lichen Ungleichheiten  (97)  und  (99)  zu  sichern.  Doch  unterlassen 
wir  hier  die  Begründung  dieses  Ausspruchs,  da  wir  den  genannten 
FaU  für  unseren  Zweck  nicht  gebrauchen  und  deshalb  hinfort  von 
ihm  absehen. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  leuchtet  nun  ein,  daß  eine  weitere 
Veränderung  des  ursprünglichen  Gitters  zu  dem  Zwecke,  eine  Ver- 
minderung seines  GrundparaUelepipeds  zu  erreichen,  unter  Wahrung 
der  Bedingungen  (98),  (100)  und  (101)  nur  so  weit  angängig  ist,  bis 
in  möglichst  vielen  dieser  Bedingungen  das  Gleichheitszeichen  ein- 
tritt. Alsdann  wäre  eine  dichteste  Lagerung  der  Körper  K  erreicht. 
Durch  eine  genauere  Erörterung  dieser  Frage,  wie  sie  Minkowski 
in  §  6  seiner  Abhandlung  über  die  dichteste  gitterförmige  Lagerung 
kongi*uenter  Körper^)  —  vgl.  Diophantische  Approximationen  §  18  — 
gegeben  hat,  wird  gefunden,  daß  nur  drei  jener  Ungleichheiten  in 
Gleichungen  überzuführen  möglich  ist,  und  daß  dafür  bei  geeigneter 
Bezeichnung  und  Richtung  der  positiven  Koordinatenachsen 

(102)     i^(0,  -  1,  1)  =  1,    i^'a,  0,  -  1)  =  1,    ^^(-1,1,0)^1 

genommen  werden  dürfen.  Die  dichteste  Lagerung  der  Körper 
K  tritt  also  ein,  wenn  das  ursprüngliche  Gitter  so  gewählt 
wird,  daß  die  sechs  Punkte 

1,0,0;     0,1,0;     0,0,1;     0,-1,1;     1,0,-1;     -1,1,0 

nebst  ihren  Gegenpunkten  auf  die  Oberfläche  von  Ä  treten. 
22.  Wir  nehmen  nun  im  besonderen  ^  als  das  Ellipsoid 

^S    -t-   _B2    -1-    f,s 

mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  an.  Dann  ist  zu  setzen 


0^' 


9,(1,^,  0=]/J+J^  + 
also 

d.  h.  F^{t^,  \),  j)  ist  von  der  Gestalt 

af+  a'^^+  a"i'+  2h^i  +  2?.'jj  +  2&"jt). 


1)  Nachr.  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen,  1904  u.  Minkowski,  Werke, 
Bd.  11,  S.  3. 
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Jetzt  ist  ein  Gitteroktaeder  zweiter  Art  nicht  möglicli;  denn  zu- 
nächst folgt  aus  den  Bedingungen  (98),  die  für  beide  Arten  von 
Gitteroktaedern  gelten, 

a  =  1,    a'  =  1,    a"  =  1. 
Außerdem  aber  müßte  für  alle  Kombinationen  der  Vorzeichen 

.    T  3  +  2&  +  2ö'  +  2&"  =  . 

d.  h.  -== — -^      -  >  1 

sein,  wo  die  Vorzeichen  so  zu  kombinieren  sind,  daß  das  Produkt  der 
mit  ihnen  genommenen  Einheiten  gleich  1  wird;  wählt  man  sie  dabei 
aber  so,  daß  die  den  beiden  absolut  größten  der  Koeffizienten  6, 6',  &" 
entsprechenden  Teile  des  Zählers  im  obigen  Bruche  negativ  werden, 
so  wird  der  ganze  Bruch  oflfenbar  <  f.  Somit  tritt  allein  der  Fall 
des  Gitteroktaeders  erster  Art  ein,  und  es  müssen  noch  die  Bedin- 
gungen (102)  erfüllt,  d.  h. 

2&  =  1,    2&'=1,    2r^i 

sein.  Im  Gitter  der  dichtesten  Lagerung  wird  also  die  Gleichung  des 
EUipsoides  K 

f  +  ^'+f  +  n  +  u  +  i^^-i 

oder 
oder 
wenn 

gesetzt  wird.  Für  den  Inhalt  J  desselben  aber  ergibt  sich 

J^fdid\)di=^ifdXdYdZ, 
wo  das  letztere  Integral  über  den  Bereich 

ausgedehnt  ist,  also     J  =  y  •  -^^^  =  ^ ' 

Da  andererseits  das  Grundparallelepiped  A  des  ursprünglichen  Gitters 
demjenigen  des  Gitters  mit  den  Ecken  des  Gitteroktaeders  als  Grund- 
punkten gleich,  also 

111 

A===JJjdldt)di^l 

0   0  0 

/   7C 

~~  3 1/2 


ist,  so  wird  endlich  . 


224  Siebentes  Kapitel.     Der  ^i-dimensionale  Raum 

und  dieser  Ausdruck  das  Verhältnis  zwischen  dem  von  den  dichtest 
gelagerten  EUipsoiden  eingenommenen  und  dem  gesamten  Räume 
sein.    Dies  ist  es  aber,  was  gezeigt  werden  sollte. 

Siebentes  Kapitel. 

Der  n-dimensionale  ßanm. 

1.  Statt  jetzt  nach  den  positiven  ternären  quadratischen  Formen 
die  unbestimmten  zu  betrachten,  erheben  wir  uns  vorerst  von  dem 
elementaren  Gebiete  der  binären  und  ternären  zu  dem  höheren  der 
allgemeinen  quadratischen  Formen  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  n  von  Unbestimmten,  von  denen  wir  wieder  die  posi- 
tiven zunächst  in  Betrachtung  ziehen  wollen. 

Denkt  man  aber  n  Unbestimmten  a?^,  iTg,  .  .  .,  a?„  alle  möglichen 
reellen  Werte  beigelegt,  so  erhält  man  eine  n  fach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  einen  n-dimensionalen  Raum, 
zu  welchem  die  Theorie  der  allgemeinen  quadratischen  Formen  eine 
völlig  analoge  Beziehung  hat,  wie  diejenige  der  ternären  zum  wirk- 
lichen, unserer  Anschauung  zugänglichen  dreidimensionalen  Räume. 
Obwohl  nun  eben  nur  der  letztere  für  uns  anschaulich  und  der  n-di- 
mensionale  nur  eine  arithmetische  Abstraktion  ist,  wird  es  doch  an- 
gezeigt sein,  der  Analogie  wegen,  nach  welcher  die  bisherigen  Ergeb- 
nisse sich  nur  als  besondere  Fälle  der  jetzt  festzustellenden  Tatsachen 
ergeben,  entsprechende  geometrische  Ausdrucksweisen  beizubehalten. 

So  bezeichnen  wir  jedes  einzelne  Wertesjstem  x^^  x^,  .  , .,  x^  als 
den  Punkt  x.^,  x^j  .  .  .^  x^  oder  abgekürzt  als  den  Punkt  {x^)  des 
Raumes  und  die  n  Werte  x^,  x^j  ,  .  .  j  x^  als  seine  Koordinaten. 
Wir  fassen  letztere  als  rechtwinklige  auf,  d.  h.  wir  verstehen  unter 
dem  Abstände  oder  der  Entfernung  zweier  Punkte  {x^  und  {y^ 
voneinander  die  Quadratwurzel 


1/(2/1  -  ^1)'  +  ky,  -  ^,f  +  •  •  •  +  (2/„  ~  ^„y. 

Der  Punkt  (0),  d.  i.  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  =  0,  ^a^g  ==  ö? 
. . .,  x^^  0  heißt  der  Null-  oder  Anfangspunkt,  und  sonach  ist  der 
Abstand  des  Punktes  (x^  vom  Anfangspunkte  gleich 


Die  absolut  größte  der  Koordinaten  x^^  x^j  »  -  -  y  oc^  benennen  wir  als 
die  Spanne  des  Punktes  (x^)  vom  Anfangspunkte  und  bezeichnen  sie 
durch  E(Ox),  und  allgemeiner  durch  E{xy)  dieSpannedesPunk- 
tes  {y^  vom  Punkte  {x^,  d.h.  den  absolut  größten  der  Koordinaten- 
unterschiede  3/3  —  x^y  2/2~~%?   •••;  Vn'"' ^71'     Hiernach   besteht 
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offenbar  die  Beziehung 

(1)  E{xy)  =  E(^^); 

für  zwei  verschiedene  Punkte  (x^^  (y^)  ist  E{xy)  von  Null 
verschieden  und  positiv;  und,  wenn  {x^)j  (t//)  zwei  andere 
Punkte  sind^  für  welche  bei  positivem  t 

Vi  -  ^i  -  KVi  -  ^J 

ist^  so  wird 

(2)  E(x'y')  =  t  •  E(xy) 

sein.    Sind  endlich  (x^,  (y^,  (^,)  drei  voneinander  Terschie 
dene  Punkte,  so  kann 

^i-^i-  {^i  -  2/i)  +  {Vi  -  a^i) 
(«  =  1,  2,  ...,n) 

gesetzt  werden;  da  hiernach 

\^i-Xi\<\^i-yi\+\yi-^i\ 

(i  =  l,  2,  ...,w) 

gefunden  wird,  kann  jede  der  n  Differenzen  zur  Linken,  also  auch 
deren  größte  gewiß  die  Summe  aus  der  größten  der  Differenzen 
I  ^i  "~  Vi  I  ^^d  ^^^  größten  der  Differenzen  |  y.  —  x^l,  d.  h.  die  Summe 
jE{y^)  -{-E{xy),  nicht  übersteigen,  und  somit  ergibt  sich  die  Un- 
gleichheit 

(3)  E{xs)^E{xy)  +  E{yz). 

Diese  für  die  Spanne  E(xy)  nachgewiesenen  Eigenschaften  entsprechen 
vollständig  denjenigen,  welche  im  vorigen  Kapitel  als  charakteristisch 
für  eine  Strahldistanz  aufgestellt  worden  sind.  Bezeichnet  man 
daher  als  Strahldistanz  im  w-dimensionalen  Räume  jede 
Funktion  S(;rt/)  der  Koordinaten  zweier  Punkte  (x^),  (y^)  des- 
selben, welche  für  jedes  Punktepaar  einen  endlichen  Wert 
and  die  soeben  für  die  Spanne  nachgewiesenen  drei  Eigen- 
3chaften  hat,  so  sieht  man  in  der  Spanne  E{xy)  das  ein- 
fachste Beispiel  einer  solchen. 

2.  Ein  Teil  JR  des  ganzen  n-dimensionalen  Raumes  soll 
5in  bestimmter  endlicher  Raumteil  heißen,  wenn  für  jeden 
i^unkt  (^.)  festgesetzt  ist,  ob  er  zu  ihm  gehört  oder  nicht, 
ind  wenn  die  einzelnen  Koordinaten  o;^.  seiner  Punkte 
iwischen  bestimmten  endlichen  Grenzen  enthalten  sind. 

Nennt  man  ferner  Umgebung  eines  Punktes  (x^  die  Gesamt- 
leit  aller  Punkte,  deren  Abstand  von  {x^   eine  hinreichend  kleine 

Bachmann,  Zahlentheorie  IV 2  15 
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Größe  ö  nicht  überschreitet^  so  zerfällt  die  Menge  aller  Punkte  des 
Raumes  in  die  Gesamtheit  aller  inneren  Punkte  von  B,  welche 
samt  ihrer  Umgehung  zu  B  gehören,  aller  äußeren  Punkte,  die 
samt  ihrer  Umgehung  nicht  Punkte  von  B  sind,  und  aller  Ober- 
flächenpunkte,  deren  Umgehung  nur  teilweise  B  angehörig  ist. 
Diese  letzteren  Punkte  werden  wir  im  allgemeinen  als  zu  B  gehörig 
betrachten. 

Der  einfachste  Raumteil  der  gedachten  Art  ist  der  Würfel.  Zu 
seiner  Definition  bedarf  es  eines  anderen  Begriffes,  des  Begriffes  der 
Ebene.  Wir  verstehen  in  Analogie  mit  dem  dreidimensionalen  Räume 
unter  einer  Ebene  E  die  Gesamtheit  der  Punkte  (x^),  deren  Koordi- 
naten durch  eine  lineare  Gleichung 

(4)  A^x^  +  Ä^x^  + h  Ä^x^^  -  C 

miteinander  verbunden  sind;  diese  Gesamtheit  bildet  eine  imn-dimen- 
sionalen  Räume  (n  —  l)fach  unendliche  Mannigfaltigkeit.  Zwei 
Ebenen  JE,  jE",  deren  Gleichungen 

A^x^  +  A^x^  + h  A^x.^  ==  C 

A^x^  +  A^x^  +  •  •  •  +  A^x^  =  C 

sich  nur  im  konstanten  Gliede  uaterscheiden,  sollen  Parallelebenen 
heißen.  Demgemäß  bezeichnet  eine  Gleichung 

eine  gewisse  Ebene  und  die  Gleichungen 

(5)  oc.^O,    x,-=.±]c,     ^.  =  ±2/t,  ... 

eine  unbegrenzte  Schar  paralleler  Ebenen.  Alle  Punkte  nun,  welche 
den  n  Ungleichheiten  genügen: 

(6)  0  ^  x^  ^  Ä, 

(i=l,  2,  ...,^) 

erfüllen  einen  endlichen  Raumteil,  der  ein  (vom  Nullpunkt  aus- 
gehender) Würfel  mit  der  Kante  k  heißen  soll.  Der  ganze  unend- 
liche Raum  wird  in  solche  Würfel  zerlegt,  wenn  man  durch  die  all- 
gemeineren Ungleichheiten 

(7)  ö,  +  h,k  ^x,^  a,  +  (h,  +  l)Jc 

(^  =  l,  2,  ...,^) 

einen  vom  Punkte  (a.  +  h-lc)  ausgehenden  Würfel  mit  der  Kante  k 
bestimmt  und  die  h^  alle  ganzzahligen  Werte  durchlaufen  läßt. 

So  werden  auch  alle  Punkte  eines  gegebenen  endlichen  Raum  teils 
-K  in  einer  offenbar  endlichen  Anzahl  solcher  Würfel  enthalten  sein, 
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von  denen  eine  gewisse  Anzahl  j  ihrerseits  ganz  in  B  enthalten  sein 
wird,  während  möglicherweise  eine  weitere  Anzahl  o  derselben  es  nur 
teilweise  ist.  Dementsprechend  sei 

C.  Jordan  ^)  hat  den  allgemeinen  Nachweis  geführt,  daß  bei  un- 
endlicher Abnahme  der  Kante  7c,  mit  welcher  ersichtlich  ein  unend- 
liches Wachsen  von  j  und  im  allgemeinen  auch  von  o  verbunden  ist, 
jede  der  Größen  J  und  J  +  0  sich  einem  bestimmten  Grenzwerte 
nähert,  der  jedoch  nicht  für  beide  der  gleiche  zu  sein  braucht.  Wenn 
ab  er  beide  Größen  gegen  denselben  Grenzwert  konvergieren, 
so  gibt  der  letztere  die  Definition  für  das  Volumen  oder 
den  Inhalt  des  Kaumteiles  Tt,  Die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür  ist,  daß 
(8)  o-l"" 

mit  unendlich  abnehmendem  h  gegen  Null  konvergiert.  H.  Weber  hat 
in  seiner  Algebra,  2.  Aufl.,  Bd.  II,  §  184  Voraussetzungen  mitgeteilt, 
unter  welchen  dies  gewiß  der  Fall  ist.  Der  Raumteil  B  wird  im  all- 
gemeinen ähnlich  wie  im  besonderen  der  Würfel  durch  Ungleich- 
heiten bestimmt,  denen  die  Koordinaten  seiner  Punkte  genügen 
müssen  und  denen  die  Form 

gegeben  werden  kann.    Die  einzelnen  Gleichungen 

F(x^,  X,,  ...,  x^)^0 

bestimmen  dann  die  Begrenzungs-  oder  Oberflächenstücke  des 
Raumteils.  Gesetzt  nun,  solcher  Begrenzungen  wäre  nur  eine  end- 
liche Anzahl  vorhanden  und  in  jeder  von  ihnen  sei  eine  Koordinate 
etwa  x^y  eine  stetige  Funktion 

der  übrigen  oder  des  Punktes  (|),  der  durch  diese  im  (^— l)-dimen- 
sionalen  Räume  bestimmt  ist,  also  kürzer 

und  diese  Funktion  cp  habe  in  jedem  Punkte  (§)  nach  jeder  Rich- 
tung von  (§)  aus  einen  bestimmten  endlichen  DiflFerentialquotienten, 
derart,  daß,  wenn  (|')  ein  Punkt  der  Umgebung  von  (|)  und  p  seine 
Entfernung  von  (§)  ist,  der  Ausdruck 

9(r)-9(i) 


1)  C.  Jordan,  Remarques  sur  les  integrales  definies,  Journal  des  Mathem. 

(4),  t.  8,  p.  77. 

15* 
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mit  unendlich  abnelimendeni  q  gegen  einen  bestimmten  endlichen 
Grenzwert  konvergiert,  so  wird,  wie  Weber  a.  a.  0.  gezeigt  hat, 

limoÄ'*=0. 

Bei  den  Raumteilen,  welche  wir  fernerhin  zu  betrachten  haben  wer- 
den, wird  man  leicht  erkennen  können,  daß  die  Web  er  sehen  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind.  Demnach  dürfen  wir  für  unsere  Zwecke 
definieren:  Das  Volumen  oder  der  Inhalt  eines  Raumteiles  B 
ist  der  Grenzwert 

(9)  J^  lim  jJc\ 

Dem  Begriffe  eines  bestimmten  mehrfachen  Integrals  zufolge  darf 
man  dafür  auch  setzen 

(10)  J^J dx^dx^  .  .  .  dx^f 

wenn  die  Differentiale  positiv  gedacht  werden  und  die  Integration 
auf  alle  dem  Raumteil  B  angehörigen  Punkte  (x^)  erstreckt  wird. 
Hieraus  ergibt  sich  als  einfachster  Fall  für  das  Volumen  eines 
Würfels  mit  der  Kante  K  der  Wert 

(11)  J=-K\ 
Sind  ferner 

(12)  I,  =  cc.^x,  +  cc^^x^  +  -•  +  a,^x^ 

(i«l,2,  ...,>i) 

n  Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten,  deren  Determinante  A  von 
NuU  verschieden  gedacht  werde,  so  begrenzen  offenbar  die  Ungleich- 
heiten 

(13)  ^,^1.^^ 

(i  =  l,  2,  ...,n) 

einen  endlichen  Raumteil,  der  von  n  Paaren  je  zweier  Parailelebenen 

begrenzt  wird  und  deshalb  als  Parallelepiped  bezeichnet  werden 
darf.  Es  leuchtet  ein,  daß  für  ihn  die  Web  ersehen  Voraussetzungen 
erfüUt  sind.  Um  seinen  Inhalt  zu  finden,  muß  das  Integral  (10)  über 
aUe  den  Ungleichheiten  (13)  genügenden  Punkte  (ic,.)  erstreckt  werden. 
Nun  läßt  sich  das  Integral  mit  Benutzung  der  Funktionaldetermi- 
nante schreiben: 


=/i 


rfli^lg  .  .  .  di^^, 
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wo  jetzt  die  Integration  über  alle  den  Ungleichheiten  (13)  genügenden 
|.  zu  erstrecken  ist.    Da  zudem 

ist,  findet  sich  sogleich  als  Inhalt  des  Parallelepipeds  der  Aus- 
druck 

(14)  1^  •  (^1  -  Ai)(fi2  -  Aj)  .  . .  (fi„  -  AJ . 

Insbesondere  wird  der  Inhalt  des  durch  die  Ungleichheiten 
(13a)  -1^1,^1 

(i=l,  2,  ...,w) 

bestimmten  Parallelepipeds  gleich 

3.  Fassen  wir  nunmehr  von  allen  Punkten  (x^  nur  diejenigen 
mit  ganzzahligen  Koordinaten  ics  Auge.  Sie  bilden  die  Git- 
terpunkte eines  ^-dimensionalen  Raumgitters,  dessen  ele- 
mentares Parallelepiped  der  durch  die  Ungleichheiten 

(15)  O^^.^l 

(i  =  l,  2,  ...,^) 

bestimmte  Würfel  ist;  das  Gitter  zerlegt  also  den  ganzen  Raum  m 
lauter  solche  kongruente  Würfel.  Es  sei  nun  S(xy)  eine  gegebene  Strahl- 
distanz und  für  S{Ox)  zur  Abkürzung  S{x)  gesetzt.  Dann  ist  S(x) 
nach  der  zuvor  gegebenen  Definition  der  Strahldistanzen  eine  Funktion 

8{x)^f(x,,  x^,  ...,^J 

der  Punktkoordinaten  von  der  Beschafi'enheit ,  daß  sie  für  jedes  von 
(0,  0;  ... ,  0)  verschiedene  Wertsystem  der  Koordinaten  positiv,  im 
Nullpunkte  Null,  und  daß  für  jedes  positive  t 

(16)  f{tx^,  tx^,  ...,txj^t'  A^i,  ^2>  •  •  •  ?  ^J 
ist;  ferner  muß 

(17)  fioo,+y^,x^  +  y^,.,,,x^  +  yJ^f{x^,x^,  ...,^n) 

sein.   Sie  hat  zudem  noch  (vgl.  (1))  die  Eigenschaft,  daß 

S{-  x)  =  S{x) 
oder 

(18)  f{-  O^i,  -  0^2,  .  .  ,,  -  X^)  =  f{x^,  ^^2,  .  .  .,  X^ 

ist. 
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Offenbar  wird  durch  die  Ungleichheit 

ein  endlicher  Raumteil  begrenzt,  welcher  den  NuUpunkt  in  sich  ent- 
hält und  eine  durch  die  Gleichung 

(19  a)  S(^)  =  l 

bestimmte  Oberfläche  hat.  Letztere  soll  die  Aich fläche,  der  Raum- 
teil selbst  der  Aichkörper  der  Strahldistanz  genannt  werden. 
Der  Beziehung  (18)  wegen  enthält  dieser  Körper  mit  jedem  Punkte 

auch  den  sogenannten  Gegenpunkt 

und  darf  daher  als  ein  Körper  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittel- 
punkt bezeichnet  werden.  Nun  ist  durch  jeden  Punkt  {x^  eine  be- 
stimmte vom  Nullpunkte  ausgehende  Richtung  festgesetzt,  wenn 
man  darunter  die  Gesamtheit  aller  Punkte  {tx^  für  if  >  0  versteht; 
allgemeiner  bestimmt  jedes  Punktepaar  {x^,  {y^j  eine  von 
{x^  ausgehende  Richtung  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte 

(20)  ^i-=o,-\-t{y,-x^,    t>0. 

(i  =  l,  2,  ...,M) 

Die  Punkte  der  Aichfläche  bestimmen  alle  möglichen  vom 
Nullpunkte  ausgehenden  Richtungen,  denn  jede  von  ihnen  ent- 
spricht einem  gewissen  Punkte  (x^)]  hat  für  diesen  die  Strahldistanz 

den  Wert  s,  a^  \ 

'  8{x)  ==  5, 

so  wird  nach  (16) 

d.  i.  (— ]  ein  Punkt  der  Aichfläche  und  auf  der  durch  diesen  be- 
stimmten Richtung  der  Punkt  (x^)  und  aUe  Punkte  seiner  Richtung 
zu  finden  sein.  Allgemeiner  wird  offenbar  durch  die  Ungleichheit 

(19  b)  S(xy)^l 

ein  um  den  Punkt  (^^)  abgegrenzter,  dem  Aichkörper  (18)  völlig  kon- 
gruenter Aichkörper  mit  der  Aichfläche 

(19  c)  S(xy)=^l 

bestimmt,  dessen  sämtliche  Punkte  alle  vom  Punkte  (x^)  ausgehenden 
Richtungen  definieren. 
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Insbesondere  betracliten  wir  die  StraUdistanz  E(x)  und  den  ihr 
entsprechenden  Aichkörper 

E(x)^l. 

Er  ist  nichts  anderes  als  die  Gesamtheit  der  Punkte  (x^),  deren  Ko- 
ordinaten absolut  nicht  größer  sind  als  1,  d.  h.  durch  die  Ungleich- 
heiten 

(21)  -l^a;,^l 

(i=^l,2,...,n) 

bestimmt  sind;  er  ist  also  ein  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  ge- 
legener Würfel  mit  der  Kante  2.    Die  ihn  begrenzende  Aich-  oder 

Würfelfläche  ^,  .       . 

E{x)  =»  1 

ist  die  Gesamtheit  derjenigen  der  gedachten  Punkte^  bei  denen  in  den 
Bedingungen  (21)  wenigstens  eins  der  Gleichheitszeichen  zu 
nehmen  ist.    Auf  ihr  liegen  insbesondere  die  Gitterpunkte 

(i,  Ä==  1,  2,  ..  .,  iw;  fc  +  i). 

Für  jeden  ihrer  Punkte  hat  eine  jede  Strahldistanz  S{x)  je  einen 
bestimmten  endlichen  Wert  und  wird  also  auf  ihr  zwischen  einem 
kleinsten  und  einem  größten  positiven  Werte  h  bzw.  g  enthalten  sein. 
Zugleich  aber  ist  dort  überall  E{pc)  =  1,  folglich  wird  für  jeden 
Punkt  {x^  der  Würfelfiäche 

l '  E{x)^S{x)^g  '  E{x) 
oder 

(22)  ^<§§)<y 

sein.  Da  aber  nach  dem  zuvor  Gesagten  durch  alle  Punkte  {x^  der 
Fläche  E{pc)  =  1  sämtliche  vom  Nullpunkte  ausgehenden  Richtungen, 
mit  allen  Punkten  {tx^  für  ^  >  0  demnach  sämtliche  Punkte  des 
Raumes  gegeben  sind  und  nach  den  Eigenschaften  der  Strahldistanzen 

S{tx)  ^  Sjx) 
E{tx)  ~  E{x) 

ist,  so  werden  die  Ungleichheiten  (22)  nicht  allein  für  alle  Punkte 
der  Würfelfläche,  sondern  ganz  allgemein  für  jeden  Punkt  {x^  er- 
füllt sein. 

Sei  nun  ,   . 

irgendein  Gitterpunkt.  Dann  stellt  die  Ungleichheit 
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einen  um  den  Nullpunkt  abgegrenzten  Würfel  mit  der  Kante  —^ 

vor,  in  welchem  jedenfalls  ein  Gritterpunkt,  nämlich  der  Punkt  {y^ 
enthalten  ist,  weil  wegen  (22) 

ist.  Da  aber  in  dem  endlichen  Würfel  jedenfalls  auch  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Gitterpunkten  liegen  kann,  muß  für  wenigstens  einen 
von  ihnen  —  er  heiße  (|^.)  —  die  Strahldistanz  8{x)  den  kleinsten 
Wert  Ä(|)  haben.  Für  jeden  außerhalb  des  Würfels  liegenden  Punkt, 
insbesondere  also  auch  für  jeden  derartigen  Gitterpunkt  (z^  ist  aber 

daher  ist  zufolge  (22) 

und  demnach  ist  8{^)  der  kleinste  Wert,  welchen  die  Strahldistanz 
für  aUe  Gitterpunkte  insgesamt  haben  kann.  Für  jede  Strahl- 
distanz S{x)  ist  also  ein  auf  alle  Gitterpunkte  bezügliches 
Minimum  vorhanden,  das  wir  mit  M8{x)y  kürzer  mit  M  be- 
zeichnen wollen.  Es  kann  nicht  größer  sein  als  der  Wert  von 
S{x)  für  die  auf  der  Fläche  E{x)  =  1  liegenden  Gitterpunkte;  für 
letztere  aber  ist  den  Ungleichheiten  (22)  zufolge  S{x)  ^  ^,  und  dem- 
nach ergibt  sich 

(23)  M^MSix)^g, 

Offenbar  darf  man  M  auch  allgemeiner  als  das  Minimum 
der  Strahldistanz  S{yB)  für  je  zwei  Gitterpunkte  {y^,  {z^  de- 
finieren, da,  wenn 

^i  -  Vi  =  ^i 
(i  =  1,  2,  .  . .,  n) 

gesetzt  wird,  auch  {x^  ein  Gitterpunkt  und  S{yz)  =  S{x)  ist. 

4.  Ebenso  wie  die  Ungleichheit  (19)  den  Aichkörper,  so  bestimmt 
allgemeiner  die  Ungleichheit 

(24)  8{x)^8{Qx)^t 

für  jeden  positiven  Wert  von  t  einen  endlichen  um  den  Nullpunkt 
abgegrenzten  Raumteil  oder  Körper,  und  die  Ungleichheit 

(25)  8{xy)  ^  t 

den  kongruenten,  um  den  Punkt  (^.)  abgegrenzten  Körper. 
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Setzt  man  aber  x.  =  tx^'  für  i  =  1,  2,  . .  .,  n,  so  ergibt  sich 

(25')  {Sx)"^! 

und  umgekelirt.  Demnacli  darf  der  Körper  (24)  als  der  in  allen  Rich- 
tungen Tom  Nullpunkte  aus  in  gleichem  Verhältnisse  t :  1  gedehnte 
Aichkörper  bezeichnet  werden.  Sein  Volumen  V,  d.  i.  das  über  alle 
seine  Punkte  erstreckte  Integral 

j dx^dx^  '  '  '  dXj^, 
ist  offenbar  gleich 

<"  'j  dx^dx^  .  .  .  dx^, 

wenn  dieses  Integral  über  aUe  Punkte  des  Körpers  (25 '),  d.  i.  über  den 
ganzen  Aichkörper  erstreckt  wird,  und  somit  ist 

(26)  V^J't\ 

Das  gleiche  Volumen  hat  der  kongruente  Körper  (25). 

Ist  t<,M,  so  enthält  der  Körper  (24)  keinen  Gitterpunkt,  da  für 
einen  solchen  die  Strahldistanz  8{x)  nicht  kleiner  als  M  ist.  Dem- 
nach findet  sich  im  Körper 

gewiß  kein  Gritterpunkt,  ebensowenig  in  dem  kongruenten,  um  einen 
Gritterpunkt  {y^  abgegrenzten  Körper 

(27)  S{yx)^^. 

Ist  {z^  ein  zweiter  Gitterpunkt,  so  können  die  zwei  Körper 

(28)  S{yx)^^,    Si0x)-^^ 

keinen  inneren  Punkt,  sondern  höchstens  Punkte  ihrer  Oberfläche 
gemein  haben;  denn,  da  für  zwei  Gitterpunkte  (t/,.),  (z^) 

8{yi!)^M, 
andererseits  den  Eigenschaften  einer  Strahldistanz  zufolge 

(29)  8{yz)^8{yx)  +  S{zx) 

ist,  so  kann  diese  Ungleichheit  für  einen  den  beiden  Körpern  (28) 
etwa  gemeinsamen  Punkt  {x^  nur  dann  bestehen,  wenn  in  (28)  beide- 
mal das  Gleichheitszeichen  gilt.  Ist  insbesondere  (^^)  ein  auf  der 

Fläche  o/     \       Ti.r 

S{yx)  =  M 
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liegender  Gitterpunkt,  wie  es  deren  nach  voriger  Nr.  wenigstens  einen 
gibt,  ist  also  ß^yg-^  _  ^(^^)  _  j^^ 

so  findet  sich  für  den  Punkt 

'^i  =  Vi  +  H^i  -  yd  =  «»•  +  i(2/.-  -  ^,) 

{i  =  1,  2,  ...,n) 


einerseits 
andererseits 


d.  h.  der  Punkt  (x^  ist  ein  gemeinsamer  Oberflächenpunkt  der  beiden 
Körper  (28). 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  daß,  wenn  man  um  sämtliche 
Gitterpunkte  (5-)  die  einander  kongruenten  Körper 

(30)  S{^x)^^ 

abgrenzt,  gewisse  dieser  Körper  zwar  aneinanderstoßen, 
keine  zwei  derselben  aber  ineinander  eindringen  werden. 
Derartige  Körper  wollen  wir  mit  Minkowski  Stufen  des  Raumes 
nennen;  im  allgemeinen  erfüllen  sie  nicht  den  gesamten  Raum,  son- 
dern werden  noch  Lücken  desselben  zwischen  sich  lassen. 

5.  Dies  vorausgeschickt,  denke  man  sich  den  Würfel  mit  dem  Null- 
punkt als  Mittelpunkt  und  der  Kante  2  m,  wo  m  eine  positive  ganze 
Zahl  sei.  Da  jede  Koordinate  eines  seiner  Punkte  zwischen  +  ^ 
enthalten  ist,  also  nur  einen  der  2m  -\-  1  ganzzahligen  Werte 
0,  ±  1;  ±  2,  •  •  •,  4::  m  erhalten  kann,  so  liegen  in  ihm  und  auf  seiner 
Oberfläche  genau  (2  m  +  ly  Gitterpunkte  (|,.).  Um  jeden  derselben 
grenze  man  den  Körper  (30)  ab,  dessen  Punkte  —  den  Ungleichheiten 

zufolge,  die  aus  (22)  hervorgehen,  wenn  man  die  {x^  durch  die 
(I,-  —  ^i)  ersetzt  —  auch  der  Ungleichheit 

genügen,  also  in  dem  Würfel  enthalten  sind,  der  den  Punkt  (g^.)  zum 

Mittelpunkt  und  die  Kante  -^  hat.    Demnach  werden  die  sämtlichen 

gedachten  Körper  (30),  auch  diejenigen,  welche  um  die  auf  der  Wür- 
felfläche mit  der  Kante  2m  gelegenen  Gitterpunkte  abgegrenzt  sind, 
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gewiß  in  dem  größeren  Würfel  enthalten  sein,  der  um  den  Nullpunkt 

M 
mit  der  Kante  2m  +  -r-  abgegrenzt  ist.    Folglich  wird  das  Volumen 

dieses  Würfels  mindestens  so  groß  sein  als  die  Volumina  all  jener 
Körper  zusammengenommen;  und,  da  das  Volumen  eines  jeden  von 
ihnen  mit  Rücksicht  auf  (24),  (26)  und  (30)  gleich 


7.(f)- 


gefunden  wird,  so  erhält  man  die  Ungleichheit 

(2^  +  l)»-^-(f)"^(2m  +  f)". 

Läßt  man  endlich  hierin  die  beliebig  gedachte  ganze  Zahl  m  unend- 
lich wachsen,  so  ergibt  sich  an  der  Grenze  die  Beziehung 

(31)  ^-(D"?! 
oder 

(32)  M^^.., 

Diese  Ungleichheit  spricht  einen  der  fruchtbarsten 
Sätze  des  Gebietes  der  Zahlentheorie  aus,  in  dem  unsere 
Betrachtungen  sich  bewegen.  Wir  deuten  sie  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen: 

1.  Verstehen  wir  zunächst  unter  f(x^j  x^^  .  .  .,  x^  eine  Funktion 
vo  den  Eigenschaften,  die  wir  diesem  Zeichen  in  Nr.  3  beigelegt 
haben,  so  folgt  der  ^atz:  Für  eine  Funktion  f{x^^  %  . .  .,  x^  der 
bezeichneten  Art  gibt  es  stets  mindestens  ein  System  ganzer^ 
nicht  sämtlich  verschwindender  Zahlen  x^^  %  •  •  •?  ^n  (sowie 
das  entgegengesetzte  —  x^,  —  x^,  -  *  -,  —  x^,  für  welches 

ist,  unter  J  den  Wert  des  Integrales 


/" 


(X  X-I  a  Xn  •  .  •  tv  x„ 
verstanden,  welches  über  alle  der  Ungleichheit 

genügenden  Systeme  x-^yX^,  •  •  •?  ^w  erstreckt  zu  denken  ist. 

2.  Ist  S(x)  eine  Strahldistanz,  so  soll  der  durch  die  Ungleichheit 

S{x)  ^  t  oder  S(^x)  ^  t  bestimmte  Körper  ein  Strahlkörper  mit 

dem  Nullpunkte  bzw.  mit  dem  Punkte  (|^.)  als  Mittelpunkt  heißen. 
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Auch  mögen  ein  Punkt  {x^  und  sein  Gegenpunkt  (—  x^  kurz  als 
ein  Punktepaar  bezeichnet  werden.  Nun  folgt  aus  (32),  wenn 
/=  2«  ist,  M^  1,  und  wenn  J'>  2^  ist,  M<  1.  Daraus  schließt 
man  folgenden  Satz,  welcher  der  allgemeine  Ausspruch  des 
Minkowskischen  Grundsatzes  ist: 

Ist  das  Volumen  eines  um  den  Nullpunkt  bzw.  um  einen 
Gitterpunkt  (1^.)  als  Mittelpunkt  ab  gegrenzten  Strahlkörpers 

8{x)^\    bzw.   S{lx)^l 

größer  als  2^*,  so  enthält  der  Strahlkörper  in  seinem  Innern, 
und  wenn  es  gleich  2^  ist  in  seinem  Innern  oder  doch  auf 
seiner  Oberfläche  wenigstens   ein   Gitterpunktepaar. 

Die  in  der  Formel  (17)  ausgesprochene  Eigenschaft  der  Strahl- 
distanz ist  in  Kap.  6  Nr.  12  für  den  Fall  >^  ==  3  als  Ausdruck  für  die 
Eigenschaft  des  Strahlkörpers,  nach  außen  überall  konvex  zu  sein, 
nachgewiesen  worden.  Identifizieren  wir  hiernach  auch  für  den  all- 
gemeinen Fall  die  Begriffe  „Strahlkörper'^  und  „überall  konvexer 
Körper^^,  so  stellen  sich  die  Sätze  in  Kap.  2  Nr.  3  und  Kap.  6  Nr.  12 
als  die  einfachsten,  den  Werten  n  ^  2  und  w  =  3  entsprechenden 
Fälle  des  eben  ausgesprochenen  Minkowskischen  Grundsatzes 
dar. 

6.  Die  Verallgemeinerung  der  Betrachtung,  welche  im  vorigen 
Kapitel  Nr.  12a  ausgeführt  ist,  leitet  uns  jetzt  sogleich  zu  einem 
allgemeinen  Satze  von  großer  Bedeutung,  den  man  eben- 
falls Minkowski  verdankt. 

Seien 

(34)  I,  =  e^a  x^  +  a.^x^  + h  «,.„^^ 

v^n  gegebene  Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten  und  sei  unter 
ihnen  wenigstens  ein  System  von  n  unabhängigen,  d.  h.  solchen  For- 
men vorhanden,  für  welche  die  aus  ihren  Koeffizienten  gebildete  De- 
terminante nicht  verschwindet,  dann  sind  die  sämtlichen  |.  zugleich 
nur  dann  Null,  wenn  alle  x^  verschwinden.    Bezeichne 

f(x^y  ^2,  .  .  .,  X^) 

für  jeden  Punkt  {x^  den  absolut  größten  unter  den  Werten  |..  Man 
erkennt  alsdann  genau  wie  a.  a.  0.,  daß  diese  Funktion  sämtliche 
Eigenschaften  einer  Strahldistanz  hat.  Bezeichnet  daher  e7  das  Integral 

J  =  /  dx^  dx^  '  •  •  dx^ , 
welches  über  alle  der  Ungleichheit 

(35)  A%;%  •••;^J^1 
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genügenden  Werte  der  ^^.  erstreckt  wird,  so  gibt  es  nach  1,  der  vorigen 
Nr.  ganze  nicht  sämtlich  verschwindende  Zahlen  x.^  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  _    2 

wird,  d.h.  esgibtganzenicht  sämtlich  verschwindendeZahlen 
^i?^2?  ••  •;  ^ny  f^^^  welche  die  sämtlichen  v  Linearformen  |. 

2 

absolut  gleich  oder  kleiner  werden  als  — r. 

y  J^ 

Ist  insbesondere  v  ^  n,  sind  also  n  Linearformen 

(36)  I,  =  cc^^x^  +  «.jiTg  +  .  •  •  +  a,^x^ 

(i==l,2,..,n) 

gegeben,  deren  Determinante  A  ^  0,  so  ist  die  Bedingung  (35)  gleich- 
bedeutend mit  den  n  folgenden: 

(37)  -1^1,^1 

(i  =  1,  2,  .  . .,  n) 

und  (siehe  Ende  von  Nr.  2) 

^  =  |ÄT- 

Der  eben  ausgesprochene  allgemeine  Satz  gibt  also  folgenden  beson- 
deren: Für  n  Linearformen  mit  denUnbestimmten  XijX2, .  .  .,  x^ 
und  mit  reellen  Koeffizienten,  deren  Determinante  A  von 
Null  verschieden  ist,  gibt  es  immer  ganze  nicht  sämtlich 
verschwindende  Werte  der  Unbestimmten,  für  welche  die 
Linearformen  sämtlich  absolut  gleich  oder  kleiner  werden 

alsVlAl« 

In  dem  besonderen  Falle  A  =  ±  1  gibt  es  also  stets  ein  solches 
Wertesjstem  der  Unbestimmten,  daß  die  Linearformen  sämtlich  abso- 
lut gleich  oder  kleiner  werden  als  1.  Übrigens  ist  dieser  spezielle 
Fall  des  vorigen  Satzes  ihm  völlig  äquivalent.  Denn,  sind  die  Linear- 
formen |.  die  durch  (36)  gegebenen  mit  der  Determinante  A,  so  haben 

die  Linearformen  —^  die  Determinante  4:  1;  sind  also,  dem  spe- 

y|Ai 

zielleren  Satze  zufolge,  x^,  x^j  •  -  -^  oo^  Werte  der  Unbestimmten,  für 
welche  diese  letzteren  Formen  absolut  gleich  oder  kleiner  als  1  wer- 
den, so  geben  sie  den  Formen  ^.  Werte,  welche  absolut  nicht  größer 

sind  als  y^jA]. 

Wir  geben  endlich  noch  dem  Minkowskischen  Satze  größere 
Geltung,  indem  wir  auch  Linearformen  mit  komplexen  Koeffizienten 
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in  Betracht  ziehen;  und  zwar  denken  wir  uns  n  =  r  -{-2s  Linear- 
formen, deren  r  erste  reelle  Koeffizienten  haben: 

(38a)  |.  =  a.^x^  +  ß^.s^s  + H  ^in^n^ 

{i  =  1,  2,  .  .  ,  r) 

während  2s  andere  paarweise  konjugiert  imaginär  sein  sollen: 

(38b)  r±,  =-  «±,  1  •  ^1  +  «±,  2'^2  +  "-+^'±in' 


«? 


(i  =  1,  2,  .  . .,  s) 

WO  

ist.    Zunächst  erkennt  man,  daß  der  Wert 

der  Determinante  dieser  Formen  reell  oder  rein  imaginär  ist,  je 
nachdem  s  gerade  oder  ungerade  ist.  Denn  die  Vertauschung  von 
y —  1  mit  —  ]/—  1  bringt  in  jedem  der  s  Paare  konjugiert  imagi- 
ginärer  Reihen  der  Determinante  eine  Vertauschung  dieser  Reihen, 
d.  h.  im  ganzen  eine  Multiplikation  mit  (-—  1)*  für  die  Determinante 
zuwege;  da  aber  so  der  Wert  JB  —  C  -  ]/-—  1  erhalten  wird,  muß  je 
nach  den  für  5  unterschiedenen  Fällen  C  =  0  oder  B-=0  sein.  Führt 
man  aber  ferner  die  Funktionen 


',     ti- 

1/- 

V- 

d.  h.  die  reellen  LinearformeB 

=  V^ißa^i 

+  ßii^S 

+  ■■■ 

■  +  ßi. 

.^J 

(38  c) 

=  V^iVn^^i 

+  Yii^i 

+  •• 

■  +  Yir, 

,«J 

(^  = 

1,2,... 

,^) 

ein,  so  lehren  einfache  Sätze  der  Determinanten theorie,  daß  der  abso- 
lute Betrag  der  Determinante  für  die  reellen  Linearformen  (38  a)  und 
(38  c)  derselbe  ist  wie  für  die  gegebenen  Formen  (38  a)  und  (38  b); 
wir  bezeichnen  ihn  wieder  durch  |  A  |.  Nun  gibt  es  nach  dem  Min- 
kowski sehen  Satze  ein  nicht  verschwindendes  System  ganzer  Zahlen 
^1,  ^2,  •  ••,  ir„,  für  welches  die  Formen  |.,  iq^,  ^^  absolut  nicht  größer 
sind  als  y  |A|     Da  aber 

^*  ^      V2  ^-*  i/¥ 
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gefunden  wird,  so  wird  dann  für  dasselbe  Wertesystem  der  Unbe- 
stimmten x^  

mod.  1/  =  mod.  II,  =  "l/*?^^^  ^  yW\  ■ 

Man  erhält  daher  den  Satz:  Für  n  =  r  +2s  Linearformen  mit 
den  Unbestimmten  x^,  x^,  -"j^n  ^^^  ^^^  ^^  ^^^  Gleichungen 
(38a)  und  (38b)  ausgesprochenen  Beschaffenheit  gibt  es 
stets  ganze,  nicht  sämtlich  verschwindende  Werte  der  Un- 
bestimmten, welche  die  absoluten  Beträge  der  Linearfor- 
men nicht  größer  ergeben  als  die  nie  Wurzel  aus  dem  ab- 
soluten Betrage  ihrer  Determinante^). 

Der  im  vorstehenden  gegebene  Beweis  des  Minkowskischen 
Satzes  ist  im  Grunde  ein  rein  arithmetischer,  der  nur  zum  Teil  geo- 
metrischer Sprache  sich  bedient.  Einen  andern,  von  einer  solchen 
freien  und  höchst  elementaren  Beweis  desselben,  welchen  A.  Hur- 
witz gegeben  hat^),  habe  ich  an  einer  anderen  Stelle  meiner  „Zahlen- 
theorie" ^)  wiedergegeben,  auf  die  ich  hier  nur  verweisen  wiU.  Des- 
gleichen versage  ich  mir,  einen  dritten  Beweis,  welchen  Minkowski 
auf  Grund  einer  Hilbert  sehen  Idee  für  den  besonderen  Fall  n  =  3 
in  seinen  ^Diophan tischen  Approximationen"  entwickelt  hat,  hier 
aufzunehmen,  um  den  Raum  für  andere,  unserer  Aufgabe  näher  lie- 
gende Gegenstände  nicht  zu  beengen. 

7.  Als  ein  einfaches  Beispiel  für  den  Minkowskischen  Satz  schlie- 
ßen wir  die  Verallgemeinerung  des  Schlußsatzes  in  Nr.  12  a  des  vori- 
gen Kapitels  hier  an.  Wenn  nämlich  unter  den  Linearformen  (36) 
die  folgenden  speziellen  verstanden  werden: 

in  welchen  6  eine  positive  Zahl,  o^,  ojg,  . . .,  C3^_i  irgendwelche  reellen 

Irrationellen  sind,  und  deren  Determinante  A  ==  ^  ist,  so  gibt  es  ganze 

nicht  sämtlich  verschwindende  Zahlen  x^,  x^,...^  ^n-i>  ^«  ^^  ^®" 

schaffen,  daß  aUe  jene  Formen  absolut  nicht  größer  werden  als  ^  , 

was,  wenn  ö  >  1  genommen  wird,  x^  als  eine  von  NuU  verschiedene 
Zahl  erfordert,  deren  absoluter  Wert  der  letzten  der  Formen  wegen 

nicht  größer  als  ö"~^  ist;  demzufolge  wird  ^^ y"    ^^^  erhält 

also  den  Satz:  1^9*1""^ 


1)  Eine  noch  engere  Schranke  gibt  Minkowski,    Geometrie  der    Zahlen 
S.  lU. 

2)  A.   Hurwitz,    Über   lineare  Formen    mit    ganzzahligen  Koeffizienten, 
Göttinger  Nachrichten  1897. 

3)  Fünfter  Teil:  Allg.  Arithm.  der  Zahlenkörper,  S.  337/41. 
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Für  irgend  n—1  gegebene  Irrationellen  cö^,  ^2;--;^w-i 
gibt  es  stets  ganze  Zahlen  x^j  x^,  . .,  x^^  von  denen  x^  ^  0  ist; 
so  beschaffen,  daß 

(39) 


0), 


<  — 


!a;J»-i 


(i  =  l,  2,...,«-l) 


ist.  Es  sei  noch  hinzugefügt,  daß  auch  dieser  allgemeinere  Satz  wie- 
der präziser  gefaßt  werden  kann,  wie  Minkowski  (Geometrie 
der  Zahlen,  S.  110/112)  mittels  ähnlicher  Betrachtungen,  wie  wir  sie 
in  Nr.  14  des  vorigen  Kapitels  entwickelt  haben,  gezeigt  hat,  wo 
dann  die  Ungleichheiten  (39)  durch  die  folgenden  zu  ersetzen 
sind: 

(40) 


C5, 


\Xn\ 


(i  =  l,2,..,«-l) 

zugleich  dürfen  diese  Werte  kleiner  gedacht  werden  als  ein 
beliebig  klein  gegebener  Wert  (siehe  die  angeführte  SteUe).  Für  ir- 
gend gegebene  n—1  Irrationellen  cj^j  cog,  ...,  0?^*^  gibt  es 

also  n  —  1  Brüche  — ,   — , .  ...-^^^^  mit  s^leichem  Nenner,  für 

welche  die  Ungleichheiten  (40)  erfüllt  sind,  während  zu- 
gleich die  Differenzen  zur  Linken  derselben  unter  einer 
beliebig  kleinen  Grenze  verbleiben. 

Dieser  Satz  erhält  eine  gewisse  Ergänzung  durch  einen  anderen 
von  BoreP)  gefundenen,  welchem  nachstehende  Fassung  gegeben 
werden  kann:  Für  ein  gewisses  System  positiver  Zahlen  m^^ 
^2?  ••  •;  ^fi— i;  ^i®  nicht  größer  als  1  sind,  gibt  es  keine  n  —  l 


echten  Brüche 
welche 


mit  gleichem    Nenner,    für 
a 

(i=l,2,  ..,n-l) 


ist,  wenn  a  >     ^     und  der  Nenner  x^  groß  genug  gedacht 

wird,  wie  immer  die  Zahl  a>0  auch  gewählt  werde.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  gründet  sich  auf  ein  allgemeines  Prinzip  über 
Räume  oder  Punktmengen  von  einer  gewissen  BeschaflPenheit,  für  welche 
Borel  zunächst  einen  Satz  herleitet,  der  interessant  genug  ist,  um 

1)  Borel,    Contribution  ä  Tanalyae  arithmetique   du  continu,  Journ.  dea 
Math.  (5),  t.  9,  p.  329. 
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in  unsern  Betrachtungen  über  den  n-dimensionalen  Raum  hier  eine 
Stelle  zu  finden.   Er  lautet : 

Ist  B  ein  endlicher  Teil  des  >^-dimensionalen  Raumes 
und  ist  eine  unbegrenzte  Reihe 

(41)  B^,  B^j  Eg;  . .  . 

von  endlichen  Räumen  gegeben  von  der  Beschaffenheit, 
daß  jeder  Punkt  {x^  von  B  wenigstens  für  einen  von  ihnen 
ein  innerer  Punkt  ist,  so  gilt  das  gleiche  für  eine  endliche 
Anzahl  dieser  Räume. 

Angenommen,  das  Gegenteil  wäre  richtig,  so  gäbe  es  in  B  wenig- 
stens einen  Punkt  {x^  der  Art,  daß  für  alle  i?^,  in  deren  Innerem  er 
enthalten  sein  kann,  der  Index  h  einen  beliebig  großen  Wert  m  über- 
steigt; und  es  ist  klar,  daß,  wenn  B  in  irgendwelche  Teile  zerlegt 
wird,  für  wenigstens  einen  von  ihnen  das  gleiche  der  Fall  sein  muß, 
der  betreffende  Punkt  aber  auch  in  dem  ganzen  Räume  B  erhalten 
bleibt.  Nun  liegt,  da  der  Raum  B  endlich  gedacht  ist,  jede  Koordi- 
nate x^  jedes  seiner  Punkte  {x^  zwischen  endlichen  Grenzen,  etwa 
zwischen  —  g  und  +  ^,  d.  h.  jeder  seiner  Punkte  in  dem  um  den 
NuUpunkt  als  Mittelpunkt  abgegrenzten  Würfel  W  mit  der  Kante 
2g.    Sei  h  eine  positive  ganze  Zahl  und  der  gedachte  Würfel  in 

kleinere  mit  der  Kante  2  •  |^  zerlegt,  so  wird  auch  der  Raum  E  auf 

eine  Anzahl  solcher  Würfel  sich  verteilen  und  also  für  wenigstens 
einen  von  diesen  Würfeln,  er  heiße  PF^,  dasselbe  gelten  wie  für  B. 
Zerlegt  man  abjer  weiter  diesen  Würfel  in  andere  mit  der  Kante 

2  •  ^^Ti,  so  gibt  es  unter  den  letzteren  wieder  einen  Würfel  TF^^^ 

von  gleicher  Beschaffenheit,  und  so  stellt  sich  eine  unbegrenzte  Reihe 

Ton  Würfeln  W,,  W,,  W,.  .  .  . 

heraus,  deren  jeder  im  voraufgehenden  enthalten  ist,  und  für  welchen 
das  gleiche  gilt  wie  für  B,  d.  h.  es  gibt  in  jedem  von  ihnen  einen 
auch  in  den  vorhergehenden,  also  auch  in  B  enthaltenen  Punkt  {x^ 
der  Art,  daß  für  alle  i?^,  für  welche  er  ein  innerer  Punkt  ist,  fc  >  m 
ist.  Die  Volumina  der  Würfel  nehmen  aber  unendlich  ab;  ist  daher 
für  ein  hinreichend  großes  h  der  für  den  Würfel  Wj^  gedachte  Punkt 
{x^  ein  innerer  Punkt  desselben,  so  darf  Wj^,  wäre  er  ein  Ober- 
flächenpunkt, so  dürfte  bei  hinreichend  großem  h  noch  TF^_i  als  die 
Umgebung  des  betreffenden  Punktes  {x^  genommen  werden;  und  da 
nach  Voraussetzung  (x^  für  einen  der  erwähnten  Räume  (41),  etwa  für 
Bjy  ein  innerer  Punkt  ist,  müßte  für  hinreichend  großes  h  der  ganze 
Würfel  Wj^  in  B-j^  enthalten,  d.  h.  alle  seine  Punkte  müßten  innere 

Sachmann,  Zahlentheorie  IV 2  16 
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Punkte  von  J?-^  sein^  was  der  Annahme  widerspricht,  falls  m  >  & 
gewählt  wird.    Aus  diesem  Widerspruche  folgt  der  Satz. 

Es  darf  nun  als  einleuchtend  angesehen  werden,  daß,  wenn  V^, 
Fg,  F3,  .  .  .  die  Volumina  der  Räume  B^,  R^,  B^,  .  .  .  von  der  an- 
gegebenen Beschaffenheit  bezeichnen,  die  Summe  derselben  unend- 
lich sein  muß,  sobald  jeder  Punkt  von  B  in  unendlich  vielen 
dieser  Räume  enthalten  ist,  da  dann  das  Volumen  V  von  B  in  jener 
Summe  unendlich  oft  enthalten  sein  muß. 

Dieses  Prinzip  vorausgeschickt,  sei  B  der  Würfel 

und  a,  a  zwei  positive  Größen,  a  >  1 .  Bezeichnet  q  eine  beliebig 
große  positive  ganze  Zahl,  so  bestimmen  die  Ungleichheiten 

(i-1,2,...,«) 

worin  die  p.  jeden  der  Werte  0,  1,  2,  .  .  .,  g  bedeuten  dürfen,  einen 
Würfel  mit  dem  Punkte  ^ ,   ^^  . . .,  ^  als  Mittelpunkt  und  der  Kante 

-^  •,  die  Anzahl  dieser  Würfel  ist  (q  +  l)"*.  Gibt  man  also  q  die  sämt- 
lichen Werte  1,  2,  3,  .  .  .,  so  erhält  man  eine  unbegrenzte  Reihe  (41) 
von  Räumen  so  beschaffen,  daß  jeder  Punkt  von  B  wenigstens  für 
einen  von  ihnen  ein  innerer  Punkt  ist;  denn  es  gibt  wenigstens  einen 

jener  Brüche  — ,  der  von  x^  höchstens  um  —  verschieden  ist;  solange 

also  2-<-s;  d.  i.  q^~^  <C2a  bleibt,  liegt  der  Punkt  {x^^  im  Innern 
des  durch  die   Ungleichheiten  (42)  bestimmten  Würfels.    Das  Vo- 

-ä)  lind 
daher  die  Summe  der  Volumina  aller  Räume  (42)  gleich 

q  =  l 

eine  Summe,  die  einen  endlichen  Wert  hat,  wenn  a  >  — ^^^—  ist.  Der 

zuletzt  voraufgeschickten  Bemerkung  zufolge  ist  also  zu  schließen,  daß 
bei  dieser  Voraussetzung  in  B  wenigstens  ein  Punkt  vorhanden  ist, 
der  nur  für  eine  endliche  Anzahl  der  Räume  J?,.  ein  innerer  Punkt 
ist.    Mit  anderen  Worten:  es  gibt  zwischen  0  und  1  liegende  Werte 
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o)^,  Og,  .  .  .j  (D^  von  der  Beschaffenlieit^   daß  bei  jedem  hinreichend 
großen  Nenner  und  allen  echten  Brüchen  mit  diesem  Nenner 


Pl    Pi 

q'     q>- 

Pn 

q 

==   a 

(t  =  l,2, 

...,n) 

ist.  Wenn  >^  —  1  statt  n  gesetzt  wird,  geht  der  Boreische  Satz 
hieraus  hervor.  —  . 

8.  Als  Grundlage  für  spätere  Untersuchungen  betrachten  wir  nun- 
mehr den  Raumteil  oder  das  Gebiet  B  aller  Punkte  {x^^  deren  Koor- 
dinaten einer  gegebenen  Anzahl  von  linearen  Ungleichheiten  genü- 
gen,^) die  wir  schreiben: 

(43)  i,--Äl^l    +Ä2^2   +---+Än^30- 

i=l,  2,  3,  ... 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Anzahl  dieser  Ungleichheiten  gleich  oder 
größer  als  n  sei,  und  daß  sich  wenigstens  n  unter  ihnen  befinden, 
welche  linear  voneinander  unabhängig  sind,  d.  h.  deren  Determinante 
von  NuU  verschieden  ist.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  der  Null- 
punkt der  einzige  Punkt  des  Gebietes  ist,  für  welchen  in  den  Bedin- 
gungen (43)  überall  das  Gleichheitszeichen  gilt.  Wir  wollen  voraus- 
setzen, daß  die  Ungleichheiten  außer  dieser  selbstverständlichen  Lö- 
sung noch  andere  Lösungen  gestatten.  Es  leuchtet  dann  sofort  ein, 
daß,  wenn  (^^)^     cc,,  x„  .  . .,  x^ 

eine  Lösung  und  i^  >  0  ist,  auch 

(tx;):     tx,,  tx^,  ...,  tx^ 

eine  Lösung  derselben  sein  muß;  ebenso,  daß,  wenn  (^^.),  (^/),  (^/')?  •  •  • 
Lösungen  derselben  und  t,  t%  fj  .  .  .  positiv  sind,  dann  auch 

{tx,  +  rx',+  fx;'+ ...) 

eine  weitere  ihrer  Lösungen  sein  wird. 

Da  nach  der  Annahme  n  unabhängige  unter  den  Linearformen  ^^ 
vorhanden  sind,  kann  man  auch  n  —  1  linear  unabhängige  unter 
ihnen  auswählen.  Seien  etwa  die  ersten  n  —  1  Formen  |^,  §2?  •  •  •? 
in-i  ^^^  solcher  Art.    Dann  bestimmen  die  Gleichungen 

(44)  |,  =  0,  i,=  0,  ...,  |„_,  =  0 

1)  Vgl.  hierzu  Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen,  S.  39—45;  sowie 
Vorono'i,  Journal  für  die  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  133,  S.  97. 

16* 
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die  Verhältnisse  der  Zahlen  %,  ^2?  •  •  •;  ^«-i?  ^w  eindeutig;  wenn 
aber  für  sie  unter  den  Werten  der  übrigen  ^.  nicht  zugleich  negative 
und  nichtnegative  gefunden  werden,  so  bedeuten  entweder  die  Zahlen 
^17  ^2?  •  •  •>  ^w  oder  das  entgegengesetzte  System  —  i^^i,  —  ^3^2, . . .,  —  ^„ 
eine  Lösung  der  Ungleichheiten  (43).  Nach  Minkowskis  Vorgange 
bezeichnen  wir  eine  solche  Lösung  derselben  als  eine  äußerste 
Lösung.  Alsdann  macht  zugleich  mit  ihr,  wie  bemerkt,  auch  jedes 
System  (too^)  bzw.  {—tx^  bei  positivem  t  eine  Lösung  aus;  die  Ge- 
samtheit der  so  bestimmten  Punkte  möge  als  eine  den  Grlei- 
chungen  (44)  entsprechende  Kante  des  Gebietes  JR  bezeich- 
net werden.  Derartiger  Kanten  öder  äußersten  Lösungen  kann  es 
nur  eine  endliche  Anzahl  geben,  wenn  die  Anzahl  der  Un- 
gleichheiten (43)  nur  eine  endliche  ist,  welche  a  heiße;  denn 
unter  a  Formen  |^.  läßt  sich  nur  auf  eine  endliche  Anzahl  Weisen  ein 
System  von  n  —  1  etwa  voneinander  unabhängigen  auswählen,  denen 
möglicherweise  je  eine  äußerste  Lösung  entspricht.  Die  wirklich- 
vorhandenen  Kanten  oder  vielmehr  die  sie  definierenden 
äußersten  Lösungen  wollen  wir  durch  die  Systeme 

(i  =  l,  2,  3,...) 

bezeichnen,  deren  Anzahl  ß  zugleich  mit  a  endlich  ist. 

Wir  weisen  nun  vor  allem  das  Vorhandensein  einer  äußer- 
sten Lösung  nach.    Sei  nämlich 

irgendeine  Lösung,  für  die  möglicherweise  einige  der  Formen  i,.  ver- 
schwinden; wir  bezeichnen  mit  m  die  höchste  Anzahl  von  linear  un- 
abhängigen unter  den  letzteren,  setzen  also  m  =  0,  wenn  keine  der 
Formen  |^  verschwindet.  Seien  etwa  1^,  Ig,  .  .  .,  g^  die  gedachten 
unabhängigen  Formen;  möglicherweise  verschwinden  zugleich  mit 
ihnen  für  den  Punkt  (a,)  noch  mehrere  von  ihnen  abhängige  der 
Formen  i|,  aber  nach  unserer  Annahme  lassen  sich  n  —  m  andere 
dieser  Formen,  etwa  die  Formen  %n-\-i)  ^m-{-^^  -  -  -y^n  ^^  angeben,  daß 
sie  mit  den  erstgedachten  n  unabhängige  Formen  ausmachen,  deren 
Werte  für  die  Lösung  (a^  ^m-\-iy  ^m-\-2y  •  •  -^  ^«  seien.  Da  die  Deter- 
minante der  Formen  1^,  ^g,  .  .  .,  |^  also  nicht  verschwindet,  können 
Werte  a^,  cc^,  .. .,  cc^  der  Unbestimmten  so  gewählt  werden,  daß  für 
sie  1^ ,  I2 ,. . . ,  1^  nebst  aUen  von  ihnen  abhängigen  Formen  verschwinden, 
<iie  i^^i,  .. .,  §^  aber  beliebige  positive  Werte  annehmen,  welche, 
wenn  n  —  m  ^  2  ist,  nicht  sämtlich  den  Werten  Ä^  ^  ^ ,  . . . ,  Ä^ 
porportional  sind;  wählt  man  dann 

(46)  x^  =  a^-^  ^^1,  x^=a^  +  sa^,  •  •  •,  ;r^  =  a„  +  za^^, 
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so  verschwinden  die  Formen  1^/  Ig;  •  •  •?  ^m  liebst  allen  von  ihnen  ab- 
hängigen, alle  übrigen  Formen  aber  erhalten  Werte  von  der  Gestalt 
Ä  -\-  ^A,  wo  ^jedenfalls  nicht  negativ,  A  wenigstens  für  die  Formen 
^m-hi'  . . .,  1^  positiv  ist.  Wäre  nun  m  ==  n  — - 1,  so  wäre  nichts  weiter 
zu  zeigen,  denn  dann  wäre  eben  die  Lösung  (a,.)  eine  äußerste  Lö- 
sung. Ist  aber  m<n  —  l,soist  n  —  m^2  und  A  nicht  für  alle 
Formen  ^^„+1?  ••-»  iw  proportional  mit  Ay  also  läßt  sich  dann  ^  so 
wählen,  daß  für  alle  die  gedachten  übrigen  Formen  wenigstens  einer 
der  Ausdrücke  Ä  +  0k  Null,  für  die  andern  noch  positiv  ausfällt. 
Das  System  (46)  steUt  daher  dann  eine  Lösung  der  Ungleichheiten 
(43)  dar,  für  welche  zugleich  mit  den  Formen  li?  I2;  •••?  ^m  ^och 
mindestens  eine  von  ihnen  unabhängige  Form,  jetzt  also  m  +  1  linear 
unabhängige  Formen  nebst  aUen  von  ihnen  abhängigen  Formen  ver- 
schwinden.    So  fortfahrend  ersieht  man   das   Vorhandensein   einer 

^'''^"^  (yd--  yuy.,--,y., 

für  welche  n  ~  1  unabhängige  unter  den  Formen  |.  verschwinden, 
die  also  eine  äußerste  Lösung  ist. 

Der  Herleitung  nach  ist  diese  Lösung  eine  solche,  für  welche  die 
m  unabhängigen  Formen  1^,  Ig?  "'?tm  hiebst  allen  von  ihnen  ab- 
hängigen verschwinden.  Das  gleiche  geschieht  also  auch  für  die 
Lösung 

(47)  &i  =  %  -  ^Vu  h-a^-^y^,  " ',  K-(^n-  ^Vny 

der  entsprechend  jede  der  übrigen  Formen  |^  eine  Gestalt  A  —  ßY 
erhält,  wo  A  nicht  negativ  und  wenigstens  einer  der  nichtnegativen 
Werte  Y  positiv  sein  muß,  da  sonst  n  voneinander  unabhängige 
Formen  im  Punkte  (t/^),  der  vom  Nullpunkte  verschieden  ist,  ver- 
schwänden. Demnach  wird  für  einen  passenden  positiven  Wert  von 
z  einer  der  Werte  A  —  13Y,  d.  h.  eine  der  übrigen  Formen  |.,  gleich 
NuU,  während  die  andern  ^  0  verbleiben,  und  die  Lösung  (47)  stellt 
daher  dann  eine  solche  dar,  bei  welcher  mindestens  m  +  1  vonein- 
ander unabhängige  Linearformen  verschwinden.  Man  darf  den 
Gleichungen  (47)  entsprechend  schreiben: 

K)  =  ^-(^.)  +  Ä), 

und  wenn  man  nun  auf  die  Lösung  (&.)  die  für  die  Lösung  {a^  aus- 
einandergesetzte Betrachtung  wiederholt  usw.,  so  gelangt  man  offen- 
bar zu  folgendem  wichtigen  Ergebnisse: 

Jede  Lösung  der  Ungleichheiten  (43)  oder  jeder  Punkt 
{x^&es  durch  sie  bestimmten  Gebietes  R  kann  in  der  Gestalt 

ß 

(48)  ^i-^h^^M 
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dargestellt  werden,  in  welcher  die  (oCj^^)  die  sämtlichen 
äußersten  Lösungen  bedeuten  und  die  ^^^  0  sind. 

Auch  leuchtet  nach  den  anfänglichen  Bemerkungen  ein,  daß  um- 
gekehrt jeder  durch  vorstehende  Formel  bestimmte  Punkt  ein  Punkt 
des  Gebietes  R  ist,  daß  sie  also  dieses  ganze  Gebiet  analy- 
tisch darstellt. 

9.  Schreiben  wir  jetzt 

und  halten  die  Voraussetzung  fest,  daß  nur  eine  endliche  Anzahl  a 
von  Ungleichheiten  (43)  vorhanden  sei.  Aus  der  Gleichung  (48) 
ergibt  sich  dann 

(49)  !.(*.)  =2^  ^*-l*(^*e). 

Nun  nennen  wir  (x^)  einen  inneren  Punkt  von  i?,  wenn  seine 
Koordinaten  den  sämtlichen  Ungleichheiten 

|,>0,  |2>0,  ...,  |«>0 

Genüge  leisten.  Zum  Vorhandensein  eines  solchen  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  keine  der  Linearformen  für 
sämtliche  äußersten  Lösungen  und  somit  überhaupt  für 
alle  Lösungen  gleich  Null  ist.  Denn,  wäre  letzteres  etwa  für  die 
Form  1^  (x^  der  Fall,  so  fände  sich  unter  den  das  Gebiet  R  be- 
stimmenden Bedingungen  (43)  statt  der  Ungleichheit  ^j,^  0  die 
Gleichung  ^j^  =  0,  und  demnach  könnten  für  die  diesen  Bedingun- 
gen genügenden  Punkte  (x^)  nicht  sämtliche  Formen  positiv  sein; 
umgekehrt,  wenn  keine^  der  Formen  für  sämtliche  Lösungen  (ir^J 
verschwindet,  so  zeigt  die  Formel  (49),  daß  für  jedes  System  posi- 
tiver Werte  0j^  auch  alle  Formen  ^j^  (x^)  positiv  werden,  der  ent- 
sprechende Punkt  (x^)  also  ein  innerer  Punkt  ist.  —  Mit  Voronoi 
kann  man  diese  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  innerer  Punkte 
noch  anders  ausdrücken.    Ist  (a,)  ein  solcher,  so  kann  eine  Beziehung 

(50)  c^.|^+c,.|,  +  ...  +  c,.|„=0, 

wenn  die  Koeffizienten  c^^  0  sind,  nicht  für  alle  Punkte  von  B  statt- 
finden, ohne  daß  alle  c.==  0  sind.  Denn  für  (x^  =  (a^  fände  sich 
wenigstens  einer  der  Summanden  als  positiv;  umgekehrt,  falls  eine 
solche  Beziehung  für  alle  Punkte  von  B  nur  möglich  ist,  wenn 
alle  c^  gleich  NuU  sind,  ist  ein  innerer  Punkt  vorhanden,  da  sonst, 
wie  soeben  bemerkt,  eine  der  Linearformen  für  alle  Lösungen  gleich 
Null,  also  unter  den  Bedingungen  (43)  eine  Gleichung  1^=0 
vorhanden  sein  müßte,  die  von  allen  Punkten  des  Gebietes  erfüllt 
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wäre;  und  die  Beziehung  (50)  für  alle  diese  Punkte  stattfinden  würde, 
auch  wenn  c^>  0  gewählt  wird,  wenn  nur  alle  übrigen  c^  =  0  ge- 
nommen würden.  Für  das  Vorhandensein  innerer  Punkte 
von  B  ist  also  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Be- 
ziehung (50)  für  alle  Punkte  von  U  nur  möglich  ist,  wenn 
die  als  nicht  negativ  gedachten  Koeffizienten  c^  sämtlich 
gleich  Null  sind. 

Sind  innere  Punkte  vorhanden,  so  zählt  zu  ihnen  dem  obigen  zu- 
folge jeder  Punkt,  für  welchen  in  (48)  die  sämtlichen  ^^  positiv  ge- 
wählt werden.  Insbesondere  ist  dann  also  der  durch  die  Gleichungen 

-^' 

(i  =  l,  2,  ...,m) 

bestimmte  Punkt  ein  innerer.  Ist  (^/)  ein  zweiter,  so  ist  für  hin- 
reichend kleines  positives  ^  auch 

ein  Punkt  von  JR,  also 

<  =^,.  ^h'^hi  («11*  ^Ä  >  0). 

A  =  l 

(i=l,  2,  ,..,n) 

Daraus  folgt  <  ^^  (0  +  ^J  •  x^,, 

h  =  i 

worin  0  +  ^f^"^  0  ist.  Demnach  ist  umgekehrt  für  jeden  inneren 
Punkt  (x^)  der  Multiplikator  0^^  in  (48)  positiv. 

Wird  das  Vorhandensein  i  nnerer  Punkte  vorausgesetzt, 
so  kann  eine  Linearform 

(51)  rj  =  tii  x^  +  li^x^  H h  u^x^ 

nur  dann  für  alle  Punkte  von  i?  verschwinden,  wenn  sie 
identisch  Null  ist.  Denn  andernfalls  könnte  den  das  Gebiet  M 
bestimmenden  Bedingungen  (43)  noch  die  Gleichung  ?2  =  0  hinzu- 
gefügt werden,  ohne  daß  die  Gesamtheit  der  Punkte  verändert  würde; 
da  dann  aber  eben  unter  diesen  Bedingungen  eine  Gleichung  auf- 
tritt, könnten  dem  vorigen  zufolge  innere  Punkte  nicht  vorhanden 
sein.  Oder  auch  so :  Ist  {x^  ein  innerer  Punkt,  so  gehören  auch  die 
Punkte  seiner  Umgebung  dem  Gebiete  i?  an,  und  nach  der  Voraus- 
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Setzung  wäre  r]  in  (x^)  und  in  allen  diesen  Punkten  Null;  ist  aber  t] 
Null  in  (rr^.)/  so  würde  es  der  Stetigkeit  wegen  bei  passender  hin- 
reichend kleiner  Veränderung  von  (x^)  aufhören,  Null  zu  sein,  wenn 
anders  nicht  sämtliche  u.  =  0  sind. 

10.  Diese  Tatsachen  vorausgeschickt,  stellen  wir  jetzt 
dem  Gebiete  B  ein  anderes  zur  Seite,  das  mit  i?  bezeichnet 
und  das  zu  R  zugeordnete  Gebiet  genannt  werde.  Sind  näm- 
lich (x.^^  für  i  ==  1,  2,  . . .,  jS  die  sämtlichen  äußersten  Lösungen  von 
(43)  oder  die  Kanten  von  B,  so  soll  B  das  Gebiet  aller  Punkte 
(w^.)  sein,  deren  Koordinaten  die  Ungleichheiten 

(52)  r],{u^)  =  U,  .  X^,  +  Mg  •  %2  +  •  •  •  +  «*n  •  ^kn   ^  0 

(Ä  =  i,2, ...,  ^y 

erfüllen.  Keiner  dieser  Punkte  außer  dem  Nullpunkte  kann  sämt- 
lichen Gleichheitszeichen  entsprechen,  da  sonst  die  Linearform 
(51)  durch  alle  äußersten  und  somit  überhaupt  durch  sämtliche  Lö- 
sungen von  (43)  zu  Null  würde,  was,  wie  gezeigt,  nur  für  den  Punkt 
(u^  =  (0)  geschehen  kann.  Hiernach  muß  es  n  unabhängige  unter 
den  Formen  ^^  (u^)  geben  und  lassen  sich  die  für  B  abgeleiteten  Er- 
gebnisse auch  auf  B  übertragen.  Es  wird  also  eine  Anzahl  y 
äußerster  Lösungen 

(%)•       «^U;   ^i2,   •••.   ^in 

(i=l,  2,...,^/) 

der  Ungleichheiten  (52)  geben,  aus  denen  alle  andern  durch 
die  Formeln 

y  . 

(53)  ^i-^h'^ki^     ('^A^O) 

A=l 

(i  =  l,  2,  ...,«) 

erhalten  werden.  Jeder  Lösung  (u^)  von  (52)  entspricht  aber  eine 
Form  (51),  welche  für  alle  äußersten  und  somit  überhaupt  für  alle 
Lösungen  von  (43)  gleich  oder  größer  als  Null  bleibt;  insbesondere 
entspricht  jeder  äußersten  Lösung  (u^^)  ein  System  von  n—  1  linear 
unabhängigen  der  Linearformen  (52),  welche  für  sie  verschwinden, 
d.  h.  eine  Linearform 

die  für  n  —  1  linear  unabhängige  unter  den  äußersten  Lösungen 
(p^ki)  verschwindet  und  dadurch  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  be- 
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stimmt  ist.   Aus  (53)  aber  ergibt  sich 

y 

(54)  yi-^h-ri'''\   K^O), 

wodurch  jede  der  gedachten  Formen  auf  die  endliche  Anzahl  der 
erwähnten  besonderen  Formen  zurückgeführt  wird. 

Diese  letzteren  aber*sind  bis  auf  einen  positiven  Faktor 
mit  je  einer  der  Formen  |^.  identisch.  Denn,  bezeichnet  man 
mit  {s^  die  Summe  der  n  —  \  unabhängigen  äußersten  Lösungen 
{^ki)i  für  welche  ri^^^  verschwindet,  so  kann  {s^  kein  innerer  Punkt 
von  JR  sein,  da  sonst  auch  in  allen  Punkten  seiner  Umgebung  alle 
Formen  |^  größer  als  Null  blieben,  während  doch  der  stetige  Über- 
gang zu  ihnen  der  Form  ri^^^  auch  negative  Werte  gäbe,  dem  Um- 
stände zuwider,  wonach  rf"^  für  alle  Punkte  in  B  gleich  oder  größer 
als  Null  ist.  Somit  muß  wenigstens  eine  Form  |^  im  Punkte  {s^ 
verschwinden  und,  da  sie  für  die  einzelnen  Summanden  von  (sj  nicht 
negativ  ist,  muß  sie  auch  für  jeden  dieser  Summanden  verschwinden, 
gerade  wie  die  Form  Yf^\  und  wird  so,  wie  diese  Form,  bis  auf  einen 
Faktor  eindeutig  bestimmt,  könnte  daher  von  ihr  nur  durch  einen 
Faktor  verschieden  sein,  der  dann  durch  die  der  Form  rf^''^  nicht 
zugehörigen  Lösungen  {xj^^  als  positiv  erkannt  wird. 

Bemerkt  man  endlich,  daß  zu  den  gedachten  Formen  iq  offenbar 
auch  alle  Linearformen  ^.  zählen,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

Jede  der  Linearformen  1^.  kann  als  eine  Summe  von  posi- 
tiven Vielfachen^)  solcher  unter  ihnen  dargestellt  wer- 
den, die  iÜY  n  —  1  unabhängige  äußerste  Lösungen  ver- 
schwinden. Diese  durch  je  w  —  1  äußerste  Lösungen  cha- 
rakterisiertenund  bestimmten  Linearformen  |.ausgezeich- 
neter  Art  sollen  die  Wände  von  jB  genannt  werden.  Hiernach 
darf  man  bei  den  Ungleichheiten,  welche  das  Gebiet  It  bestimmen, 
die  für  die  Wände  als  die  allein  wesentlichen  beibehalten  und 
alle  übrigen  unterdrücken. 

Denken  wir  uns  also  das  System  der  Ungleichheiten  in  dieser 
Weise  vereinfacht  und  verstehen  jetzt  unter  den  Ungleichheiten  (43) 
dieses  vereinfachte  System,  so  ist  jede  Linearform  |^.  durch  n  —  1  un- 
abhängige äußerste  Lösungen  charakterisiert  und  ihre  Koeffizienten 
fti?  Pi^y  •  •  •?  JPiw  ^^  wesentlichen  eindeutig  bestimmt.  Das  heißt  aber, 
daß  diese  Koeffizienten  n  —  \  linear  unabhängige  der  Formen  (52)  zu 
Null  machen,  und  daher  stellen  sie  eine  Kante  des  Gebietes  JB 
dar,  deren  es  also  mindestens  so  viele  gibt  als  Wände  von  B.  Aber  es 


1)  Unter  dem  Vielfachen  einer  Größe  ist  hier  allgemein  eine  dieser  Größe 
proportionale  Größe  verstanden. 
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gibt  auch  keine  weiter.  Denn,  wäre  Pi,  P2f  --  f  Pn  ^och  eine  Kaate 
von  Bj  so  müßten  diese  Zahlen  n  —  1  linear  unabhängige  der  For- 
men (52)  zu  Null  machen,  d.  h.  die  in  den  letzteren  auftretenden  un- 
abhängigen äußersten  Lösungen  von  (43)  würden  bis  auf  einen  Pak- 
tor jene  Zahlen  bestimmen  und  diese  demnach  proportional  sein  mit 
den  Koeffizienten  Pn,  Pi<^,  '••jPin  ^^^^^  ^ler  Formen  ^..  Aus  den 
sämtlichen  vorhandenen  Kanten  (jpj^.)  d^s  Gebietes  B  findet  man 
aber  in  Analogie  mit   (48)   alle   Punkte   (u.)  desselben  durch   die 

Formeln 

y 

(55)  ^i-^h'PhiJ    (^Ä^O), 

Ä  =  l 

0=1,  2,...,  n) 

die  somit,  ebenso  gut  wie  die  Formeln  (53),  der  analytische 
Ausdruck  des  dem  Gebiete  B  zugeordneten  Gebietes  B  sind. 
Vergleicht  man  einerseits  die  Definitionsgleichungen  (43)  und  (52)  der 
Linearformen  g^.  und  iq.^  andererseits  die  Formeln  (48)  und  (55),  so 
erkennt  man  eine  völlige  Reziprozität  der  beiden  Gebiete  jR  und  B 
gegeneinander. 


Achtes  Kapitel. 
Die  positiven  quadratischen  Formen  mit  n  Unbestimmten, 

1.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  positiven  quadratischen  Formen 
mit  einer  beliebigen  Anzahl  n  von  Unbestimmten  x-^,  x^,  ...,  x,^y 
denen  durchweg  nur  ganzzahlige  Werte  beigelegt  werden  sollen. 
Jede  solche  Form 

(1)  f\^U  ^2?  •  •  V  ^n)  -2  ^O-^.-^/ 

(^i=l;2;...;^) 

mit  (a.y=  aj^)  kann,  wie  in  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  aus- 
geführt worden  ist,  auf  mannigfache  Weise  in  die  Gestalt 

(2)  f(x^,  ^2,  ...,  xj  ==  m^X^^  +  m^X^'  +  "  '  +  m^X^' 

mit  positiven  Konstanten  m^.,  oder,  wenn  zur  Abkürzung  X.  Ym.  =  ^ . 
gesetzt  wird,  in  die  Gestalt 

gebracht  werden,  worin  die  ^.  lineare  Formen 

(4)  %  =  «a  «1  +  a,ä  a;^  +  •  •  •  +  cc,„x„ 

(i  =  l,2,...,n) 
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mit  reellen  Koeffizienten  und  den  Unbestimmten  x^  sind.   Insbeson- 
dere gilt  die  Ja  CO  bische  Darstellung 

(5)  f{x„x„...,  x^)  =  q,  Y,^  +q^Y,'+...  +  q^  Y^ 

in  welcher,  wenn  z^    o  7a 

die  aus  den  ersten  h  Reihen  und  Kolonnen  der  Determinante  D  von 
/"gebildete  Uuterdeterminante  bezeichnet, 


Qh  = 


-Dä-i 


eine  positive  Größe  und  die  Y^  von  der  Gestalt 

(6)  t;. = X,  +  /J..  ,^1  •  x,^;+  ■■■  +  ß,„x„ 

(i==l,2,...,n) 

sind.  Da  die  Determinante  der  letzten  Gleichungen  gleich  1  ist,  lehrt 
die  Formel  (5)  die  Beziehung 

die  auch  aus  den  Werten  der  q^^  hervorgeht.  Andererseits  zeigt  die 
Vergleichung  der  Koeffizienten  der  Quadrate  x.^  rechts  und  links  in 
der  Formel  (5),  daß  ' 


also 
oder 


<^^nn  =  ^ißln  +  ^^ßln  +  *  *  *  +  &-1  A« -l,n  +  ^n; 

(7)  ^llÖf22...^W>J5 

ist,  wie  in  dem  besonderen  FaUe  der  ternären  Formen  in  Nr.  15 
des  6.  Kapitels  schon  bemerkt  worden  ist.  Schreibt  man  endlich 
Y.yq^=  rj.,  so  nimmt  die  Formel  (5)  die  Gestalt  an: 

(8)  fix,,  X,, . . .,  xj  =  9^,2  ^  ^^2  _j_  . , .  ^  ^^2^ 
worin  die  ri.  den  allgemeinen  Ausdruck 

(i==l,2,...,^) 
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von  Linearformen  haben,  deren  jede  nur  diejenigen  Unbestimmten 
enthält,  deren  Index  nicht  kleiner  ist  als  der  Index  der  Linearform. 
Das  erste,  was  aus  diesen  Darstellungen  einer  positiven  Form  ge- 
schlossen werden  kann,  ist  die  fundamentale  Tatsache,  daß^ 
wie  groß  auch  eine  positive  Zahl  G  gewählt  werde,  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Systeme  x^,  x^^  •.•;^« 
gibt,  für  welche 

(10)  /'(^l,^2»---.^J^^ 

ist.  Der  Beweis  dieses  ümstandes  ist  in  der  ersten  Abteilung  dieses 
Werks ^)  gegeben  worden,  und  es  werde  daher  hier  nur  auf  ihn 
verwiesen.  Daraus  ist  weiter  zu  folgern,  daß  eine  Form  (1)  in 
eine  andere  gegebene  Form 

(^,j  =  l,2,  ...,>^) 

wenn  überhaupt,  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  linearer 
ganzzabliger  Substitutionen  übergeführt  werden  kann. 
Denn,  damit 

(i  =  l,2,...,  n) 
eine  solche  sei,  müssen  u.  a.  die  folgenden  Gleichungen  erfüllt  sein: 

(i=  1,  2,  ...,>^) 

deren  jede  dem  soeben  Bemerkten  zufolge  höchstens  eine  endliche 
Anzahl  zulässiger  Systeme  p^y  p^^  "*,Pni  ergibt,  die  möglicher- 
weise als  Substitutionskoeffizienten  gewählt  werden  dürften.  Ins- 
besondere schließt  man  demnach,  daß  eine  positive  Form 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ganzzahligen  Transfor- 
mationen in  sich  selbst  gestattet. 

Für  die  ßeduktionstheorie  ist  aber  der  andere,  aus  den  obigen  Dar- 
stellungen einer  positiven  Form  zu  entnehmende  Umstand  von  noch 
größerer  Bedeutung,  daß  jede  solche  Form  sowie  die  Klasse, 
der  sie  angehört,  ein  Minimum  hat.  Ist  nämlich  G  irgendein 
Wert  der  Form  f  für  ganzzahlige  x^j  so  muß  das  Minimum,  wel- 
ches f  für  ganzzahlige  Unbestimmte  annehmen  kann,  einem 
der  Systeme  (x^)  entsprechen,  welche  der  Ungleichheit  (10)  ge- 
nügen, und  da  deren  Anzahl  nur  endlich  ist,  muß  es  auch  eins  oder 
mehrere  von  ihnen  tatsächlich  geben,  für  welche  der  Wert  der  Form 


1)  Die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen,  S.  423. 
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von  allen  am  kleinsten  ist.  Die  Bestimmung  dieses  Minimalwertes  M 
der  Form  f,  der  zugleich  auch  der  Minimalwert  der  ganzen^  die  Form 
/enthaltenden  Klasse  ist,  oder  vielmehr  der  Nachweis  des  üm- 
standes,  daß  das  Verhältnis  vonilf  zur  Größe  "/D  stets  unter 
einer  nur  von  nabhängigenGrenze  bleibt,  macht  den  eigent- 
lichen Quellpunkt  für  die  Reduktionstheorie  der  quadra- 
tischen Formen  aus,  wie  uns  dies  schon  bei  der  Reduktion  der  bi- 
nären und  ternären  entgegengetreten  ist.  Her  mite  ist  es,  der  ihn 
zuerst  allgemein  für  Formen  mit  beliebig  vielen  Unbestimmten  ge- 
liefert hat.  Er  bediente  sich  dazu  der  nachfolgenden  Betrachtung. 
2.  Nach  Lagrange  kann  durch  eine  positive  binäre  Form  mit 
der  Determinante  D  eine  Zahl  dargestellt  werden,  welche  kleiner  ist  als 

(-^\  '  VD,  nach  Gauß  durch  eine  positive  ternäre  Form  mit  der  Deter- 
minante D  eine  Zahl,  die  kleiner  ist  als  |  "j/D.  Nimmt  man  das  hier- 
aus zu  entnehmende  Induktionsgesetz,  daß  durch  positive  Formen 
mit  n  Unbestimmten  und  der  Determinante  D  eine  Zahl  darstellbar 
welche  kleiner  ist  als 

n  —  l 


sei. 


(I)  '  Vi>, 


als  bereits  feststehend  an  und  zeigt  dann  die  Gültigkeit  dieses  Ge- 
setzes auch  für  Formen  mit  n  -\-  1  Unbestimmten,  so  wird  man  es 
allgemein  bewiesen  haben. 

Nun  erinnere  man  sich,  daß,  wenn  durch  eine  quadratische  Form 

mit  n  -\-  1  Unbestimmten  eine  andere  Form  ffi^D  y^^  "-,  y^^  niit  n 
Unbestimmten  mittels  der  Gleichungen 

^i  ==  ^iiVi  +  ^nV^  +  '"  +  di^Vn 
(^  =  0,l,2,...,>^) 

eigentlich  darstellbar  ist,  ihre  Determinante  gleich 

(11)  i^XS;^i;^2^--vO 

ist,  wo  -F  die  Adjungierte  von  f  und  a^,  oj^,  a^j . . .,  a^  die  aus  der 
Matrix 

cc,,     a,^    ...    a,. 
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gebildeten  w- reihigen  Determinanten  bedeuten.  Bekanntlich  können 
die  letztern  durch  passende  Wahl  der  ganzen  Zahlen  a^j^  beliebig  yor- 
geschriebene  ganzzahlige  Werte  erhalten.  Es  gibt  also  zur  Form  f 
eine  durch  sie  darstellbare  Form  g^  deren  Determinante  der  Ausdruck 
(11)  mit  beliebig  gegebenen  ganzzahligen  Elementen  a^  ist.  Ebenso 
gibt  es  zur  Adjungierten  F,  deren  Adjungierte  bekanntlich  D^~^  -  f 
ist,  eine  durch  sie  darstellbare  Form  0  mit  n  Unbestimmten,  deren 
Determinante  gleich      j^n-i .^(^o,  A^,   . .,  AJ 

mit  beliebig  gegebenen  ganzzahligen  Elementen  A^  ist.  Da  nun  nach 
Voraussetzung  die  Unbestimmten  der  durch  F  darstellbaren  Form  G 
so  gewählt  werden  können,  daß  der  Wert  von  G  kleiner  wird  als 

n  —  l 

(A)   V|/i)»-»./-(Ao,A„..,A„), 

SO  gibt  es  auch  Werte  der  Unbestimmten  der  Form  JP,  für  die  eine 
Ungleichheit 

n  —  l 

stattfindet.  In  gleicher  Weise  aber  schließt  man  auf  die  Existenz 
von  Werten  der  Unbestimmten  der  Form/*  von  der  Beschaffenheit,  daß 

n  —  l 

/•(Ao',  A/, . . .,  a;)  <  (I)  '  •  i^i^K,  «=1,  •  •  •,  «^J 

wird,  woraus  durch  Verbindung  mit  der  vorstehenden  Ungleichheit 
sich  die  neue: 

n^  —  l 

/•(Ao',  V,  ...,  A;)<  g)  *".|/2)»-^./-(Ao,A„..,A„) 
ergibt,  die  wir  einfacher  schreiben: 

fW  <  i .  fj, 
indem  wir  zur  Abkürzung 

setzen.  Die  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  führt  zu  den  Formeln 
entsprechender  Art: 
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aus  denen  für  beliebig  großes  m 

erschlossen  wird.    Daraus   folgt  für  hinreicbend  großes  m  die  ün- 
gleicbheit  n"^ 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  l 

n 
4\T       n-\-l-~ 


^("•)<(|)^"75 


Es  gibt  also,  was  zu  zeigen  war,  ein  ganzzahliges  Wertesystem  der 
Unbestimmten    von   f,   für   welches    diese  Form    kleiner  wird  als 

(if  .-^Vb. 

3.  So  hat  also  Hermite  den  allgemeinen  Satz  festgestellt:  Für 
jede  positive  quadratische  Form  mit  n  Unbestimmten  und 
der  Determinante!)  bleibt  derkleinstemittelsganzzahliger 
Werte  der  Unbestimmten  durch  sie  darstellbare  Wert,  wel- 
cher Jf  heiße,  unter  der  Grenze 


(1)'-^. 


oder  das  Verhältnis  —^  unterhalb  (— | 
Yb  ^^^ 

Auf  diesen  Umstand  ließ  sich  nun  die  Reduktion  der  Formen  mit 
n  Unbestimmten  einfach  durch  die  Verallgemeinerung  der  nach 
Gauß  von  uns  angegebenen  Reduktion  der  ternären  Formen  begrün- 
den. Man  definiere  eine  Form 

mit  n  Unbestimmten  als  eine  Reduzierte,  wenn  darin 

!n~l 
«u<(4-) '  vs 

und  wenn  die  aus  ihrer  Adjungierten 

-F(Xi,  Xg,  •  •  •  XJ  ==^  Ä^jX^Xj 


256    Achtes  Kapitel.     Die  positiven  quadrat.  Formen  mit  n  Unbestimmten 

durcli  die  Annahme  X^  =  0  hervorgehende  Form  eine  Redu- 
zierte mit  n  —  1  unbestimmten  ist.  Hat  man  für  binäre  Formen 
die  Reduzierten  in  Langrange  scher  Weise  bestimmt,  so  ist  auf 
solche  Weise  offenbar  auch  für  Formen  mit  n  Unbestimmten  der 
Begriff  der  Reduzierten  vollkommen  festgesetzt.  Hiernach  läßt  sich 
aber  auch  die  Reduktion  jeder  solchen  Form  tatsächlich  bewirken, 
sobald  man  bereits  diejenige  der  Formen  mit  n  —  1  Unbestimmten 
zu  leisten  weiß,  folglich  läßt  sich  die  Reduktion  jeder  solchen  Form 
allgemein  bewirken,  da  sie  für  binäre  Formen  uns  schon  bekannt  ist. 
Um  dies  zu  übersehen,  schicken  wir  eine  Hilfsbetrachtung  voraus. 
Geht  eine  Form  f{x^f  x^,  .  .  .,  ^J  durch  die  unimodulare  Substitution 

(13)  X,  =  «,i  y^  +  0^,2^2  +  •••  +  ^^inVn 

(i  =  l,2,  .../n) 

in  die  äquivalente  Form  ^(t/^,  y<^  .  .  .,  t/J  über,  so  verwandelt  sich  be- 
kanntlich die  Adjungierte  Gr{Y^,  Y^,-.  .  .,  FJ  der  letzteren  in  die  Ad- 
jungierte  F{X^y  Xg,  .  .  .,  X^)  der  ersteren  durch  die  transponierte 
Substitution 

(14)  Y,  =  «,,X,  +  «,,Z,  +  .  •  ■  +  «„,X„ 

(i  =  1,  2, .  •  •,  n) 

und  umgekehrt.  Werden  daher  in  G  nur  die  letzten  n  —  1  Unbe- 
stimmten Yj,  Yg,  .  .  .,  Y^  durch  ebensoviel  andere  Xg,  Xg,  .  .  .,  X^  er- 
setzt, so  bleibt  bei  der  entsprechenden  Transformation  der  Form  f  der 
Koeffizient  von  x^^  ungeändert.  Wenn  andererseits  in  f  nur  die  erste 
Unbestimmte  ^r^  durch  andere  ersetzt,  also  etwa 

gesetzt  wird,  so  nimmt  die  Substitution  (14)  die  Gestalt 

^1=^1?        ^2=^12^1+^27     ^3="^13^1+^3?  •  •  *?    ^«=^l7»^l+^« 

oder 

Xj  ==  Y^j      X2  =  Xg-^  «12  ^l>       ^3^  -^3  ""  ^13  ^1?  *  *  *?   -^n/^  ^n        ^1  n  ^1 

an,  und  folglich  bleibt  derjenige  Bestandteil  von  F,  welcher  von  X^ 
unabhängig  ist,  ungeändert. 

Zur  Reduktion  einer  gegebenen  Form  f(x^,  x^j  .  .  .,  x^  nehme  man 
nun  an,  a^^,  a^i, . . .,  ßJ^i  sei  die  eigentliche  Darstellung  einer  Zahl  a^j^,  wel- 

n-l 

che  kleiner  ist  als  (~\       •  ]/D,  wie  es  eine  solche  nach  dem  Satze 

von  Hermite  stets  gibt.  Dann  kann  man  eine  unimodulare  Sub- 
stitution (13)  aufstellen,  in  der  jene  darstellenden  Zahlen  die  erste 
Vertikale  ausmachen,  und  durch  welche  f{x^y  x^y  •  •  •,  x^)  in  eine  äqui- 
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Talente  Form  g{yi,  y^,  •  •  •;  J/„)  mit  dem  ersten  Hauptkoeffizienten  a^^ 
übergeht.    Die  Adjungierte  dieser  Form  sei  G{Y^y  Y^,  . .  .,  FJ  und 

(i  =  2,  3,  .  . .,  n) 

eine  Substitution,  durch  welche  die  Form  ö(0,  Yg?  ^s?  •  •  •?  ^n)  ^^^ 
n  —  1  Unbestimmten  in  eine  reduzierte  Form  ihrer  Art  verwandelt 
wird.    Durch  die  Substitution 

r,  =  Z„     Y,  =  ß,,Z,  +  ß,,Z,  4-  •  •  •  +  ß,A 

(i  =  2,  3, . .  ,  n) 
deren  ümkehrung 

z,==Y„   z,=  ruY2  +  yzJ,  +  ---  +  yniY,. 

(^  =  2,  3, . .  .,  w) 

heiße,  bzw.  durch  die  ihr  nach  (13)  und  (14)  entsprechende  Sub- 
stitution 

Pt  =  ^1,    Vi  =  riih  +  Tizh  +  •  •  •  +  rin^n 
(i  =  2,  3, . .  ,  n) 

geht  dann  die  Form  g{y^j  y^^  .  .  .;  y^  in  eine  neue  äquivalente  Form 

^(^i;  %  •  •  •;  ^J  =  %i'^i'  +  2<^i^2  +  •  •  •  +  2<^i0«  +  •  •  • 

mit  dem  ersten  Koeffizienten  a^^  =  a^^  über,  deren  Adjungierte 

H{Z^,Z^,  .  .  .,  ^J 
so  beschaffen  ist,  daß 

jg-(o,  z„  .  ■ ,  z„)  =  ö(o,  Y„  Y,...,  r„) 

reduziert  ist.    Setzt  man  endlich 

^1  ==  %l^  +  ^2^2  + h  ^^^^^^,,       ^2  =  ^2;   •  •  V   ^n  =  ^n 

und  dementsprechend 

so  verwandelt  sich  /^(^^,  ^3?  '  *  *;  ^J  i^  ^^^^  Form 

h\u^,  %  •  •  •,  u„)  =  aj>i^  +  2a[^u^u^  H h  2a[^u^u„  H 

mit  dem  ersten  Koeffizienten  a^'j  =  a^^  und  der  Adjungierten 

deren  von  £/i  unabhängiger  Bestandteil,  wie  zuvor  bemerkt,  mit  dem 
von  Z^  unabhängigen  Bestandteile  von  H  identisch: 
S'iO,U„--;U„)  =  S(p,Z„...,Z„), 

Bachmann,  ZaMentheorie  IV  2  17 
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und  durch  geeignete  Wahl  ganzer  Zahlen  für  m^,  •  •  •,  m^  können 
diese  Werte  gleich  oder  kleiner  gemacht  werden  als  y^iv  ®^  ^^^  ^^^ 
Form  K  nebst  ihrer  Adjungierten  H'  allen  an  Reduzierte  mit  n  Un- 
bestimmten gestellten  Anforderungen  gerecht  wird.  — 

4.  Hermite  hat  jedoch  die  vorhin  aufgestellte^  der  Gaußschen 
analoge  Definition  reduzierter  quadratischer  Formen  mit  n  Unbe- 
stimmten zugunsten  einer  anderen^  die  auch  hinfort  von  uns  bevor- 
zugt werden  soll,  aufgegeben. 

Man  denke  sich  aus  allen  Formen  einer  Klasse  diejenigen  ausge- 
sondert, deren  erster  Koeffizient  gleich  der  kleinsten,  durch  die  For- 
men mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten  darstellbaren  Zahl 
a^^  ist.  Von  diesen  Formen  nehme  man  nun  wieder  nur  diejenigen 
heraus,  welche  den  kleinsten  zweiten  Hauptkoeffizienten  agg  haben; 
einen  solchen  gibt  es,  da  alle  Hauptkoeffizienten  Zahlen  sind,  welche 
durch  die  Form  mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten  dar- 
gestellt werden;  nun  sondere  man  von  den  letzteren  Formen  wieder 
diejenigen  aus,  für  welche  der  dritte  Hauptkoeffizient  a^^  am  klein- 
sten ist,  usw.,  bis  zuletzt  von  den  immer  engeren  Kategorien  von 
Formen  diejenigen  Formen  der  Klasse  verbleiben,  bei  denen  auch  der 
letzte  Hauptkoeffizient  a^^^  den  kleinsten  Wert  hat.  Die  so  schließ- 
lich aus  der  Klasse  ausgesonderte  Form  oder,  wenn  es  deren  noch 
mehrere  gibt,  ausgesonderten  Formen  mögen  hinfort  kurz  als  Her- 
mitesche Reduzierte  bezeichnet  werden,  obwohl,  um  die  eigentlich 
Reduzierten  der  Klasse  zu  definieren,  es  noch  weiterer  Bestimmungen 
bedürfen  würde. 

Als  erste  Eigenschaft  dieser  Formen  f  erkennt  man  das 
Bestehen  der  Ungleichheiten 

(15)  %1  ^  «'22  <^B^    •"<  f^nW 

In  der  Tat,  fänden  sie  nicht  sämtlich  statt,  sondern  hätte  man  etwa 

«11^^22  •••  <^i-i,i-i>(^iiy 

SO  ginge  durch  Vertauschung  von  x^  mit  —  x._^  aus  f  eine  äquiva- 
lente Form  hervor,  in  welcher  der  (i  — 1)*^  Hauptkoeffizient  a,_i^^_i 
durch  einen  kleineren  Wert  a^.  ersetzt  wäre;  somit  wäre /"noch  nicht 
eine  Her  mite  sehe  Reduzierte  ihrer  Klasse  gewesen. 

Ferner  ist  jede  aus  einer  Hermiteschen  Reduzierten  durch 
Nullsetzen  einiger  der  Unbestimmten  entstehende  Form 
mit  einer  geringeren  Anzahl  vonUnbestimmten  wieder  eine 
Hermitesche   Reduzierte   der  zugehörigen  Art.     Seien  etwa 
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^Ä?  ^ij  ^k->  •••;  wo  Ä  <*</(;<••  •  gedacht  ist^  die  verbleibenden  Un- 
bestimmten mit  den  Hauptkoeffizienten  a^;^,  ^'nj^kky  '"^^^^(^hy^v^kf'") 
die  so  aus  /"entstandene  Form.  Wäre  sie keineHermitescbe Reduzierte, 
also  etwa  zuerst  a^^  nocb  nicht  der  an  der  entsprechenden  Stelle  mög- 
liche kleinste  Hauptkoeffizient  in  der  Klasse  von  (p,  so  gäbe  es  eine 
mit  (p  äquivalente  Form,  in  welcher  a^^j^,  a^-  die  ersten  Koeffizienten 
wären,  an  Stelle  des  dritten  aber  ein  kleinerer  Wert  stände,  und  es 
gäbe  eine  unimodulare  Substitution  für  die  Unbestimmten  Xj^,  x^,  x^, . . ., 
durch  welche  (p  in  diese  Form  überginge.  Durch  die  unimodulare 
Substitution,  welche  die  genannten  Unbestimmten  in  der  angegebenen 
Weise  verändert,  alle  übrigen  aber  ungeändert  läßt,  ginge  dann/* 
in  eine  äquivalente  Form  über,  deren  Hauptkoeffizienten  bis  auf 
^k^ik-i  ^^^  unverändert  geblieben  wären,  während  %^  durch  einen 
kleineren  ersetzt  würde,  was  der  Annahme,  daß  /"  eine  H  er  mite  sehe 
Reduzierte  sei,  zuwider  ist. 

4a.  Die  wichtigste  Eigenschaft  der  Hermiteschen  Redu- 
zierten ist  aber  die,  daß  für  sie  eine  Ungleichheit  besteht 
von  der  Form 
(16)  a^i  .  «22  .  .  .  a^^  <K'^^ 

wo  X,^^  ein  nur  von  n  abhängiger  endlicher  Wert  ist.  Dieser 
von  Her  mite  selbst  nur  ausgesagte  Umstand  ist  von  Stouff  in 
in  einer  Arbeit,  die  auch  andere  Hermitesche  Sätze  begründet,  in 
nachfolgender  Weise  bewiesen.^) 

Auf  Grund  der  Darstellung  (8),  in  welcher  ojBfenbar,  indem  man 
die  Unbestimmten  mit  passenden  Vorzeichen  wählt,  die  y..  als  nicht- 
negative Zahlen  gedacht  werden  können,  findet  sich  zunächst  die  po- 
sitive Determinante  D  der  Form  f  durch  die  Gleichung 

(17)  i>  =  {ynn.---?nny 

bestimmt,  woraus  hervorgeht,  daß  die  sämtlichen  y^^O  sind.  Macht 
man  nun,  wenn  der  Index  ^  >  Ä  gedacht  wird^  die  Substitution 

Xi  -  x!  +  m^ .  x/     (i  =  1,  2,  .  . .,  Je), 

x^  =  <  {i  >  Je), 

so  bleibt  dabei  jede  der  Linearformen  %^.i,  .  .  .,  i2„  in  ihren  Koeffi- 
zienten ungeändert,  während  rj^^  f ür  /t  ^  Ä  um  den  Summanden 

(nk •  ^^k  +  n,Ä+i  •  ^A+i  +  "'  +  nk'  ^%X 

verändert  wird.  Demnach  bleiben  in  f  sämtliche  Hauptkoeffizienten 
ungeändert,  nur  der  Koeffizient  von  Xj^  geht  in  den  von  x^,  d.  i.  in 

1)  Siehe  Stouff,  Remarques  sar  quelques  propositions  dues  äMr.Hermite. 
Ann.  de  TBc.  Norm.  (1902),  t.  19,  p.  89. 

17* 
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den  Ausdruck 

irn  •  »wi  +  ri3  •  »W3  +  •  •  •  +  ^'n  •  M,  +  y^^y 

+  (.722  •^2  +  ---+y2f^h  +  72^^ 

+  •  •  •  +  (n*  •  ^u  +  n,-)' 

über,  der  bei  passender  Wahl  der  ganzen  Zahlen  m^, »%  ■  ■  -jm^  gleich 
oder  kleiner  wird  als 

iifn  +  yl2  +  ---  +  rl)  +  rUij  +  ■■■  +  y)p 

aber  nicht  kleiner  sein  kann  als  der  Koeffizient  von  x^^  in  der  Her- 
mit eschen  Reduzierten  f^  d.  h.  als 


yli  +  yh  +  •  •  •  +  y'r 

Demnach  ergibt  sich: 
Wenn  j  >  ^  ist,  so  ist 

(18)      y\i  +  y\>  +  •  •  •  +  yli  <  Wn  +  yL  +  •  •  •  +  yl)- 

Auf  Grund  hiervon  läßt  sich  zeigen,   daß  in  jeder  Her- 
miteschen Reduzierten  f(oo-i,  x^j  .  .  .;  x^) 

(19)  rii<9i'rii.i,i+i 

ist,  unter  q.  einen  nur  von  dem  Index  i  abhängigen  end- 
lichen Wert  verstanden.  Dies  ist  für  den  einfachsten  Fall  >^  =  2 
sogleich  einzusehen.    Denn,  setzt  man 

so  ist  der  Vorbemerkung  zufolge 


und,  da  ^^^  *  '''^^^ 

%1  =  n'l  <^22  =  ^12  + 


ist,  folgt 


yn<y^-  y.2. 

Nehmen  wir  nun  allgemeiner  an,  die  Behauptung  sei  bereits  für 
Hermitesche  Reduzierte  mit  n  —  1  Unbestimmten  erwiesen,  so  gilt 
sie  auch  für  die  Form 

n  —  l 
i  =  l 

und  folglich  bestehen  Ungleichheiten  von  folgender  Gestalt: 

(20)        rn<Qi  •  ^22^       ^22  <  Q2  '  nS7  '"jrn  -2,«-2  <^«-.2  *  Tn-l^n-lJ 
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und  es  bleibt  nur  zu  zeigen,  daß  auch  noch  eine  Ungleichheit 

(21)  rn-l,n-l<9n~l'ynn 

stattfinden  muß.  Zu  diesem  Zwecke  folgern  wir  zunächst  aus  (20) 
für  jeden  Index  h'^n  -—  1  die  Ungleichheiten 

rk-i,k-i< 9k-i ' nhy  n~2,Ä-2 < Qh-^Qk~i7kicj ' •  •?  rii < ^1^2 •  •  •  Qk-i •  nk 

und  folglich 

r^  +  722+ '"  +n\<ykk(^  +  9k'-i  +  ^/~2^/-i+  •••  +^i'^2'  •*•  ^A) 

oder,  indem  zur  Abkürzung 

2 2  

"^'^        ^  +  QkU  +  '"+'Q,'9.''"Qk'-i 
gesetzt  wird, 

Entweder  besteht  nun  für  alle  Indizes  Z?  <  n  —  1  die  Beziehung 

(23)  yu>  r^'Tk+hk+v 

Dann  folgt  die  andere: 

Da  aber  nach  dem  Her  mit  eschen  Satze  in  Nr.  3  der  Koeffizient 
%i  "^  Tu  ^^^  Her  mit  eschen  Reduzierten  f{x^f  x^,  .  .  .;  ^J  unterhalb 
der  Grenze  ^_^ 

liegt,  so  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (17) 

71  {n  —  1) 
^11<(y)  •  ^11^22  •••^nn? 

eine  Ungleichheit,  die  mit  der  voraufgehenden  verbunden  zur  fol- 
genden führt :  n{n-i) 

die  um  so  mehr  also,  da  aus  (23) 
hervorgeht,  zur  Ungleichheit  (21)  führt,  wenn 


(I) 

gesetzt  wird. 


n  [n  —  1) 
4\        4"" 


1         ^2  ^«-2 
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Oder  es  gibt  unter  den  Indizes  1, 2,  . .  .^  w  —  2  einen  größten  Index  k^ 
für  welchen  noch 

(25)  nk^^k'rk+i,k+u 

während  für  alle  Indizes  i  >  k  jener  Reihe 

(26)  ni>n--n-+i,»+i 

ist.  Schreiben  wir  in  dieser  Voraussetzung  die  Formel  (8)  in  der  Ge- 
stalt 

indem  wir  mit  ^(i^^+i?  ^;6  +  2?  *  *  '  ^J  ^^^  Form 

mit  n  —  k  Unbestimmten  bezeichnen.  Durch  eine  unimodulare  Sub- 
stitution 

71 

(27)  x,^^ß,,-x;,     ii^h  +  l,k  +  2,--;n) 

kann  letztere  in  eine  Herrn ite sehe  Reduzierte 

{fjj  =  Ä  -f  1,  Ä  +  2, . . . ,  n) 

Übergeführt  werden;  verbindet  man  aber  die  Substitution  (27)  mit 
den  Gleichungen  ^  _  ^ '   i    /?  ^' 

X.  —  X^    -f-  Pe-^i  +  l  •  ^k  +  1 

(i  =  l,2,...,Ä) 

zu  einer  unimodularen  Substitution  für  die  Unbestimmten  ^xj^,  o^g, .  • .;  oo^^ 
so  geht  durch  letztere  die  Form  f  in  eine  äquivalente  Form  über, 
deren  erste  k  Hauptkoeffizienten  diejenigen  der  Form  f  sind^  während 
der  (k  +  1)*®  durch  den  Ausdruck 

k 

2(^«^'  *  '^'.Ä  +  l  +  ^*,»  +  l  *  ßi  +  hk  +  1  +  '"  +  Tin'  ßn^k+lY  +  ^*  +  l,Ä  +  l 
a  =  1 

gegeben  wird.  Durch  passende  Wahl  der  ganzen  Zahlen  ß^-^j^^ij 
ßk-i,k+i--ß2,k-{-v  ßi,k+i  können  die  einzelnen  Summanden  gleich  oder 
kleiner  gemacht  werden  als  bzw.  x^ää>  "4^it-i,*-i?  •  •  -r^y^v  ^^^  ganze 
Koeffizientenausdruck  also  gleich  oder  kleiner  als 

\irii  +  ^si  +  •  •  •  +  rkkY  +  ^*+i,^+r 

Da  sein  Wert  aber  nicht  geringer  sein  darf  als  der  (k  +  1)*^  Haupt- 
koeffizient 2  1        2  j_  _L      2 
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der  Her  mit  eschen  Reduzierten  /*,  so  ergibt  sich  a  fortiori  die  Be- 
Ziehung:      ^^^^^^^^^^  |(j.,^  +  rÄ  +  ■  ■  ■  +  '//,)  +  ^.+m  +  x; 
durch  ihre  Verbindung  mit  (22)  und  (25)  erschließt  man  die  neue; 
(28)  rk\i,k+i<^'<^k^i,ici.v 

Diese  nimmt^  da  nach  dem  Her  mit  eschen  Satze 


«...,..,<  (4)    '     "Tb 


ist^  unter  D'  die  Determinante  der  Form  cp  oder  ^  verstanden^  deren 
Wert  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird,  die  nachstehende  Gestalt  an: 


.n  —  k 


also  wird 

{n-k){n'-k  —  i) 


n  —  k 


^Ä+l,  Ä  +  l^"^     "      '  \Y)  '  Tk  +  hk-i-l"'  Vnn' 

Wäre  etwa  Z;  =  ^  —  2^  so  lautete  diese  Beziehung  einfach 

r„_i,„_i<2-(-t-)v..7'„„, 

und  die  Behauptung  (21)  wäre  bewiesen.    Andernfalls  folgt  aus  (26) 
die  Ungleichheit 

n  —  k  —  2       ,^^^     n-k  ~2        n-k  —  d 

Tk  +  Uk  +  l  ^  '^k-^-l  '  ^/t  +  2  *  '  *  ^n-2  '  7^^:4-3,4  +  2  '  *  *  ^«~1,«_1 

und  durch  ihre  Verbindung  mit  der  vorangehenden  die  neue: 

{ii  -k){n-k~l) 
^4  +  1,  '^k  +  2  "    'r,-2'   rk  +  l,k+l<2     '      '    [y)  'Tun 

und  schließlich^  da  wegen  (26) 

7^'  +  l,  k  +  l  ^  ^yt  +  l  '^Ä  +  2    *  *  '   ^«-2  *  7n-\,n-l 

ist^  die  Ungleichheit  (21),  wenn 

[n  -k){n-k  —  1) 

sfesetzt  wird. 


n~k 

2     2       . 

\  H  / 

^^+1  ^  A;-^2  ^w-2 
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Hiermit  ist  der  in  (19)  behauptete  Satz  vollständig  bewiesen. 
Beachtet  man  nun  endlich,  daß  nach  Formel  (8)  der  Hauptkoeffi- 
zient a^^  der  Form  f  durch  die  Gleichung 

gegeben  wird,  so  folgt  wegen  (18) 


^ii  <  T(r/i  +  722  +  •  •  •  +  rli,i-i)  +  7; 


2 


also  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (19) 

<^H  <  ru  \  1  +  ■ — 1 -j » 

wofür  kürzer  <r  v  ^  v^ 

gesetzt  werde.    Daraus  folgt  dann  für 

das  Stattfinden  der  Beziehung 

^11^22 '"  %n<K'  irnrn  • ' '  TnnT  =  K  •  A 

wie  der  in  (16)  ausgesprochene  Satz  es  behauptet. 

Ist  dieser  Satz  hierdurch  bewiesen,  so  folgt  daraus  nun  in  Beach- 
tung der  Ungleichheiten  (15)  sogleich  weiter 

(29)  %<f^„-y^, 

wenn  fx^  =  yl^^/^  gedacht  wird.  Man  erhält  also  aufs  neue  den 
Hermiteschen  Fundamentalsatz,  ohne  freilich  über  den 
Wert  der  Schranke  ^^  eine  nähereÄussage  machenzukönnen. 

5.  Haben  wir  diese  Ergebnisse  aus  der  Formel  (8)  gewonnen  unter 
der  Voraussetzung,  daß  fXx^^x^,  .  .  .,  x^)  eine  Hermitesche  Redu- 
zierte sei,  so  wollen  wir  nun  zeigen,  daß  jede  Form  einer  anderen 
Form  f  äquivalent  ist,  für  welche  die  Linearformen  7]^  der  Formel  (8) 
einen  besonderen  Charakter  aufweisen. 

Zunächst  kann  die  Form  in  eine  äquivalente  verwandelt  werden, 
deren  erster  Koeffizient  a^^  die  kleinste  durch  sie  oder  ihre  Klasse 
mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten  darstellbare  Zahl  ist, 
die  wir  M^  nennen.    Es  sei 

/(^\;  ^2?  •  •  •  ^J  ^^  ^ij^i^j 
{i,  j  =  1,  2  . .  .  %) 

diese  Form.    Dann  setze  man  dafür 

wobei  M^  =  a^^  und  (p{x^,  x^,  •  •  •,  x^  eine  offenbar  positive  Form  von 
nur  noch  n  —  1  Unbestimmten  ist.  Auch  diese  hat  ein  Minimum  M^ 
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und  kann  durch  eine  auf  die  Unbestimmten  x<^^  ^3;  •  *  •  ^^  bezügliclie 
unimodulare  Substitution  in  eine  äquivalente  verwandelt  werden, 
deren  erster  Koeffizient  Jfg  ist,  wobei  die  allgemeine  Form  des  ersten 
Gliedes  im  vorigen  Ausdrucke  nicbt  verändert  wird.  Entsprechend 
kann  man  daher  schreiben: 

und  kann  nun  in  gleicher  Weise  fortfahren.  So  nimmt  die  mit  der 
Ausgangsform  äquivalente  Form  schließlich  den  Ausdruck  an: 

'■^iK  +  ^^12^2  +  •  •  •  +  «1«^J^  +  -^2(^2  +  ^23^3  +  •  •  •    +  ^2n^J^ 

(30)     +  M,{x,  +  .  .  .  +  «3,^,)^  +  . .  .  +  ilf,>i(^,._i  +  «,_,,„^J2 

in  welchem  M^  das  Minimum  von  f^  M^  dasjenige  von  cp,  M^  das- 
jenige von  il) usw.  ist.  Ersetzt  man  aber  x^_-^  durch  x^^_^  +  M^_^^  ^  •  x^^ 
so  bleibt  die  allgemeine  Gestalt  dieses  Ausdruckes  unverändert,  durch 
geeignete  Wahl  der  ganzen  Zahl  m^_i  ^  jedoch  geht  x^_^-{-a^_^  ^-x^ 
in  einen  Ausdruck  derselben  Form  über,  wo  nun  a^_^^  ^  absolut  gleich 
oder  kleiner  ist  als  \.  Wird  darauf  x.^^_^  durch 

ersetzt,  was  die  folgenden  Glieder  des  Ausdruckes  unberührt  und  seine 
allgemeine  Gestalt  unverändert  läßt,  und  werden  die  ganzen  Zahlen 

^^^_2,  ^-1,^^-2,^  passend  gewählt,  so  geht 

in  einen  Ausdruck  gleicher  Gestalt  über,  wobei  nun  aber  a^_^  ,^^_^ 
und  oc^_2  n  absolut  gleich  oder  kleiner  als  \  sind.  So  fortfahrend 
sieht  man,  daß  im  Ausdrucke  (30)  der  mit  /'äquivalenten  Form  sämt- 
liche Koeffizienten  a^j^  absolut  gleich  oder  kleiner  als  \  vorausge- 
setzt werden  können.  Diese  nach  Minimalwerten  fortschreitende  Form 
mag  hinfort  kurz  eine  Minima-Form  der  Klasse  heißen.  Aus  der 
Art,  wie  sie  gewonnen  worden  ist,  ersieht  man  unmittelbar,  daß,  wenn 
man  mehrere  Anfangsglieder  unterdrückt,  der  Rest  noch  eine  Mini- 
ma-Form für  die  dann  überbleibende  Form  mit  der  geringeren  Anzahl 
von  Unbestimmten  darstellt.  Dasselbe  wird  aber  auch  der  Fall  sein, 
wenn  man  mehreren  der  letzten  Unbestimmten  x^^x^^_^,  ^n-^y" 
den  Wert  Null  beilegt,  sowie  auch,  wenn  beides  gleichzeiiiig  geschieht. 
Für  binäre  Formen  hat  jede  Minima-Form  den  Ausdruck 

M^{x^  +  a^^x^f  +  M,^x^\ 

wo  M^  der  Minimalwert  der  Form  und  a^^  absolut  gleich  oder  klei- 
ner als  \  ist.  Da  sie  für  x^  =  0,  x^==l  den  Wert  M^  •  a^^  +  M^  an- 
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nimmt^  jder  nicht  kleiner  sein  kann  als  31^^  findet  sich 

also 

Da  nun  für  eine  Form  mit  n  Unbestimmten  den  vorauf  geschickten 
Bemerkungen  zufolge  die  binären  Formen 


sämtlich  Minima-Formen  sind,  so  ergeben  sich  die  Ungleichheiten 

(31)  M,^\M„    M,^\M„--;M„S\M^-v 
Ihnen  zufolge  geht  aus  der  Gleichung 

(32)  M,M,.-M,^B, 

durch  welche   die  Determinante  D   der  Form  f  bestimmt 
wird,  von  neuem  die  Hermitesche  Grenzbestimmung 

n{n  ~  1) 


(33) 
oder 


D 


^x^(l)^   T5 


(34) 
hervor.-^) 

Ebenso,  wie  aus  (32)  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichheiten  (31) 
die  Formel  (33)  erhalten  ist,  finden  sich  aber  auch  die  folgenden: 

{n  -  1)  (n  -  2) 


(33  a) 


JIC«- 


(I) 


(n-2)(n 

B 

-3) 

1   * 

D 

M,  M^ 

D 

Mn-, 

M^M,^ 

^^.-l' 

1)  Siehe  Korkine  n.  Zolotareff,  Math.  Annalen,  Bd.  6,  S.  373. 
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Durch  diese  und  die  üngleichlieiteii  (31)  sind  die  Minima  Mc^^  M^,,..M^ 
zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  welche  durch  n,  D  und  M^ 
bestimmt  sind;  das  Minimum  M^  bleibt  der  Her  mit  eschen  Grenz- 
bestimmung gemäß  unterhalb  eines  nur  von  n  und  D  abhängigen 
Wertes-,  gibt  es  aber  bei  den  betreffenden  Formen  auch  eine  Grenze, 
oberhalb  deren  M^  bleiben  muß,  so  werden  sämtliche  Minima 
Jfj,  Jfg,  itfg,  .  .  .  M^  auf  endliche  Intervalle  beschränkt.  Dies  ist  ge- 
wiß der  Fall  bei  ganzzahligen  quadratischen  Formen,  da  bei  sol- 
chen stets  M^^  1  sein  muß.  Da  nun  für  solche  der  Formel  (30)  ge- 
mäß alle  Koeffizienten  der  Form  ebenfalls  auf  endliche  Intervalle 
beschränkt  bleiben,  und  da  sie  zugleich  ganzzahlig  sind;  so  kann  es 
bei  derartigen  Formen  nur  endlich  viele  verschiedene  Formen  (30), 
also  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  der  durch  sie  repräsentierten 
Klassen  äquivalenter  Formen  mit  der  Determinante  D  geben.  Man 
hat  somit  den  Satz  bewiesen: 

Die  Anzahl  der  Klassen  äquivalenter  ganzzahliger  posi- 
tiver Formen  mit  gegebener  Determinante  ist  endlich.^) 

6.  Für  eine  ternäre  Minima-Form 

M^{x^  +  a^^x^  +  a^^x^y  +  M^{x^  +  a^^x^y  +  M^x^^ 
gelten  nach  (31)  die  Ungleichheiten 

Korkine  und  Zolotareff  haben  jedoch  a.a.O.  nachgewiesen,  daß 
die  letztere  Schranke  durch  die  genauere 

ersetzt  werden  darf.  Da  nun  für  eine  Minima-Form  (30)  mit  ?^  Unbe- 
stimmten, wie  vorbemerkt  ist,  die  folgenden  ternären  Formen: 

M^{x^  +  a^^x^  +  a^^x^y  +  M^{x^  +  a^^x^y  +  M^x^^ 

M^{x^  +  a^^x^  +  oc24.^4f  +  ^3(^3  +  ^^34^4)^  +  ^iV 

ebenfalls  Minima-Formen  sind,  so  ergeben  sich  nachstehende  Ungleich- 
heiten:  M,^  ^M„   WI,^\M„ 


1)  Siehe  die  erste  Abteilung  dieses  Werkes,  S.  424. 
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geschlossen  wird.    Verbindet  man  aber  diese  üngleicblieiten  mit  der 
Gleicliung  (32),  so  erhält  man  ohne  Mühe  die  nachfolgenden  Grenz- 
bestimmungen für  das  Minimum  M^  der  Klasse: 
Ist  n  gerade,  >*  =  2  m,  so  ist 


(35a)  jf^^^.VD, 

2     2 
ist  n  ungerade,  n  ==  2m  +  1;  so  ist 


Diese  Bestimmungen  sind  wesentlich  enger  als  die  bisher 
nach  Hermite  gegebenen.  Für  n  =  2,  3,  4,  5  finden  sich  die  fol- 
genden Grenzen: 

YfD,    VJD,    yiD,    V9^. 

Von  ihnen  sind  die  ersten  drei  genau,  d.  h.,  während  für  jede  qua- 
dratische Form  mit  der  bezüglichen  Anzahl  von  Unbestimmten  und 
der  Determinante  D  ihr  Minimalwert  nicht  größer  ist,  als  die  ange- 
gebene Schranke,  so  kann  er  nicht  für  jede  von  ihnen  kleiner  sein 
als  sie,  vielmehr  gibt  es  eine  Form,  für  die  er  der  Schranke  gleich 
ist.    Derartige  Formen  sind  bzw.  die  folgenden: 

l/¥(^+Y*J  +|V) 

=  f2B{x^^  +  x^^  +  x^^  +  x^x^  +  x^x^-\-  ^2^3); 

=  yiD{x^^  +  x^^  +  x^^  +  x^^  +  ^1%  +  ^1  ^3+  ^1^4  +  ^2%+  ^2^4)' 

Für  quaternäre  Formen  haben  Korkine  und  Zolotareff 
die  angegebene  Schranke  auch  auf  einem  anderen  Wege 
hergeleitet,  der  beachtenswerterweise  nur  für  sie  zum  Ziele  führt.^) 


1)  Mathem.  Annalen,  Bd.  5,  S.  581. 
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eine  quaternäre  positive  Form  mit  der  Determinante  D,  deren  erster 
Koeffizient  a  dem  Minimalwerte  der  Klasse  gleich  ist.  Ihre  Adjun- 
gierte  sei  F{X„X„X„X,). 

Das  Minimum  der  positiven  ternären  Form 

F{0,  X„  X„X,) 

sei  M  und  Xg  =»  I2;  -^3  =^  §3;   -^4  "^  §4  ^^^®  Darstellung  desselben^ 
v^obei  offenbar  Ig;  ?3;  ^4  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sein  müssen. 
Nach  Gauß  lassen  sich  daher  (siehe  die  erste  Abt.  dieses  Werkes, 
S.  55)  ganze  Zahlen  ?2;  ^3;  ^4^  ^2;  %>  ^%  ^^  angeben,  daß 

^3^4  -  ^4^%  =  §2?     ^4^2  —  ^2^4  ==  ^3?     ^2%  —  ^3^2  ==  k 

wird,  und  weiter,  da  diese  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind, 
andere  Zahlen  n^^  %,  W4  so,  daß  die  Determinante 

?2     ^2     ^2 

üg     mg     ^3    =  1 

^4     ^4     ^4 

wird.  Dann  bezeichnen  die  Gleichungen 

^1  =  ^1  +  ?i«/2  +  %^3  +  *^l2^4 

^2=  ^2^2+^22/3+^^2^/4 

^3  ==  ^3«/2  +  ^^^3  +  %2/4 

^4  =  ^4^/2  +  ^'42/3  +  ^4^/4 

mit  ganzzahligen  Z^,  m^,  n^  eine  unimodulare  Substitution,  durch  wel- 
che f  in  eine  äquivalente  Form  9?(?/i,  2/2;  Vb^  2/4)  übergeht,  deren  erster 
Koeffizient  ungeändert  gleich  a  ist.  Da  er  das  Minimum  dieser  Form 
sein  muß,  ist  er  es  offenbar  auch  für  die  ternäre  Form  ^  (^i,  2/2?  2/3?  0) 
deren  Determinante  A  heiße.  Diese  Form  ist  durch  die  quaternäre 
Form  f  mittels  der  Substitution 

^1  =  ^1  +  kVi  +  ^hyB 
^2  =  hy2  +  ^22/3 
%  =       hy2  +  %2/3 

^4  =         hy2  +  ^hV^ 

und  daher  (s.  die  erste  Abt.,  S.  564)  ihre  Determinante  A  durch 
die  Adjungierte  F  mittels  der  Werte 
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A  =  2^(0,|,,§„|,)  =  lf. 

Da  nun  die  Determinante  der  Form  F{0,  X^,  X^,  X^)  gleich  JD^a  ist^ 
iso  erhält  man  nach  der  oben  gegebenen  engeren  Schranke  für  den 
Minimalwert  ternärer  Formen  die  Ungleichheiten 

und  aus  ihrer  Verbindung  miteinander  die  nachzuweisende  Grenzbe- 
stimmung —  4  r-TF, 

Weiter  haben  die  genannten  Forscher  aus  ihrer  für  ternäre  Formen 
angegebenen  Schranke  des  Minimalwertes  derselben  noch  einen 
neuen  Beweis  des  Seeberschen  Satzes  hergeleitet,  auf  den  wir 
nicht  verfehlen,  hier  wenigstens  hinzuweisen. 

7.  Nachdem  nun  schon  auf  mehrfache  Weise  der  Hermitesche 
Satz  über  die  Schranke  für  das  Minimum  einer  Klasse  hergeleitet 
worden  ist,  wollen  wir  jetzt  zeigen,  wie  er  am  unmittelbarsten  sich 
aus  der  zahlen  geometrischen  Grundlage  ergibt,  die  im  vorigen  Kapitel 
entwickelt  worden  ist.  Es  bedarf  dazu  nur  noch  einer  Ausdehnung 
der  Betrachtungen  des  sechsten  Kapitels  über  das  Gitter  einer  posi- 
tiven ternären  quadratischen  Form  auf  den  w-dimensionalen  Raum 
und  die  Formen  mit  n  Unbestimmten. 

Mit  p  bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Punkt  des  >^-dimensionalen 
Raumes,  und  seine  rechtwinkligen  Koordinaten  jetzt  mit  g^,  gg,.  .  .  |^. 

Dasselbe  Zeichen  bedeute  auch  den  Vektor  nach  diesem  Punkte, 
d.  h.  die  Gesamtheit  der  Punkte  t^^^  t^2?  •  •  •>  ^^n  ^^^  ^^^  Intervall 
^  =  0  bis  ^  =  1 ;  endlich  bedeute  p  die  Länge  dieses  Vektors  oder 


(34)  p=ni^  +  i,^+...  +  i„^ 

Sind  nun  n  solche  Punkte  gegeben : 

(35)  p-  mit  den  Koordinaten  a.^,  a.^,  .  .  .,  a.^ 

{i  =  1,  2,  •  •  -,  n) 
und  ist  die  aus  den  letzteren  gebildete  Determinante 

(36)  A  =  i«,J 

von  Null  verschieden,  so  ergeben  offenbar  die  Formeln 

(37)  1*  =-=  «1**1  +  CC^kX^  +  ■■■  +  (^nA 

,    (fc=l,2,...,  »*) 
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jeden  Punkt  p  des  w-dimensionalen  Raumes  und  jeden  von  ihnen  auch 
nur  einmal,  wenn  man  die  Unbestimmten  x^^  x^^  .  .  .,  x^  alle  reellen 
Werte  durchlaufen  läßt.  Erteilt  man  ihnen  aber  nur  alle  möglichen 
ganzzahiigen  Werte,  so  bestimmen  die  Formeln  (37)  eine  Ge- 
samtheit von  Punkten,  die  als  ^-dimensionales  Raumgitter 
angesprochen  werden  darf.  Die  Punkte  p.  für  i  =  1,  2,  •  •  •,  n 
sind  seine  Grundpunkte,  welche  den  besonderen  Annahmen 

^.  ==  1,     Xj^==  0  iür  Ic^i 

bzw.  entsprechen,  und  die  Vektoren  p.  sind  die  Kanten  seines 
Grundparallelepipeds  je  von  der  Länge 


Die  für  ganzzahlige  x^  dieses  Raumgitter  analytisch  aussprechenden 
Formeln  (37)  lassen  sich  symbolisch  in  die  folgende: 

(38)  p  =  p,x,  +  p,x,  +  .  •  •  +  p^x^ 

zusammenfassen.    Ist  nun  q  ein  zweiter  Vektor,  dessen  Endpunkt  die 
Koordinaten 

(Ä  =  1,  2,  .  .  .,  n) 
habe,  so  daß 

gesetzt  werden  kann,  so  soll  unter  dem  Produkte  5ß  beider  Vek- 
toren p,  q  der  Wert 

(39)  ^-p^-kv^  +  kv2  +  ■■■  +  k% 

verstanden  werden.    Daraus  folgt,  übereinstimmend  mit  (34) 

(40)  p  .  p  =  1^2  +  1^2  +  .  .  .  +  1^2  ^  p2. 

Da  aber  (39)  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

n 
^  •  ^  -^('^l^^l  +  •  •  •  +  OCln^n)  {'hlcVl  +  •  •  •  +  CC^nVn) 

k=l  i,  j 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 


k=l 

gesetzt  wird. 


{i,j  =  l,2,.,,,n) 
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SO  findet  sich  insbesondere 

(41)  P'  =  P-^=2^o--^Ä'^ 

d.  h.  p  als  die  Quadratwurzel  aus  der  quadratischen  Form 

(42)  /"(^i;  X,,  .  • .,  xj  =2  ^o-  •  ^i^r 

Jedem  >^-dimensionalen  Raumgitter  sieht  man  somit  eine 
quadratische  Form  mit  n  Unbestimmten  zugeordnet,  welche 
durch  Yergleichung  der  beiden  Ausdrücke  (40)  und  (41)  für  p^  als 
eine  wesentlich  positive  erkannt  wird,  da  ihr  Wert,  der  wegen 

(40)  nicht  negativ  sein  kann,  auch  nur  für 

5,  =  o,    1^  =  0, ...,    |„  =  0, 

d.  i.  nach  der  über  die  Determinante  A  gemachten  Voraussetzung  nur 
für  das  System 

^1  =  0,  r^g  =-  0,  •  •  .,  iT^  =  0 

verschwinden  kann. 

8.  Umgekehrt  aber  entspricht  auch  jeder  positiven  qua- 
dratischen Form  mit  n  Unbestimmten  ein  ^-dimensionales 
Raumgitter  der  angegebenen  Art.  Denn,  wird  eine  solche  Form 

(42)  nach  Formel  (3)  in  die  Gestalt  gesetzt: 

(43)  f{x„  X,,---  x„)  =  1,^  +  1/  +  .  . .  +  1/, 

WO  die  1;^  Linearformen  von  der  Gestalt  (37)  sind,  und  werden  dann 
1^,  §2;  •  •  •;  §w  sowohl  wic  a.^,  a.^y  •  •  •,  cc.^  als  Koordinaten  von  Punk- 
ten )j)  und  p.  des  n-dimensionalen  Raumes  aufgefaßt,  so  bestimmen 
eben  die  Linearformen  (37)  oder  die  symbolische  Formel  (38),  wie 
bemerkt,  ein  Raumgitter,  welchem  die  Form  (42)  zugeordnet  ist,  da 
aus  der  Yergleichung  der  Koeffizienten  zur  Rechten  und  Linken  in 

(41)  sich  n 

ergibt.  Dieses  Raumgitter  kann  als  die  geometrische  Darstellung  der 
quadratischen  Form,  nämlich  der  Gesamtheit  der  Werte,  welche  sie 
für  ganzzahlige  Werte  ihrer  Unbestimmten  annimmt,  bezeichnet  wer- 
den, nicht  aber  nur  dieser  Form  selbst,  sondern  allgemeiner  als  Dar- 
stellung ihrer  Klasse.  Denn  es  lassen  sich  nun  die  Kap.  7,  Nr.  7  aus- 
geführten Betrachtungen  allgemeiner  jetzt  wiederholen.  Durch  eine 
ganzzahlige  Substitution 

(44)  X,  =  p,,  y^  +  ^.j j/^  +  .  .  .  +  p.^y^ 

(i  =  1,  2,  .  .  ,  n) 
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mit  nicht  verschwindendem  Modul  P  geht  aus  dem  Raumgitter  (38)^ 
indem  die  Linearformen  (37)  die  neue  Gestalt  annehmen: 

k-ßikyi  +  ß2Jcy2  +  -'  +  ßnJcyky 

m  denen 

n 

(45)  Ä,  =2ftA«« 

ist^  ein  anderes,  jenem  Gitter  eingelagertes  Gitter 

(46)  q  =  qi2/i  +  (\,y2  +  '  "  +  (\nyn 

heryor,  dessen  Grundpunkte  q^.  durch  die  Koordinaten  ß.^,  ß.^^,  •  •  -,  ß.^ 
bestimmt  sind.  Das  aus  den  Kanten  q.  gebildete  Grundparallelepi- 
p  e  d  des  neuen  Gitters  unterscheidet  sich  im  allgemeinen  von  dem 
ursprünglichen;  ist  aber  P=  +  1,  so  wird  die  Gesamtheit  der  Gitter- 
punkte des  letzteren  genau  dieselbe  sein  wie  die  des  neuen,  welches 
also  dann  nur  eine  andere  Einteilung  des  ursprünglichen  Gitters 
ausmacht;  beide  Gitter  sind  dann  nur  zwei  verschiedene  Parallel- 
gitter,  welche  ein  und  demselben  Punktgitter  eigentümlich  sind. 
Ist  aber  (p{yi,  y^)  -  -  -y  2/«)  ^i®  ^^^  neuen  Gitter  zugeordnete  quadra- 
tische Form,  so  entsteht  diese  ersichtlich  aus  der  Form  f(x^j  x^, . . .,  ^J 
durch  die  gleiche  Substitution  (44),  welche  das  neue  Gitter  hervorge- 
bracht hat,  und  ist  dieser  Form  äquivalent,  wenn  P=-f-l  ist.  Dem- 
nach darf  das  Punktgitter,  dem  jene  Parallelgitter  eigen  sind,  als  das 
zahlengeometrische  Abbild  der  durch  die¥ orm  f(x^, X2y . . .,  xj 
repräsentierten  Klasse  äquivalenter  Formen  aufgefaßt 
werden. 

Das  Grundparallelepiped  des  Gitters  (38)  besteht  aus  denjenigen 
Punkten  des  i^-dimensionalen  Raumes,  dessen  Koordinaten  (37)  allen 
Werten 

(47)  O^^.^l 

(i  =  1,2,..,  n) 

entsprechen.  Sein  Inhalt  ist  demnach  gleich  dem  über  alle  diese  Punkte 
li;  I2?  •  •  V  in  ei'streckten  Integrale 


fdl^dl^,..dl^, 


d.  h.    gleich   dem  über  alle,  den  Ungleichheiten  (47)   genügenden 
Wertesysteme  x^,  x^,  •  •  v  ^«  erstreckten  Integrale 


J  \/^\'  dx^dx^  •••  dx^j 
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also  s^leicli 

|A|. 

Demgemäß  ist  |  B  |  der  Inhalt  des  neuen  Gitters  (46)^  wenn  B  die 
Determinante  |  ß.j,  |  bedeutet,  also  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen 
(45)  gleich]  I P I .  I  A  1. 

Für  P  =  +  1;  d.  h.  für  die  verschiedenen,  einem  Punktgitter  eigenen 
Parallelgitter  ist  daher  der  Inhalt  ihrer  örundparallelepipede  der 
gleiche. 

9.  Sei  nun  m^,  mg,  .  .  .,  m^  ein  beliebig  gegebenes  System  ganzer 
Zahlen  —  und  durch  die  Grleichungen 

der  entsprechende  Gitterpunkt  des  Gitters  (38)  bestimmt.  Setzt  man 
dann 

(48)  i;  =  (^ijci^i+^i)  +  %äK+^2)  +  •  •  •  +  «niK+^J  ==  h'  +  ^k 

und  läßt  die  Zahlen  x^,  x^y  ...,  x^  alle  die  Ungleichheiten  (47)  er- 
füllenden Systeme  durchlaufen,  so  ordnen  sich  die  Punkte  mit  den 
Koordinaten  (48)  und  die  Punkte  des  Grundparallelepipeds  (38)  mit 
den  Koordinaten  |^  eindeutig  einander  zu,  und  die  Gesamtheit  der 
ersteren  bildet  so  ein  von  dem  genannten  Gitterpunkfce  aus  kon- 
struiertes Parallelepiped,  welches  dem  vom  Nullpunkte  aus  konstru- 
ierten Grundparallelepipede  „kongruent*^  genannt  werden  darf.  Die 
Gesamtheit  aller  so  konstruierten  Parallelepipede  aber  er- 
füllt offenbar  den  ganzen  ;^-dimensionalen  Raum  einfach 
und  lückenlos,  da  die  Systeme  m^  +  x^,  m^  -f-  ^2,  .  .  .,  m^  +  x^^ 
wenn  die  m-  beliebig  ganzzahlig  und  die  Zahlen  x-  zwischen  0  und  1 
sind,  mit  der  Gesamtheit  aller  reellen  Systeme  .%,  x^,  .  .  .,  x^  iden- 
tisch sind. 

Gleiches  wird  offenbar  gelten,  wenn  die  x^  in  den  Formeln  (48) 
nicht  das  Intervall  0  bis  1,  sondern  das  Intervall  —  y  bis  -[-  ^  durch- 
laufen; die  Parallelepipede  sind  dann  nur  gegen  die  vorigen  ver- 
schoben, indem  der  Gitterpunkt  m^,  mg,  .  .  .,  m^  nicht  mehr  eine 
Ecke,  sondern  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  ausmacht.  Jedes 
von  ihnen  hat  den  gleichen  Inhalt  wie  das  Grundparallelepiped,  ist 
also  gleich  |A|. 

Man  denke  nun  um  den  Nullpunkt  des  Gitters  (38)  einen  Raum 
abgegrenzt,  der  ihn  zum  Mittelpunkte  hat;  seine  Oberfläche  wird 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  1^,  ^2?  •  •  •?  ^«  ^^^^; 
was  den  Formen  (37)  gemäß  dasselbe  sagt,  durch  eine  Gleichung 
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zwischen  den  Elementen  x^y  X2,  .  .  .,  x^  bestimmt.  Wählt  man  jene 
aber  als  die  Aichfläche  einer  Strabldistanz ,  so  treten  die  Betrach- 
tungen in  Nr.  5  des  siebenten  Kapitels  in  Kraft.  Insbesondere  darf 
man  als  Strahldistanz,  unter  f{x^y  x^,  ,.  .,x^  die  quadratische  Form 
(42)  verstehend,  welcher  das  Punktgitter  zugehört,  die  Funktion 


(49)  S(x)  =  +  Vfix^,  x^, . .  .,  ^J  =  ^(^1;  ^2;  •  •  •;  ^J 

wählen.  Diese  erfüllt  in  der  Tat  alle  Bedingungen  einer  Strahldistanz, 
da  sie  Null  nur  für  den  Nullpunkt  des  Raumes,  für  jeden  anderen 
seiner  Punkte  aber  positiv  ist,  da  ferner  8{—x)=S(x)  und  der 
Homogenität  der  quadratischen  Form  wegen  für  jedes  i^  >  0  auch 
8(tx)  =  t '  S{x)  ist;  weil  endlich  wegen  (43)  für  zwei  Systeme 
x^jX2y  ^.,,x^  und  0?/,  x^y . . .,  x^\  denen  die  Koordinaten  lu  ?2>  •  •  •>  ^« 
und  1/,  I2';    •  y  ^n  entsprechen  mögen, 

9,  (X,  +  x,',...,x,  +  O  =  ]/(§i+l/)^+ •••+(!„ +  17? 
gefunden  wird  und 


ist,  so  erfüllt  die  Funktion  9  auch  noch  die  letzte  der  den  Strahl- 
distanzen charakteristischen  Bedingungen 

q){x,+X^',  .  ..,  X^  +  Xj  <^{^u  •  ••;  ^n)  +  9{^1J  '  '  •;  <)• 

Die  Gleichung  der  zugehörigen  Aichfläche: 

(p{x^,  x^,,..,x„)  =  l 
ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

und  bezeichnet  also  eine  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  mit 
dem  Radius  1  beschriebene  w-dimensionale  Kugel,  deren  in  den  Ko- 
ordinaten 1^5  ^2>  •  •  •;  ^«  gemessener  Inhalt 

w 


(50)  fd^,  -d^,--.  d|„  = 


:('+f) 


ist.  Da  aber  wegen  (37)  der  in  den  Größen  x^,  x^^  •••?  ^w  gemessene 
Inhalt  der  Kugel 

J=^Jdx^dx2  "  'äx^^j^  'jdl^  •  ^^2  •  •  •  ^^n 

und  A^  nichts  anderes  als  die  Determinante  JD  der  Form  f(x^  ?  ^2 ?  •  •  •  ?  ^w) 
ist,  so  findet  sich  nach  den  Sätzen  der  angezogenen  Stelle  für  den 

18* 
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Minimal  wert  der  Strahldistanz  in  den  Gitterpunkten  ^  d.h.^  wenn  M 
den  Minimalwert  der  Form  für  ganzzahlige  Werte  der  Unbestimmten 
bezeichnet,  für  YBI  die  folgende  Ungleichheit: 

und  ihr  zufolge 

(51)  M^-^—^.VD. 

Dies  ist  von  neuem  der  Hermitesche  Satz,  nur  daß  der 
numerische  Paktor  vor   YD  ein  anderer  als   bei  Hermite 

und  gegen  den  früheren  Wert  (j)  ^  wenigstens  bei  größe- 
ren Werten  von  n  erheblich  kleiner,  die  Formel  also  ge- 
nauer ist. 

Legt  man  um  jeden  Gitterpunkt  eine  Kugel,  deren  Radius  j]/ M 
ist,  so  werden  alle  diese  Kugeln  nur  in  einzelnen  Punkten  sich  be- 
rühren, aber  nicht  ineinand erdringen,  noch  auch  den  ganzen  Raum 
erfüllen;  der  Inhalt  einer  jeden  von  ihnen  ist  wegen  (50)  gleich 


Vergleicht  man  ihn  mit  dem  Inhalte  |A|  =  YD  eines  jeden  der  um 
die  Gitterpunkte  zuvor  abgegrenzten  Parallelepipede,  welche  ins- 
gesamt den  ganzen  Raum  ausmachen,  so  findet  sich  für  das  Ver- 
hältnis des  von  all  jenen  Kugeln  erfüllten  Raumes  zum  Gesamtraume 
der  Ausdruck  ^^^n 


2^|/J) 


■('+!)' 


dessen  Wert  <1  sein  muß.  Somit  gilt  in  der  Formel  (51)  allein 
das  Ungleichheitszeichen. 

Die  Frage,  wann  jeneie  Verhältnis  den  größten  Wert  hat, 
oder  wie  gegebene  Kugeln  am  dichtesten  zu  lagern  sind, 
kommt  offenbar  auf  die  andere  hinaus,  wie  die  Form  f  mit  einem 
bestimmten  Minimum  M  oder  das  zu  ihr  gehörige  Gitter  zu  wählen 
ist,  damit  D  seinen  kleinsten  Wert  erhält.  Sie  führt  uns  zu  Unter- 
suchungen, die  vollständig  erst  zu  lösen  sind,  wenn  das  Problem  der 
Reduktion  erledigt  ist,  und  deshalb  wenden  wir  uns  nun  zunächst 
dem  letzteren  zu. 
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Neuntes  Kapitel. 

Die  Reduktion  der  positiven  quadratischen  Formen. 

1.  Die  Aufgabe  der  Reduktion  besteht^  wie  wir  wissen^  in  der  Er- 
mittelung von  Formen  von  solcher  Beschaifenbeit,  daß  sich  in  jeder 
Klasse  äquivalenter  Formen  wenigstens  eine  von  ihnen  und,  wenn 
möglich;  nur  eine  befindet,  so  daß  man  über  die  Äquivalenz  gegebener 
Formen  danach  entscheiden  kann,  ob  sie  ein  und  derselben  jener  be- 
sonderen, sogenannten  reduzierten  Formen  äquivalent  sind  oder  nicht. 
Das  kommt  offenbar  auf  das  Folgende  hinaus.  Die  Gesamtheit  aller 
positiven  quadratischen  Formen  mit  n  Unbestimmten: 

(1)  f(x,,  ^2;  •  •  •;  ^n)  =  2  ^O-^»^/ 

kann  als  die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme 

aufgefaßt  werden,  also  als  eine  Mannigfaltigkeit  A  von  der  Dimension 

n  (n  4- 1) 

^= — ^— ^ 

und  jede  Form  (1)  als  ein  Punkt  derselben;  Punkte^  welche  äqui- 
valenten Formen  entsprechen,  mögen  ebenfalls  äquivalent  heißen 
und  die  Menge  aller  äquivalenten  eine  Klasse.  Die  Reduktion  dieser 
Formen  verlangt  dann,  wie  dies  für  den  Fall  n  =  2  im  ersten  Kapitel 
entwickelt  worden  ist,  die  Abgrenzung  eines  Gebietes  J3  der 
Gesamtheit  A  von  der  Art,  daß  jede  Klasse  oder  alle  unter- 
einander äquivalenten  Punkte  durch  einen  Punkt  des  Ge- 
bietes B  und  im  allgemeinen  auch  nur  durch  einen  einzi- 
gen Punkt  des  Gebietes  B  repräsentiert  werden,  von  dem 
auch  umgekehrt  jeder  Punkt  eine  solche  Klasse  bestimmt. 
Wie  wir  a.  a.  0.  gesehen  haben,  zerfällt  dann  die  ganze  Mannigfaltig- 
keit A  (a.  a.  0.  der  Kreis  aller  positiven  binären  Formen),  den  sämt- 
lichen unimodularen  Substitutionen  entsprechend,  in  einzelne  Gebiete, 
deren  Punkte  durch  sie  aus  den  äquivalenten  Punkten  des  „redu- 
zierten" Gebietes  B  hervorgehen.  Die  Reduktion  der  positiven  qua- 
dratischen Formen  mit  n  Unbestimmten  wird  also  auch  in  einer  ge- 
wissen Zerlegung  des  i/-dimensionalen  Raumes  all  solcher  Formen 
in  Teilräume  bestehen,  von  denen  einer  der  „reduzierte  Raum"  ist. 
Etwas  allgemeiner  faßt  Vor  ono'i  in  seiner  großen  Arbeit  im  134.  Bande 
des  Journ.  für  die  reine  u.  angewandte  Mathematik  die  Aufgabe  der 
Reduktion  folgendermaßen:  Le  probleme  de  reduction  des  formes 
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quadratiques  positives  consiste  en  une  partition  uniforme^)  de  Fen- 
semble  de  ces  formes  ä  Taide  de  domaines  de  formes  determines  a 
l'aide  d^inegalites  lineaires  et  jouissant  de  la  propriete,  que  chaque 
Substitution  ä  coefficiens  entiers  et  de  determinaut  1  ue  change  pas 
rensemble  de  ces  domaines.  En  partageant  cet  ensemble  en  classes 
de  domaines  equivalents  et  en  choisissant  les  representants  de  toutes 
ces  classes^  on  appellera  reduites  les  formes  quadratiques  qui  appar- 
tiennent  a  ces  [derniers]  domaines. 

Dies  zu  erreichen,  ist  also  die  Aufgabe,  die  uns  jetzt  obliegt 
2.  Wir  haben  schon  zwei  verschiedene,  von  Hermite  angegebene 
Bestimmungsweisen  reduzierter  Formen  kennengelernt.  Die  zweite 
Art  derselben,  die  von  uns  ,,Hermitesche  Reduzierte"  genannten,  be- 
dürfen freilich,  um  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  bestimmt 
zu  werden,  nach  Hermite  noch  weiterer  Umgrenzungen,  welche 
nicht,  wie  die  bisherigen  und  wie  es  bei  den  binären  und  ternären 
Formen  zutraf,  in  linearen  Beziehungen  zwischen  den  Koeffizienten 
der  Formen,  sondern  in  Bedingungen  bestehen,  welche  in  bezug  auf 
die  letzteren  höheren  als  ersten  Grades  sind.  Es  erscheint  aber, 
um  mit  Minkowski  zu  reden ^),  theoretisch  als  eine  hochbedeutsame 

Tatsache,  daß  aus  der  i;  =        ^       fachen  Mannigfaltigkeit  Ä  aller 

positiven  quadratischen  Formen  mit  n  Unbestimmten  das  gesuchte 
reduzierte  Gebiet  B  durch  eine  beschränkte  Anzahl  von  ebenen 
(v  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeiten,  d.  i.  von  linearen  Beziehungen 
zwischen  den  Koeffizienten,  ausgeschieden  werden  kann.  Aus  diesem 
Grunde  hat  Minkowski  die  Hermite  sehe  Definition  reduzierter 
Formen,  wie  nun  zunächst  angegeben  werden  muß,  dem  gedachten 
Zwecke  zugunsten  abgeändert. 

Die  Hermiteschen  Reduzierten,  so  wie  sie  bisher  von  uns 
bestimmt  wurden,  sind  nichts  anderes  als  die  von  Minkowski  als 
niedrigste  Formen  einer  Klasse  benannten  Formen 

(2)  f{x^,  ^2, . . .,  .rj  -  ^  a.jX.Xj . 

(f,>  =  l,2,...,n) 

Wenn  nämlich  für  f{x^,  x^,  •  •  •?  ^w)  ^^^  ^^-^^  ^^^  äquivalente  Form 

(3)  9(2/i;2/2;---;^J  =  2^»v2/i^y 
die  Gleichungen  stattfinden 

(i=l,2,...,n) 

1)  D.  h.  eine  solche ,   die   den  ganzen  Raum  einfach  und  lückenlos  erfüllt. 

2)  Journ.  f  d.  reine u.  angew. Mathematik,  Bd.  107,  S. 278 ;  Ges.  Abh.,Bd.  1,  S.  243. 
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SO  mögen  sie  beide  gleichgestellt  heißen;  dagegen  heiße  die 
erstere  Form  niedriger  als  die  zweite,  genauer:  niedriger  an  der 
^'-ten  Stelle,  wenn 

ist.  Da  nun  bei  den  Hermit eschen  Reduzierten  die  Hauptkoeffi- 
zienten je  die  kleinsten  an  den  betreffenden  Stellen  vorhandenen  Ko- 
effizienten sind,  so  bezeichnen  jene  in  der  Tat  niedrigste  Formen  der 
Klasse,  und  es  ist  durch  unsere  früheren  Betrachtungen  schon  fest- 
gestellt, daß  es  in  jeder  Klasse  wenigstens  eine  solche  nie- 
drigste Form  gibt.  Ist  aber 

(4)  X,  =  s,ij/i  +  s,,y,  + h  s,^y^ 

(i  =  l,2,...,^) 

irgendeine  unimodulare  Substitution  und  die  Form  (3)  die  durch  sie 
aus  der  niedrigsten  Form  f  entstandene  äquivalente  Form,  so  spricht 
sich. die  Eigenschaft  von  /",  eine  niedrigste  Form  der  Klasse  zu  sein, 
ersichtlich  darin  aus,  daß  für  alle  jene  Substitutionen  die  Ungleich- 
heiten 

(5)  ijcJ:  ^  f{^\]c?  hhy   '  '  'J  ^nk)  >  ^kk 

(/c  =  1,  2, .  .  .,  n) 
erfüllt  sind.  Weil  ferner  die  Form  (2)  durch  jede  der  Substitutionen 

^i  "=  zh  ^i  ^       X<^  =  ±  OC-2  j    •  •  • ;    X^='  ■;\2  "^n  y 

deren  Anzahl  2^  ist,  in  eine  gleichgestellte  übergeht  und  offenbar 
durch  passende  Wahl  der  Vorzeichen  zu  erreichen  ist,  daß  die  Ko- 
effizienten von  x^x^y  x^'x^ ,  .  .  .^  x^_^x^  nichtnegativ  werden,  so 
darf  man,  wenn  man  will, 

(6)  ^12  y  0,     «23  ^  0,  .  .  .,  a,,_i^„  ^  0 

voraussetzen. 

Gegenüber  den  niedrigsten  Formen  hat  nun  Minkowski  die 
reduzierten  Formen  einer  Klasse  folgendermaßen  definiert: 

Die  Form  (2)  heißt  reduziert,  wenn  für  jeden  Index  &==  1, 
2,  .  .  .,  n  die  Ungleichheiten  (5)  für  alle  solche  ganzen  Zah- 
len 5i^,,  ^2^,  .  . .,  s.^^,  bei  denen  s^^,  s^^^^^,  .  .  .,  s^^  Zahlen  ohne 
gemeinsamen  Teiler  und  von  ±  1,  0,  ...,  0  verschieden  und 
zudem  die  Zusatzbedingungen 

(5a)  «12  y  0,     «23  ^0,  . .  .,  «„_i^^  ^  0 

erfüllt  sind. 
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Die  Erfüllung  der  ersten  der  genannten  XJngleicliheiten : 

für  jedes  System  s^^,  531,  . . .;  s^^  ohne  gemeinsamen  Teiler  lehrt  zu- 
nächst, daß  a^i  das  Minimum  der  Form  und  ihrer  Klasse  ist. 
Man  ersieht  ferner,  daß  niedrigste  Formen  einer  Klasse,  welche 
die  Bedingungen  (6)  erfüllen,  stets  auch  reduzierte  Formen  der- 
selben sind,  da,  wenn  die  Ungleichheiten  (5)  für  alle  Substitutionen 
(4)  stattfinden,  dies  auch  für  die  besonderen  unimodularen  Substitu- 
tionen Sj^  von  der  Form 


(7) 


^i  =  yi  +  Sayk  +  -'  +  Si^y^ 

(i  =  l,2,..,fc-l) 

^i=  SaVk  +  '-'+Sinyn^ 


in  denen  die  Zahlen  5^^,  s^j^,  . . .,  Sf^_^^j^  beliebig  sind,  5^^,  5^+^  ;^, 
.  .  .5  5„;5.  aber  jedes  System  yon  n  —  k  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Teiler  sein  können,  also  auch  für  alle  in  der  obigen  Definition  er- 
wähnten Systeme  s^j^,  Sg;^^  •  •  •;  ^nk  ^®^  ^^^  ^^^^^  wird.  Demnach  zieht 
man  zunächst  den  Schluß: 

Es  gibt  in  jeder  Klasse  wenigstens  eine  reduzierte  Form. 

3.  In  dem  Gebiete  aller  reduzierten  Formen  sind  nun  die  inneren 
Formen  desselben  von  seinen  Rand  formen  zu  sondern;  imter  den 
ersteren  verstehen  wir  alle  diejenigen,  bei  denen  in  den  Ungleich- 
heiten (5)  keines  der  Gleichheitszeichen  gilt,  so  daß  für  die  ange- 
gebenen Wertsysteme  5^^,  53;^,  .  .  .,  s,^j^  stets 

(8)  f{s,,,  s,„  .  .  .,  s,J  >  a,j^ 

(7.=  1,2,...,>^) 

ist;  Randformen  nennen  wir  die  anderen,  bei  welchen  statt  der  Un- 
gleichheiten (8)  eine  oder  mehrere  Gleichungen 

t\^lk7  ^2k)  "  ')  KkJ  "^  ^kk 

statthaben. 

Zwei  reduzierte  Formen,  von  denen  wenigstens  eine  Form 
eine  innere  ist,  gehören  verschiedenen  Klassen  an.  Zum  Be- 
weise bemerken  wir  zuvörderst  folgendes :  In  der  unimodularen  Sub- 
stitution S^  ist  die  Determinante  der  letzten  n  —  Ic  Gleichungen 
gleich  1 ;  daher  wird  die  Umkehrung  der  Substitution  eine  Substitu- 
tion gleicher  Form  ergeben,  in  welcher  auch  die  sämtlichen  Koeffi- 
zienten ganzzahlig  sind.  Ferner  ist  jede  unimodulare  Substitution  eine 
Substitution  von  der  Form  S^ .  Dies  vorausgeschickt,  sei  die  Form  (2) 
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eine  innere  und  (3)  eine  beliebige  reduzierte  Form.  Gekörte  sie 
zu  derselben  Klasse  wie  (2),  und  wäre  S  eine  Substitution^  durch 
welche  sie  aus  (2)  entstellt,  so  müßte,  da  S  von  der  Form  S^  ist, 
wenn  anders  nicht  die  erste  Kolonne  der  Substitution  +1,  0,  . . .,  0 
ist,  nach  der  Annahme 

sein;  da  aber  die  umgekehrte  Substitution,  welche  (3)  in  (2)  verwan- 
delt, ebenfalls  eine  Substitution  S^  ist,  so  müßte 

sein,  was  nicht  möglich  ist.  Da  demzufolge  die  erste  Kolonne  in  8 
gleich  + 1,  0,  .  .  .,  0  und  somit  a^^  =  \^  ist,  so  ist  diese  Substitu- 
tion (oder  die  daraus  durch  Entgegensetzung  aller  ihrer  Elemente 
entstehende)  eine  Substitution  S2]  wenn  anders  also  nicht  die  zweite 
Kolonne  von  S  die  Elemente  S12?  ±  1?  0?  •  •  •;  0  aufweist,  müßte  einer- 

^22  '^  t\ßl2}  ^22?  •  •  •?  ^^2)  -^  ^22? 

andererseits  bei  umgekehrter  Substitution  (I22  ^  ^22  ^^^^?  ^^®  nicht 
möglich  ist.  Somit  wird  ^22  =  ^22?  ^^^^  ^12  ^  ^  ^^^  0,  +1,  0,  . . .,  0 
die  zweite  Kolonne  von  S,  usw.;  schließlich  erhielte  die  Substitu- 
tion S  die  Gestalt 

^±1,        0,...,      ON 
0,    ±1,  ...,      0 


0,        0,  ...,  ±1. 


womit  die  Koeffizienten  ^12?  hs?  -  -  -}  K^i,n  gl^icli  oder  entgegen- 
gesetzt zu  %2?  ^23?  •  •  •;  ^n-i,n  Werden;  da  sie  aber  den  Zusatzbedin- 
gungen zufolge  nicht  negativ  sein  dürfen,  müssen  sie  diesen  gleich 
sein,  und  es  kann  S  nur  eine  der  Gestalten 


1,    0,  . 
0,     1,  . 

. .,  1/ 

(-:;. 

0,  .. 
-1,  .. 

,       0 

0,    0,  . 

V     0, 

0,  .. 

•,  -1 

haben,  d.  h.  die  Formen  (2)  und  (3)  müssen  identisch  sein. 

Das  Gebiet  der  reduzierten  Formen  hat  demnach  die  Eigenschaft, 
daß  jede  positive  quadratische  Form  mit  n  Unbestimmten  und  ihre 
Klasse  durch  einen  seiner  Punkte  repräsentiert  wird,  und  wenn  der 
Repräsentant  ein  innerer  Punkt  ist,  auch  nur  durch  einen  Punkt; 
nur  wenn  der  Repräsentant  eine  Randform  ist,  können  mehrere  re- 
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präsentierende  Punkte  des  Gebietes  vorhanden  sein.  Dieses  Gebiet 
ist  also  ein  solclies;  wie  es  für  das  Gebiet  J?  verlangt  wurde. 

Da  eine  Klasse,  die  durch  einen  inneren  Punkt  von  B  repräsentiert 
wird,  nur  eine  Reduzierte  enthält,  die  in  ihr  enthaltene  niedrigste 
Form,  welche  die  Zusatzbedingungen  (6)  erfüllt,  aber  eine  solche  ist, 
so  erkennt  man,  daß  die  Reduzierte  für  jede  Klasse,  die  einem 
inneren  Punkte  von  B  entspricht,  eine  niedrigste  Form, 
und  daß  in  dieser  Klasse  auch  nur  eine  niedrigste,  den  Zu- 
satzbedingungen (6)  genügende  Form  vorhanden  ist. 

Wird  nun  auf  die  Gesamtheit  der  reduzierten  Formen  eine  uni- 
modulare  Substitution  8  angewandt,  so  entsteht  aus  dem  Gebiete  B 
ein  neues,  welches  nach  Minkowski  die  mit  B  äquivalente 
Kammer  B^  genannt  werde ^);  den  inneren  Punkten  von  B  ent- 
sprechen innere  Punkte  von  B^  und  umgekehrt.  Die  Kammern 
jB^,  B^,,  welche  zwei  verschiedenen  Substitutionen  5,  8' 
entsprechen,  können  keine  inneren  Punkte  gemeinsam 
haben,  da  sonst  der  einem  solchen  entsprechende  innere  Punkt  von 
B  durch  die  nicht  identische  Substitution  8' *  S~^  (unter  8'^^  die 
Umkehrung  von  8  verstanden)  in  sich  selbst  überginge;  dies  ist 
aber  nach  dem,  was  über  die  Äquivalenz  zweier  Formen  (2)  und  (3) 
erörtert  worden  ist,  nicht  möglich.  Da  somit  die  beiden  Kammern 
höchstens  Randformen  gemeinsam  haben,  d.h.  nur  in  ihrer  Begren- 
zung aneinanderstoßen  können,  andererseits  jede  positive  Form  mit 
n  Unbestimmten  einem  Punkte  des  Gebietes  B  äquivalent,  also  einer 
der  Kammern,  welche  durch  alle  möglichen  unimodularen  Substitu- 
tionen aus  B  entstehen,  angehörig  ist,  so  erfüllen  diese  sämt- 
lichen Kammern  den  ganzen  Raum  aller  positiven  Formen 
der  besagten  Art  einfach  und  lückenlos. 

4.  In  der  i;  =  — ^?~t — fachen  Mannigfaltigkeit   all  dieser  Formen 
bilden  die  reduzierten  Formen 


/■  (^1  7  ^2  ?  •  '  • ;  ^n)  -~  ^   ^hj  '  ^i  ^j 


i3 


ein  Gebiet,  welches  außer  durch  die  Ungleichheiten 

(9)  a^^  ^  0,    «23  ^0,  .  .  .,  a„_i^,  y  0 
durch  unendlich  viele  Ungleichungen 

(10)  f{s,j^,  s,j^,  ..  .,  5,,)^a,„ 

(Ä==1,2,...,;^) 


1)  Bezeichnet  —S  die  aus  S  durch  Entgegensetzung  aller  ihrer  Elemente 
entstehende  Substitution,  so  gehen  offenbar  durch  — S  dieselben  Formen  her- 
vor wie  durch  S,  so  daß  die  Kammern  JB^  und  B_g  identisch  sind. 
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in  d  enen  s^  ^^  s^^^  ä;  •  •  •;  ^nh  ^^^^  gemeinsamen  Teiler  sind,  bestimmt 
ist.  Kann  die  Anzahl  der  letzteren  Ungleichungen  beschränkt  wer- 
den, sind  sie  nämlich  sämtlich  auf  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen 
zurückführbar,  so  lassen  sich  die  Sätze  zur  Anwendung  bringen,  die 
in  Kap.  7,  Nr.  8 ff.  entwickelt  worden  sind.  Daß  dies  wirklich  ge- 
schehen kann,  hat  Minkowski  gezeigt. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Fälle  l^  =  2,  3,  4,  d.i.  die  binären, 
ternären  und  quaternären  Formen.  Für  diese  gilt  folgender  Satz: 
Die  zur  Reduktion  erforderlichen  Ungleichungen  (10)  sind 
sämtlich  erfüllt,  sobald  die  endlich  yielen  besonderen 
unter  ihnen: 

(11)  fih^  hj  •••?  0^%Ä^ 

(Ä  =  l,2,...,^) 

in  denen  Sj^  =  +  1,  alle  übrigen  s^  gleich  0  oder  +  1  sind, 
statthaben.^) 

Zuvörderst  darf  man,  indem  man  nötigenfalls  die  Bezeichnung  der 
Unbestimmten  ändert,  für  jeden  Wert  von  n,  also  auch  für  die  hier 
vorausgesetzten  Werte  ;^  =  2,  3,  4 

(12)  ö^ll  ^  0^22  ^'  %3  ^  •  •  •  ^  <^nn 

annehmen.  Sind  nun  die  Ungleichheiten  (11)  erfüllt,  so  ergeben  sich 
speziell  für  ä  >  fc,  wenn  £j,=-l,  ^^==±1  ^^d  für  jeden  von  h,  Je  ver- 
schiedenen Wert  des  Index  £•  =  0  gesetzt  wird,  die  Bedingungen 

(13)  ^M^2.|a,J. 

Hierauf  gestützt  kann  man  zeigen,  daß  mit  (11)  zugleich  für 
jedes  beliebige  System  ganzer  Zahlen 

in  welchen  Sj.  nicht  Null  ist, 

sein  muß.  Dies  ist  selbstverständlich,  wenn  außer  Sj^  alle  übrigen  s. 
Null  sind.  Im  anderen  Falle  wird  sich  mindestens  ein  absolut  klein- 
stes unter  den  5^  befinden;  ein  beliebiges  von  diesen  oder,  falls  5^^,  zu 
diesen  absolut  kleinsten  gehört,  die  Zahl  s^  selbst  nenne  man  s^  und 
setze  dann  r       a     i  1        1 


1)  Minkowski,  Sur  la  reduction  des  formes  quadratiques  positives  qua- 
ternaires,  Journal  für  die  reine  u.  angew.  Mathematik,  Bd.  129,  S.  230—238 
u.  Ges.  Abh.  I,  S.  145,  Ges.  Abb.  Bd.  11,  S.  53. 
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l'e  nachdem  a    ^  a     j       ^a 

.  5j  =  0^  >0  oder  <0 

ist,  und 

(14)  Vi^^o 

femer  .  «^ 

'u-=-£,(ff,  wenn  i^t 

(15)  {'  r, 

Nun  bestellt  die  Beziehung 

h  J 

Da  die  Summe^  wenn  man  die  Glieder  mit  i  =^  t  oder  j  ==  t  heraus- 
nimmt, wegen  t*^  =  0  und  mit  Rücksicht  auf  (14)  sich  schreiben  läßt: 

und  da 

f(€^,  fg;  •  •  -y  0=  ^  (^ij^i^j 

ist,  nimmt  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  an: 

f{hyhy  •  ••;  O  ==  fißi-'^u  '-y^n-  %)  +  ^'  '  \f(hy  ^2;  •  •  •?  O  -  ^tt] 

+  2^r  2  [(^e  -  ^.)  •  2  ^^•^•'^- J  • 

Nach  Voraussetzung  ist  f^.  =  +  1,  also  f(s^^  s^f  •  •  •?  O  ^  ^^r?  ferner 
findet  sich  '^^ 

für  M  ==  2  von  der  Form  a..  •  a/, 

für  ^  =  3    „       „       „      a.  .^.2  +  ci^. .,  .  s.S., , 

fürn  =  4    „       ,;       „      ö^.  .5^  +  ö^,-,v  •  £iSi>  +  ö^,,^'  •  «,f,. ; 

welche  Ausdrücke  mit  Rücksicht  auf  (13)  alle  drei  als  positiv  er- 
kannt werden;  demnach  ist,  weil  6.  —  ö^  nach  Voraussetzung  nicht 
negativ  ist,  es  auch  das  Summenglied  der  letzten  Formel  nicht,  und 
somit  lehrt  diese  Formel,  daß 
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ist.    Zugleich  aber  ist 

i  i 

Steht  also  die  zu  Beweis  gestellte  Behauptung  schon  fest  für  alle 
Wertesysteme  der  Unbestimmten,  deren  ¥^  von  Null  verschieden  und 
deren  Quadratsumme  kleiner  ist  als  für  das  Wertsystem  s^,  s^,  •  •  •,  s^j 
so  ist  sicher,  da  Sj^  —  Uj^  =  Sj^ipj^  —  6^)  für  5^  ^  s^,  bzw.  Sj^  —  Uj^^  s^0^ 
für  Sj^  =  s^,  also  von  Null  verschieden  ist, 

um  so  mehr  also  ^ 

Weil  nun,  wenn  die  Quadratsumme  der  Unbestimmten  gleich  1  und 
dabei  s^  nicht  Null  ist,  d.  h.  für  die  Wertesysteme  der  Formel  (11), 
auf  welche  man  endlich  kommen  muß,  die  Ungleichheit  der  Annahme 
nach  besteht,  so  besteht  sie  hiernach  auch  für  das  behauptete  Werte- 
system, und  der  Satz  ist  bewiesen. 

5.  Um  nun  die  anfangs  voriger  Nr.  gemachte  Aussage  für  jeden 
Wert  von  n  zu  bestätigen,  wiederholen  wir  zunächst  wieder,  daß  man 
in  den  reduzierten  Formen 

(12a)  ö^ii^^22^%  •••  ^<^«« 

voraussetzen  darf.  Ferner  sei  bemerkt,  daß  die  erforderlichen  unend- 
lich vielen  Ungleichungen  (10)  offenbar  als  spezielle  auch  alle  die- 
jenigen unter  sich  enthalten,  welche  aussagen,  daß  die  aus 

/(%,  X^j  • '  •,  xj 

durch  Nullsetzen  einiger  ihrer  Unbestimmten  entstehenden  Formen 
mit  weniger  als  n  Unbestimmten  ebenfalls  reduzierte  Formen  ihrer 
Art  sind.  Da  dies  insbesondere  für  die  so  entstehenden  binären  Formen 
gilt,  ersieht  man,  daß  für  die  reduzierten  Formen  mit  n  Unbestimm- 
ten alle  folgenden  Ungleichheiten: 

(fe=  1,  2,  ...,  n-  1;     Jc<h) 

stattfinden  müssen.  Minkowski  hat  nun  a.  a.  0.  auf  scharfsinnige 
Weise  gezeigt,  wie  aus  jenen  Ungleichungen  auch  die  Beziehung 

in  welcher  D  die  Determinante  der  reduzierten  Form  und  A^  einen 
numerischen,  nur  von  n  abhängigen  Faktor  bedeutet,  hervorgeht. 
Wir  glauben,  hier  zur  Abkürzung  auf  den  gleichen,  für  Herrn itesche 
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Reduzierte  oder  niedrigste  Formen  im  vorigen  Kapitel  bewiesenen 
Umstand  zurückverweisen  zu  können,  da  die  Betrachtungen,  welche 
ihn  dort  festgestellt  haben,  auch  für  reduzierte  Formen  in  Gültigkeit 
bleiben j  indem  die  Substitutionen,  auf  denen  die  dortigen  Schlüsse 
beruhen,  Substitutionen  von  der  mit  Sj^  bezeichneten  Art  sind.  Wir 

setzen  aber,  an  Minkowskis  Arbeit  uns  näher  anschließend,  fortan 

1 
-j-  an  Stelle  von  A,^^,  die  Beziehung  also  in  die  Form 

(16)  ^>  K'  ^11(^22   -'    (^nn- 

Da  bekanntlich  (s.  Kap.  8,  Nr.  1) 

^  <  ^11^22   '"   <^nn 

ist,  muß  X^  <  1  sein. 

Dies  vorausgeschickt,    setze  man    die  reduzierte  Form  f  in  die 
Jacobische  Gestalt: 

(17)  ^a,j^,o!j  =  2i  Ix'  +  22I2'  +  •  •  •  +  <lX\ 
in  welcher 

ist.  Bezeichnet  man  mit  Di^  ^"'  J'j  die  aus  den  Reihen  \,  \. .  .\ 
und  den  Kolonnen  \^  \,  .  .  .,  Ä^  gebildete  Unterdeterminante  r^^"^  Gra- 
des von  JD  und  setzt  -^(12*)  =  A;  ^^  ^^^  ^^  jener  Formel 

und  für  ^  <  Ä 

(19)  f,  \l2...i-l,k) 

Pik  T). 

Die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  xf  zur  Rechten  und  Linken 
in  (17)  ergibt  zunächst  die  Beziehung 

(20)  a,,^q,. 

Ferner  ist  der  Nenner  des  Ausdrucks  (19)  die  Determinante  der  aus 
/* durch  Nullsetzen  der  Unbestimmten  ä?^^i,  ^^2^.2?  •  •  •?  ^«  hervorgehen- 
den, ebenfalls  —  wie  bemerkt  —  reduzierten  Form,  und  es  besteht 
daher  entsprechend  (16)  eine  Ungleichheit 

aus  welcher,  da  ähnlicherweise  mit  Rücksicht  auf  (7)  des  achten  Ka- 
pitels -^       ^ 

gefunden  wird, 

(21)  q,  >  K<^u 
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iiervorgeht,  während  der  Zähler  desselben  Ausdrucks  (19)  aus  il 
Gliedern  besteht,  deren  jedes,  unter  \,  \,  "-^h  irgendeine  Anordnung 
der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  i  verstanden,  von  der  Form 


in  Beachtung  der  Ungleichheiten  (13  a)  also  absolut  gewiß  ^|^  a^^  ci,^^'"  ^a 
ist.   Somit  findet  sich  aus  (19)  die  Ungleichheit 

{i  <  -k) 

Setzt  man  nun,  unter  |.  die  obigen  Ausdrücke  verstehend,  deren 
Koeffizienten  durch  diese  Ungleichheiten  beschränkt  sind,  für  jeden 
Wert  Ä  =  1,  2,  '  '  ',  n  die  folgenden  Bedingungen  fest : 

(23)  2J„^<1,..,A,|/<1 

(24)  ^^_il/_i  <  ~~j~  y    K-^'^k-2  <      4~~;  *  *  *?  K^^    <  "J;  h^i'^<Y^ 

so  ist  die  Anzahl  der  ihnen  etwa  genügenden  ganzzahligen  Wert- 
systeme x^j  x^f  '  .  ',  x^  jedenfalls  nur  endlich;  unter  ihnen  behalten 
wir  nur  diejenigen  Systeme 

bei,  in  denen  (?^^,  <?^,^i^ä,  •  . .;  ^^^k  ^^^^  gemeinsamen  Teiler  sind.  Zu 
den  zur  Reduktion  von  f  erforderlichen  Ungleichheiten  gehören 
dann  auch  die  entsprechenden  endlich  vielen: 

(25)  fip^j,,  (^2^;   •  •  •;   ^.^ J  y  ^kk' 

(fc  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

Es  kann  nun  gezeigt  werden,  daß,  wenn  sie  erfüllt  sind,  auch  die 
sämtlichen  unendlich  vielen  zur  Reduktion  erforderlichen  Un- 
gleichheiten (10)  stattfinden  müssen. 

In  der  Tat,  sei  jetzt  ä;^  ==*  5^^,  %  =  ^2^,  •  •  •,  i3?^  =  s^^  irgendein  ganz- 
zahliges Wertesystem,  für  welches  5;,^,  ^^^.i^;^;  .  .  .,  s^j^  ohne  gemein- 
samen Teiler  sind,  welches  aber  nicht  zu  den  eben  ausgesonderten 
endlich  vielen  gehört.  Dann  sind  für  dieses  System  x^,  x^^ .  .  .,  x^^  ent- 
weder alle  Ungleichheiten  (23)  erfüUt,  oder  es  findet  für  eine  Zahl 
Ä  der  Reihe  '^,  w  —  1,  •  •  •,  &  die  Ungleichheit 

also  wegen  (21)  ^        ^ 

<li^h  >  Hn>  ^kk 

statt.  In  diesem  Falle  folgt  dann  aber  aus  (17)  sogleich,  wie  behaup  - 
tet,  die  Ungleichheit  (10).  —  Im  ersteren  Falle  muß,  da  nach  Vor- 
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aussetzung  nicht  auch  aUe  Ungleichlieiten  (24)  erfüllt  sind,  für  einen 
ersten  Index  h  der  Reihe  /c—  1,  ;t  —  2,  •  •  •,  2,  1  die  Ungleichheit 

hk^^-^y     bzw.  2Ji^>-^, 
also  auch 

<lnin^\'(^hny     bzw.  ^J,^  >  ^ 

statthaben.   Dann  folgt  aus  (17) 

(26)  f{s^^,  s,,, .  .  •,  s,,)  ^^a,,+  g,,,g/  +  •  •  •  +  qX' 


Wenn  man  aber  das  System 
durch  das  andere 

ersetzt  und  die  ganzen  Zahlen  X-^y  x^^  •  •  •;  ^ä  ®^  wählt,  daß  die  neuen 
Linearformen  gj,  §3?  •  •  •;  ^ä  absolut  kleiner  ausfallen  als  |-,  so  erfüllt 
dieses  Wertsystem,  da  A.  <  1  ist,  gewiß  jetzt  sämtliche  Ungleichheiten 
(23)  und  (24),  gehört  also  zu  den  zuvor  ausgesonderten,  und  folg- 

andererseits  ist  für  das  neue  Wertsystem 


daher  wegen  (26) 

fißlkJ  ^2k1   '  '  ';  ^nk)  >  /(^l?    *  '  '7   ^A?  ^Ä  +  1,A?   '  *  *;   ^nk)  >  ^kk) 

d.  h.  die  Ungleichheiten  (10)  sind  wieder  erfüllt. 

Auf  solche  Weise  ist  also  in  der  Tat  erwiesen,  daß  die  Bedingungen 
für  eine  reduzierte  Form  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Ungleich- 
heiten auszusprechen  sind,  nämlich  außer  durch  die  Ungleichheiten 
(9),  (12  a)  und  (13  a)  durch  die  endliche  Menge  der  Ungleichheiten 
(25),  und  diese  sind  zudem  linear  in  bezug  auf  die  Koeffizienten  der 
Form,  genau,  wie  es  Minkowski  als  bedeutsam  bezeichnet  hat. 

Die  Ungleichheiten  (12a),  (13a)  zusammen  mit  der  Bedingung 

%^22-"^m.<r  -^ 

bezeigen  allein  schon,  daß  es  nur  eine  endliche  Anzahl  reduzierter 
ganzzahliger  Formen  mit  gegebener  Determinante  gibt,  und  führen 
aufs  neue  zu  dem  Satze,  daß  die  Anzahl  Klassen  äquivalenter 
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ganzzahliger  Formen  mit  einer  gegebenen  Determinante 
nur  endlich  ist. 

6.  Hiernacli  ist  das  Gebiet  B  der  reduzierten  Formen  identisch  mit 

dem  Gebiete  aller  Systeme  vod  v  =  -^-^-  ~   Zahlen 

welche  einer  endlichen  Anzahl  a  gewisser  linearer  Ungleichheiten 

(28)  2%-«*.-^0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  n.^  Genüge  leisten;  jedem  solchen 
Systeme  entspricht  eine  reduzierte  Form 

(29)  ,  f(x^,  X,,  .  •  .,  x.^)  -2  ^^u^^i^J 

und  umgekehrt.  Sind  die  Zahlen  a^^  ein  solches  System,  so  sind  es  auch 
für  jedes  i^  >  0  die  Zahlen  t  •  a.^y  d.  h.  mit  f{x^,  x^^  .  .  .^  xj  zugleich 
ist  auch  t '  f{x^y  x^f  .  .  .,  x^)  eine  reduzierte  Form.  Sind  ferner 
a.jj  a[^j  a^jj  .  .  .  mehrere  Systeme  jenes  Gebietes,  so  ist  auch  für  po- 
sitive t,  t',  i'\  .  .  .  das  System  i  •  a^^  +  i  •  d^^  +  i'  •  d[^  +  •  •  •  ein  Sy- 
stem des  Gebietes  mit  den  Formen 

«,y  hi  hJ 

und  ist  also  auch  der  Ausdruck 

eine  reduzierte  Form. 

Nach  Nr.  8  des  siebenten  Kapitels  gibt  es  ferner ,, äußerste  Lösungen^^ 
u^j  der  Ungleichheiten  (28),  für  welche  v  —  1  linear  unabhängige  von 
diesen  mit  dem  Gleichheitszeichen  erfüllt  werden;  sie  werden  durch 
die  gedachten  v  -—  1  Gleichungen  bis  auf  einen  positiven  Propor- 
tionalitätsfaktor eindeutig  bestimmt,  so  daß,  wenn  a^j  eine  solche 
Lösung  bezeichnet,  jedes  System  t  •  a^j  auch  eine  ist.  Die  Gesamtheit 
dieser  zusammengehörigen  äußersten  Lösungen  wurde  a.  a.  0.  als  eine 
Kante  des  gedachten  Raumes  oder  Gebietes  benannt.  Da  nun 
die  Verhältnisse  der  a^^zueinander  aus  jenen  Gleichungen  als  rationale 
Werte  gefunden  werden,  kann  t  so  gewählt  werden,  daß  das  System 
t '  a^j  aus  ganzen  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  besteht. 
Unter  den,  den  äußersten  Lösungen  derselben  Kante  zugehörigen  re- 
duzierten Formen  werde  die  speziell  dem  letztbezeichneten  Systeme 

Bachmann,  Zahlentheorie  IV 2  19 
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zugehörige  primitive  Form  als  die  der  Kante  entsprechende 
Kantenform  benannt,  deren  es  also  so  viele  gibt,  als  Kanten  des 
Raumes  B  vorhanden  sind;  ihre  bekanntlich  endliche  Anzahl  werde 
mit  ß,  sie  selbst  durch 

(30)  q>',  9",  .  . .,  9'<^' 

bezeichnet.  Die  äußersten  Lösungen  der  Ungleichheiten  (28),  welche 
die  entsprechenden  Kanten  bestimmen,  mögen 

(31)  a;,,  <,,..,  ag' 

heißen.  Aus  diesen  äußersten  Lösungen  erhält  man  aber  nach 
der  erwähnten  Stelle  sämtliche  Lösungen  a.^  der  Ungleichheiten 
(28)  durch  die  Formel 

(32)  «.■=^^.•^:^ 

7»=1 

wenn  in  derselben  die  Koeffizienten  Zj^  alle  nicht  negativen 
Werte  annehmen.  Dementsprechend  wird  man  sämtliche 
reduzierten  Formen  durch  die  Gleichung 

ß 
(33)  f^^.^.cp^^) 

h-i 

auf  gleiche  Weise  aus  den  Kantenformen  erhalten. 

Schließlich  sind,  wie  a.  a.  0.  ausgeführt  worden  ist,  von  den  das 
Gebiet  B  bestimmenden  Ungleichheiten  (28)  nur  diejenigen  als  wesent- 
lich beizubehalten,  welche  wir  dort  Wände  des  Gebietes  genannt 
haben:  diejenigen,  deren  links  stehende  Linearform  für  v  —  1  unab- 
hängige äußerste  Lösungen  verschwindet  und  somit  in  ihren  Koeffi- 
zienten bis  auf  einen  positiven  Proportionalitätsfaktor  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Wir  nennen  y  die  endliche  Anzahl  dieser  Wände  und  er- 
setzen die  Ungleichheiten  (28)  durch  die  folgenden,  die  Wände  cha- 
rakterisierenden, allein  wesentlichen  Ungleichheiten: 

(34)         2'^:^%•5o,  (Ä=i,2,...,y) 

(;,i=l,2,...,«) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten. 
Da  jede  der  Gleichungen 


a..  ^0 


eine  durch  den  Nullpunkt  des  Gebietes  Ä  gehende  „Ebene"  bedeutet, 

darf  man  als  Endergebnis  dieser  Betrachtungen  den  Satz  aussprechen: 

Das  reduzierte  Gebiet -Bist  ein  Kegel  oder  ein  pyramiden- 
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förmiger  Raum  mit  der  Spitze  im  Nullpunkt,  welcher  durch 
y  ebene  Wände  (34)  begrenzt  ist. 

7.  Sei  JD{f)  die  Determinante  der  reduzierten  Form  f.  Fügen  wir 
dann  den  die  Wände  des  reduzierten  Raumes  bestimmenden  Ungleich- 
heiten  die  Bedingung  hinzu,  daß 

Bin  -  c 

oder,  wie  lieber  gesagt  werden  soll,  daß 

(35)  "YDin^Yc^c 

sei,  so  durchsetzt  und  begrenzt  die  so  definierte  „Fläche^^  den  redu- 
zierten Raum  und  scheidet  aus  ihm  diejenigen  reduzierten  Formen 
aus,  deren  Determinante  gleich  C  ist.  Ist/"  eine  von  ihnen,  d.  h.  das 
System  a-j  ihrer  Koeffizienten  ein  Punkt  jener  Fläche,  so  ist  das 
System  t  •  a.j  ein  Punkt  der  Fläche 

wo  f  =^  t '  f,  d.  h.  die  neue  Fläche  ist  der  früheren  ähnlich  und  gegen 
den  Nullpunkt  ähnlich  gelegen.  Somit  wird  es  genügen,  diejenige 
Fläche  zu  betrachten,  deren  Gleichung 

(36)  yw)-i 

ist,  d.  h.  die  reduzierten  Formen  mit  der  Determinante  1. 

Sind  aber  f  und  g  zwei  solche  Formen  und  t  ein  Wert  zwischen 
0  und  1,  so  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß  die  Determinante  der  eben- 
falls reduzierten  Form 
(37)  ii-t).f+t.g, 

welche  A{t)  heiße,  größer  als  1  ist.  Denn  bekanntlich  können  f^g 
durch  eine  lineare  Substitution  mit  dem  Modul  1  gleichzeitig  in  die 
Gestalten 

übergeführt  werden,  wodurch  sich  (37)  in  eine  Form  verwandelt,  für 
deren  Determinante,  welche  gleich  A(t)  ist,  sich  der  Ausdruck 

ergibt.  Aus  ihm  findet  sich 

dt'  Wi  +  n^l-c.,);  *  •  •  W«  +  Hßn  -  «nV    ' 

da  dieser  Ausdruck  im  ganzen  Intervalle  0  bis  1  für  t  negativ  ist, 
würde  die  Kurve  w^logAit) 

19* 
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in  diesem  Intervalle  gegen  die  ^-Achse  konkav  sein,  die  Funktion  u 
also,  welche  an  den  Enden  des  Intervalls  verschwindet,  würde  inner- 
halb desselben  positiv  und  somit,  wie  behauptet,  A(j^)  >  1  sein. 

Die  Formen  (37)  oder  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  Ge- 
bietes B  aber  machen  die  Sehne  aus,  welche  die  Punkte  f^g  der 
Determinantenfläche  (36)  verbindet.  Demnach  kann  das  erhaltene  Er- 
gebnis folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Die  Determinantenfläche  D(f)  ==  1  ist  im  Gebiete  der  po- 
sitiven reduzierten  Formen  überall  gegen  den  Nullpunkt 
konvex. 

Zehntes  Kapitel. 

Vollkommene  und  Grenzformen. 

1.  Wir  haben  gesehen,  welche  Bedeutung  für  die  reduzierten  For- 
men dem  Minimal  werte  M  der  Klasse,  die  sie  repräsentieren,  zukommt. 

Faßt  man  nun  die  ganzzahligen  Werte  der  Unbestimmten,  mittels 
welcher  der  Minimal  wert  durch  eine  Form 

(1)  f-^<^ir^i^j 

(e,;=  1,  2,  ...,  70 

der  Klasse  dargestellt  wird,  ins  Auge,  so  wird  man  zu  ganz  neuen 
Betrachtungen  geführt,  die  eng  mit  dem  Probleme  der  Reduktion 
zusammenhängen,  und  die  wir  im  wesentlichen  Vor ono'i  verdanken.^) 
Seien  , 


(2) 


die  verschiedenen  Systeme  der  Unbestimmten,  mittels  welcher  M 
durch  f  dargestellt  wird,  wobei  wir  zwei  Systeme  nur  dann  als  ver- 
schieden bezeichnen,  wenn  das  eine  nicht  aus  den  entgegengesetzt 
genommenen  Werten  des  anderen  besteht,  denn  mit 

mj,  mg,  . .  .,  m^ 

bilden  ja  auch 

-  mj,  -  ^2,  .  .  .,  -  m^ 

eine  (nicht  wesentlich  davon  verschiedene)  Darstellung  von  M. 
Jedes  das  Minimum  M  darstellende  System  besteht  offenbar  aus 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler.  Man  erkennt  hieraus  zunächst,  daß 

1)  Voronoi,  Nouvelles  applications  des  parametres  continues  ä  la  theorie 
des  formes  quadratiques,  Journal  f.  reine  u.  angew.  Mathem.,  Bd.  133,  S.  97 — 178. 


[%;    ^2;     • 

■,^n 

%";    ^2";    • 

;  <' 

%">,'",. 

.,  m„"' 
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die  Anzahl  ^  der  verschiedenen  Darstellungen,  die^  wiebe- 
kanntj  nur  eine  endliche  sein  kann^  nicht  größer  als  2^—1: 

(3)  iLi  ^2^-1 

ist.    Zwei   wesentlich   verschiedene  Darstellungen  können  nämlich 
nicht  kongruent  sein  (mod.  2).    Denn,  wäre  die  eine 

die  andere 

m^  +  20^,     ^2 +  2^2;  •••;  ^^«  +  2^^, 
also 

f{m,,m^,  •  •  •;  mj=^  M 

fK  +  2^„  .  ■  .,  m,  +  2^J  =  Jf, 
so  ergäbe  sich  die  Gleichung 

aus  welcher 

also 

f(m,  +  %,  •  •  •,  '»n+  O  =  ^^  +  %  •  ^  +  ■  •  •  +  ^„  •  ä^f„  +  f^'^'  ■  ■  ■'  ^«)<  ^ 

hervorginge,  was  nicht  sein  kann.  Da  nun  die  Anzahl  (mod.  2)  nicht 
kongruenter  Systeme  m^,  m^,  .  ,  ,,m^  gleich  2%  das  aus  lauter  geraden 
Zahlen  bestehende  System  aber,  weil  es  den  gemeinsamen  Teiler  2 
hat,  auszuschließen  ist,  so  bleiben  höchstens  2^—1  Systeme  für  die 
darstellenden  Zahlen  m^,  mg,  .  .  .,  m,^  verfügbar. 
Sollen  andererseits  die  .it  Gleichungen 


(4)  ^a,,m;m;  =  M,  ^«,,«'  -  M,  ■  ■  ■'^a^^K'^^'l 


(^)^a.f'") 


M 


ausreichen,  die  v  =  ~—~~~^  Koeffizienten  a.j  der  Form  f  zu  bestim- 
men, so  muß 
(5)  ^^v 

sein.  Nehmen  wir  dies  an,  so  werden  die  ^  Gleichungen  (4)  die  Form 
f  eindeutig  bestimmen,  wenn  unter  ihnen  wenigstens  v  linear  vonein- 
ander unabhängige  vorhanden  sind.  Andernfalls  gibt  es  unendlich  viele 
verschiedene  Lösungen  a.^  des  Systems  (4)  von  Gleichungen  und  folg- 
lich unendlich  viele  Auflösungen  p.j  ^Pj^  der  Gleichungen 
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Ihnen  entsprechen  unendlich  viele  Formen 

{ij~  1,  2,  ...72) 

Wir  setzen  nun,  unter  q  einen  veränderlichen  Parameter  verstehend, 

(8)       ^(O?!,  X^,  •  •  .,  X^  =  f{x,,  X^,  •  •  •,  ^n)  +  ^  •  9>(^1.  ^2;  •  •  •;  O« 

Da  tf'  für  ^  =  0  die  positive  Form  f  ist  und  mit  q  zugleich  sich  stetig 
ändert,  wird  i/;  auch  in  nächster  Umgebung  von  ^  ==  0  positiv  blei- 
ben; damit  ^  aber  für  eine  jener  Formen  g?  eine  positive  Form  bleibe, 
muß  ^  auf  ein  Intervall  um  den  Nullpunkt  beschränkt  bleiben.  Ist 
sein  positiver  Teil  unbegrenzt,  was  geschähe,  wenn  9  stets  positiv 
bliebe,  so  ist  gewiß  der  negative  Teil  endlich;  wird  dann  aber  —  g? 
statt  9  gewählt,  was  der  Definition  dieser  Funktion  gemäß  geschehen 
kann,  so  wird  der  positive  Teil  des  gedachten  Intervalls  endlich.  Wir 
setzen  dies  also  für  die  gewählte  Funktion  9p  voraus  und  nennen  die- 
sen positiven  Teil  0  bis  r. 

Dann  wird  die  Form  f-{-r'(p  eine  solche  sein,  die  den  Wert  Null 
zuläßt  und  ihn  zum  Minimal  werte  hat,  und  die  ihn  darstellenden, 
nicht  sämtlich  verschwindenden  Werte  der  Unbestimmten  werden  die 
Gleichungen  erfüllen:       o/r  o 

dXi  dx.^  ^ 

{i  =  1,  2, , .  .,  n) 

woraus  folgt,  daß  die  Determinante  der  Form  f+r-q),  welche  A(r) 
heiße,  gleich  Null  ist.  Nennt  man  aber  A(^)  für  0  <  (>  <  r  die  De- 
terminante der  entsprechenden  positiven  Form  i^,  so  besteht  für  ihr 
Minimum  M{q)  dem  Herrn it eschen  Satze  zufolge  eine  Ungleichheit 

wo  [i^  eine  nur  von  n  abhängige  Größe  ist.  A{q)  verändert  sich  da- 
bei stetig  mit  q,  und  da  es  für  ^  =  r  Null,  für  9  =  0  gleich  der  De- 
terminante D  der  Form  f  ist,  gibt  es  ein  zwischen  0  und  r  liegendes 
Qj  für  das  A(q)  einen  beliebig  gegebenen  Wert  zwischen  Null  und 
D  annimmt,  also  auch  ein  q,  für  welches 

also  Jf(^)  <  M  wird;  d.  h.  es  besteht,  wenn  m^,  m^j  .  . .,  m^  die  das 
Minimum  M(q)  darstellenden  Werte  sind,  die  Ungleichheit 

Hiernach  kann  das  System  m^,  m^j  -  -  -j  '^n  ^^^ins  der  Systeme 
(2a)  (m;),  im!'),  . .  ,  (»«>>) 
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sein,  denn  für  jedes  von  diesen  ist  f=^M  und  zufolge  der  Grleicliungen  (6) 
9?  ==  0,  die  obige  Ungleichheit  also  nicht  erfüllt.  Demnach  muß 
f{m^y  m^j  .  .  .,  m^)  >  M^  also  9?  (m^^  mg,  . .  .;  m^)  <  0  und  folglich 

ein  positiver  Wert  <  ()  <  r  sein.  Nun  gibt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl ganzzahliger  Systeme  x^^x^y  -  •  -,  x^^  für  welche  der  Ausdruck 

—  (p{X^,X^,"',X.^) 

positiv  und  ^  q\  d.  h.  für  welche  die  positive  Form 

f{x^,  x^y  '  •  •,  xj  +  (>>K,  x^,  . .  .,  xj  ^  M 

ist.  Es  sei  n^^,  n^y  .  .  .,  ^«  ein  Wertsjstem/  für  welches  jener  Ausdruck 
seinen  kleinsten  Wert  annimmt,  und  q^  dieser  Wert,  so  daß  Qi^Q'<r 
ist.   Dann  ist 

f{X,,    X,,     .    •     .,    Xj     +    Q^    .     (fiX^y    X,,      '     •     -y     X^) 

eine  positive  Form  und 

ihr  Minimum;  denn,  gäbe  es  ein  ganzzahliges  Wertsystem  x^  x^y  -- -y  oo^y 
für  welches 

f(X^,X,y      .     .     .,      Xj     +     Q,     •      9(^1,    X^y     '",Xj<M 

wäre,  so  müßte  g?  [x^,  x^y  -  •  •,  x^^)  <  0  sein,  und  der  Ausdruck 

f(x^,x^,'",x^)  —  M 

wäre  positiv  und  kleiner  als  q^^  der  Bedeutung  dieses  Zeichens  zu- 
wider. Somit  ist  %,  ^2,  .  .  .;  ^n  ®i^^  Minimaldarstellung  für  jene  Form, 
ebenso  auch  jedes  der  Systeme  (2  a),  und  jene  ist  von  diesen  ver- 
schieden; denn,  wenn  q^  ==  ^',  so  darf  man  für  n^^  n^,  •  •  •;  ^?j  ^^^  ^7" 
stem  m^,  m^,  .  . .,  m^  wählen,  für  welches  die  Behauptung  schon  fest- 
steht; wäre  aber  q^  <  ^',  so  hätte  man 

vrährend  doch 

f(m^^^\  m^^^\  ' '  •,  m,/^>)  +  q  •  (p(m^^^\  m^^^\  •  •  •  m/^)  ==  M 

(/.  ^  1,  2,  .  . .,  li) 
ist. 

Sooft  also   eine  positive  Form  durch  ihre  MinimaldarsteUungen 
noch  nicht  eindeutig  bestimmt  wird,  kann  man  aus  ihr  eine  andere 
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herleiten,  die  außer  jenen  noch  eine  neue  besitzt.  Da  aber,  wie  ge- 
zeigt, die  Anzahl  der  möglichen  Minimaldarstellungen  der  Formen 
mit  *^  Unbestimmten  nie  größer  werden  kann  als  2" —  1,  so  muß 
man  endlich  auf  eine  Form  kommen,  die  durch  ihre  Mini- 
maldarstellungen eindeutig  bestimmt  ist. 

Jede  solche  Form  werde  nach  Vorono'is  Vorgang  eine 
Tollkommene  Form  genannt.  Es  gibt  also  vollkommeneFor- 
men  mit  jeder  Anzahl  n  yon  Unbestimmten. 

Man  bemerke,  daß  die  Minimaldarstellungen  (2a)  der  Form  /"auch 
das  Minimum  jeder  für  ^  >  0  positiven  Form  t  •  f  darstellen.  Somit 
wird  zugleich  mit  f  auch  t  -  f  eine  vollkommene  Form  sein. 
Zwei  solche,  einander  proportionale  Formen  werden  wir  als  nicht 
wesentlich  verschiedene  Formen  betrachten.  Um  sich  auf  wesent- 
lich yerschiedene  zu  beschränken,  genügt  es  offenbar,  nur  Formen 
mit  gleichem  Minimum  M  ins  Auge  zu  fassen. 

Die  Koeffizienten  a.j  einer  vollkommenen  Form  ergeben  sich  aus 
den  sie  bestimmenden  Gleichungen  (4),  in  denen  die  m/^  ganze  Zahlen 
sind,  unter  der  Gestalt  a-,  •  M,  wo  a.^  rational.  Ist  demnach  feine 

vollkommene  Form  und  Mihr  Minimum,  so  ist  -=^  eine  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten. 

2.  Ist  g  eine  mit  der  yoUkommenen  Form  f  äquivalente  Form  und 
8  eine  Substitution,  durch  welche  sie  in  f  übergeht,  so  entsprechen 
vermittels  dieser  den  Wertesystemen,  welche  das  Minimum  M  von  f 
darstellen,  ebenso  viele  Wertesysteme,  durch  welche  das  Minimum  von 
g,  welches  das  gleiche  ist,  dargestellt  wird.  Da  die  ersteren  aber  ein- 
deutig die  Form  f  bestimmen,  so  bestimmen  sie  und  mit  ihnen  die 
letztgedachten  Wertesysteme  auch  eindeutig  die  Form  g,  deren  Koef- 
fizienten mittels  S  als  lineare  Funktionen  derjenigen  von  f  gegeben 
sind.  Mit  anderen  Worten:  g,  d.  h.  jede  mit  einer  vollkommenen 
Form /*  äquivalente  Form  ist  auch  eine  vollkommene  Form. 

Man  kann  daher  sämtliche  vollkommenen  Formen  mit  n  Unbestimm- 
ten in  Klassen  untereinander  äquivalenter  Formen  verteilen,  und 
solche  Klassen  wesentlich  verschiedener  Formen,  d.i.Klas- 
sen  von  Formen  mit  gleichem  Minimum,  gibt  es  nur  eine 
endliche  Anzahl. 

Zum  Beweise  schicken  wir  zwei  andere  Tatsachen  voraus.  Zu- 
nächst können  bei  einer  vollkommenen  Form  f  nicht  alle 
aus  dem  Systeme: 

mg',     .  .  .,  m,; 

(2a)  l^^^i"'    ^^2'';    •••;  ^n 


i^^\  m^^'^  .  .  .,  m^^'^^'^ 
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ihrer  Minimaldarstellungen  gebildeten  w-reihigen  Deter- 
minanten verschwinden.  Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  also  auch 
für  jede  Zahl  h  der  Reihe  n,  n  +  1,  -  --,  ii  die  Determinante 


m., 


m. 


m^ 


so 


es  eine  Lösung  der  Gleichungen 


0 


woraus  sich  andere  Gleichungen  von  der  Form 


(9) 


m; 


('0    : 


ergäben;  diese  Gleichungen  sind  zunächst  nur  für  h  =  n^n  +  1,  •  •  •,  fi 
erhalten,     doch     gilt     ihre     allgemeine    Form    offenbar    auch    für 

Ä  =  1,  2;  •  •  •,  n  —  1.  Wählt  man  nun  v  =  ^iJ  Größen  p.j  =Pji,  für 

welche  die  Gleichungen  bestehen: 

(für  r,  s  ^  lj2j  '  '  ',  n—  1),  was  möglich  ist;  da  deren  Anzahl  der 

(n — l)n  _ 


Relation  p^j^^Pj^  zufolge  gleich 
sieht  auf  (9)  die  Beziehungen 


ist,  so  fänden  sich  mit  Rück- 


jP,.^w/*)m/*)  =  0, 


^ 


(Ä  =  1,  2, .  .  ,  ii) 

d.  h.  aUe  Gleichungen  (6)  wären  erfüllt,  die  Gleichungen  (4)  hätten 
statt  nur  einer  einzigen  unendlich  viele  Lösungen,  und  f  wäre  keine 
vollkommene  Form. 

Hieraus  folgert  man  leicht  weiter,  daß  die  sämtlichen 
^-reihigen  Determinanten  des  Systems  (2a),  welche  nicht 
verschwinden,  ihrem  absolutenWerte  nachunter  der  Grenze 
i^nf    verbleiben.   Sei  nämlich  etwa  die  Determinante 
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A  = 


m^^''\  m^^'^\  . .  .,  m^ 


(«) 


nicht  Null,  so  geht  die  Form  fipc^,  %, .  .  .,  x^  mit  dem    Minimal- 
-werte  M  und  der  Determinante  D  durch  die  Substitution 


^2  =  ^2'2/l   +  %"y2  +  •  •  •   +  ^>*S 


(^)^, 


in  eine  andere  Form 

f\yuy^r-,yn)-2<jyiy3 


hj 


mit  der  Determinante  D'  =  Z)A^  über,  und  man  findet 
Da  aber  bekanntlich 


ist,  ergibt  sich 


<1^22    •  •  •  <n  >  J5' 


also  in  Verbindung  mit  dem  Hermit eschen  Satze 


die  Ungleichheit 

oder 
(10) 


Setzt  man  mit  Her  mite  ii^  ==  y~\      ,  so  findet  man  insbesondere 


für  w  =  2 
für  ti  =  3 

fürn  ==  4 


|Ai<yi 

\M<{f)'' 

|A|<(I)'- 


Für  binäre  Formen  kann  also  |  A  |,  wenn  es  nicht  verschwindet,  nur 
gleich  1  sein,  und  es  muß  gleich  1  sein,  da  es  nicht  verschwinden 
kann;  denn  A  =  0  wäre  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 
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aus  welcher,  da  die  Minimaldarstellungen  Systeme  ganzer  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  m^'  «  +  m^',  m^'  =  +  m^^  die  beiden 
Darstellungen  also  nicht  wesentlich  verschieden  gefunden  würden. 

Für  ternäre  Formen  kann  |  A|,  wenn  es  nicht  verschwindet,  nur 
gleich  1;  für  quaternäre  Formen  dann  nur  1  oder  2  sein. 

3.  Um  nun  zu  beweisen,  daß  die  Anzahl  Klassen  äquivalenter  voll- 
kommener Formen  mit  gleichem  Minimum  nur  endlich  ist,  seien  f 
und  g  zwei  solche  Formen  und 


(11)  ^i-^^ii 


(i  ^  1,  2, . .  ,  n) 

die  unimodulare  Substitution,  welche  f  in  g  verwandelt.  Das  System 
(2  a)  der  Minimaldarstellungen  von  f  liefert  dann  dasjenige  der  Mini- 
maldarstellungen der  Form  g  durch  Formeln  der  Gestalt: 

n 

(12)  'w/*'=2'«.*-'**^*' 

&  =  1 

(i  ^  1,  2,  .  .  .,  w;  /.  =  1,  2,  .  .  .,  ^). 
Ordnet  man  nun  der  Form  f  das  System  der  Linearformen 

n 

»•=1 

(Ä  =  1,  2,  .  .  .,  ii) 
und  ebenso  der  Form^  das  System  der  Linearformen 

n 

(Ä  =  l,2,..,,t) 
zu,  SO  folgt  aus  den  Beziehungen  (12) 

n 

i,k  Ä  =  1 

wenn  ^ 

(13)  2/*  =2^^-^^^^ 

gesetzt  wird.  Geht  also  die  vollkommene  Form  f  durch  die  (unimo- 
dulare) Substitution  (11)  in  eine  (äquivalente)  Form  g  über,  so  geht 
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das  der  letzteren  zugeordnete  System  von  Linearformen  durch  die 
Substitution  (13)  in  das  der  ersteren  zugeordnete  System  von  Linear- 
formen über,  und  offenbar  auch  umgekehrt.  Jeder  Klasse  vollkomme- 
ner Formen  entspricht  so  also  eine  Klasse  äquivalenter  Systeme  vou 
ihnen  zugeordneten  Linearformen,  und  umgekehrt  der  letzteren  eine 
Klasse  vollkommener  Formen  mit  einem  gegebenen  Minimum. 
Dies  vorausgeschickt,  sei  etwa 


A- 


"2^ 
<1 


m^^^\  m^^^\ 


,  mj'«) 


eine  der  von  Null  verschiedenen  n-reihigen  Determinanten  des  Schemas 
(2  a).  Betrachtet  man  die  Gleichungen 

n  n  n 

t=l  1-1  i=l 

als  eine  Substitution,  deren  Modul  jene  Determinante  ist,  so  gibt  es 
eine  unimodulare  Substitution  (11);  welche  mit  jener  zusammenge- 
setzt ihre  rechten  Seiten  in  die  Gestalt 


(14) 


PiVi^---   +Pn'yn 


\ 


Pr^^^Vn 


Überführt,  wobei  die  ganzzahligen  Koeffizienten  den  Ungleichheiten 

(*  =  1,  2,  •  • .,  n) 
unterworfen  sind^);  zudem  ist 

Bei  dieser  Substitution  (11)  verwandelt  sich  also  das  System  der 
Linearformen  M^'^\  M^'^\  •  •  •,  Jf^^  in  ein  äquivalentes  System 

dessen  erste  n  Glieder  durch  die  Ausdrücke  (14)  gegeben  werden, 
also  bestimmt  begrenzte  Koeffizienten  haben.  Ist  aber  N^^^  eine  be- 
liebige der  übrigen  Formen  jV^^^^^,  •  •  •,  N^^'\  so  ist  die  Determinante 


der  n  Formen 


1)  Vgl.  Kap.  5,  Nr.  2  und  Kap,  6,  Nr.  3. 
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eine  in  den  Koeffizienten  von  N^^'^  lineare  Form,  deren  Koeffizienten 
als  ganze  Funktionen  von  denjenigen  der  Formen  N^^\  .  . .,  N^"^^  be- 
stimmt begrenzte  Werte  haben,  und  deren  Wert  selbst  absolut  kleiner 
ist  als  (/^J''''^  Dasselbe  gilt  aber  auch  für  alle  Determinanten,  welche 
den  Formen  j^{i)  jy>(Ä)  ^  ^  ^  ]S[{n-i)  jy(n) 


zugehören;  man  erhält  also  für  die  n  Koeffizienten  von  N^^^  ebenso- 
viele  Ungleichheiten  mit  bestimmt  begrenzten  Koeffizienten,  durch 
welche  jene  Koeffizienten  selbst  in  bestimmte  Grenzen  gewiesen 
werden. 

Daraus  geht  hervor,  daß  in  jeder  Klasse  von  einer  vollkommenen 
Form  zugeordneten  Linearformen  sich  ein  solches  System  befindet, 
dessen  Koeffizienten  ganze  in  bestimmte  Grenzen  beschränkte  Zahlen 
sind;  da  es  derartiger  Systeme  nur  eine  endliche  Anzahl  geben  kann, 
so  ist  die  Anzahl  nicht  äquivalenter  Systeme  und  mit  ihr  auch  die 
Anzahl  der  Klassen  äquivalenter  vollkommener  Formen  mit  gegebenem 
Minimum  nur  eine  endliche,  w.  z.  b.  w.  — 

4.  Zu  jeder  vollkommenen  Form  f  bilden  wir  nun  aus  den 
ihr  zugeordneten  Linearformen  M^^\  M^^\  .  .  .,  M^f-'^  die  Ge- 
samtheit E  aller  positiven  Formen  der  folgenden  Gestalt: 

(15)  /■=2'«.v^*^.-=2'«'^-(^'")^ 

t,  ;•  /j  =  1 

worin  die  Koeffizienten  Q^^O  gedacht  sind.  Diese  Gesamtheit 
ist  ein  Teilgebiet  des  Gebietes  A  aller  positiven  Formen  mit  n 
Unbestimmten,  das  durch  die  unendlich  vielen  Ungleichheiten 

^a,jX,Xj  ^  0 

für  alle  ganzzahligen  Systeme  (x^)  bestimmt  wird,  und  die  Systeme 

der  V  =  -^-'Y' —  Koeffizienten  o^.^-  bilden  eine  Mannigfaltigkeit  von 

derselben  Dimension  v  wie  Ä.  Denn  andernfalls  müßte  eine  ge- 
wisse lineare  Beziehung       -^^ 

für  sämtliche  jener  Systeme,  also  auch  für  die  Koeffizienten  der 
Formen 

(16)  {My,{My,...,{M(^^)y 
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erfüllt  sein,  und  demnacli  erhielte  man  die  Gleichungen 

Qi  «  1,  2,  .  .  .,  ^) 

die  doch  mit  der  Annahme,  daß  f  eine  vollkommene  Form  sei,  nicht 
verträglich  sind. 

Vergleicht  man  die  Formel  (15)  mit  (48)  in  Kap.  7,  so  erkennt 
man,  daß  die  Formen  (16)  den  „äußersten  Lösungen^'  entsprechen 
und  als  solche  die  ft  verschiedenen  Kanten  des  Raumes  R  aller 
Formen  /'  bestimmen.  Da  ihre  Anzahl  nur  endlich  ist,  so  ist  es  auch 
die  Anzahl  der  Wände  SS^C^  ==  1;  2,  •  •  •,  A)  dieses  Raumes,  deren 
jede  durch  eine  gewisse  Gleichung 

(17)  W.^^ii^-a^^^O 

charakterisiert  ist;  die  Wand  2S;^  wird  nämlich  durch  alle  diejenigen 
Punkte  aij  des  Raumes  B  gebildet,  welche  diese  Gleichung  erfüllen, 
während  zugleich  für  h^lc 

ist.  Der  gesamte  Raum  R  aber  besteht  aus  den  Punkten  a,.y,  für 
welche  die  A  Ungleichheiten 

(18)  W,^0,     W,^0,.-;  W,^0 

erfüUt  sind.  Da  die  Gleichung  (17)  den  Sätzen  in  Nr.  9  und  10  des 
siebenten  Kapitels  gemäß  durch  v  —  1  unabhängige  äußerste  Lösun- 
gen bestimmt  ist,  wird  die  Gesamtheit  ihrer  Lösungen  oder  Formen 
die  folgende  sein: 

(19)  /.=29*.-(^"*)'' 

worin  der  Index  hj.  nur  einen  Teil  der  Reihe  1,  2,  ,  .  .,  |u.  anzunehmen 
hat,  Q^    aber  nicht  negativ  ist. 

Die  Gesamtheit  der  Formen,  für  welche  mehr  als  eine  Gleichung 
Wj^  =  0  erfüUt  ist,  möge  zam  Unterschiede  von  den  bisher  gedachten 
Wänden,  welche  einfach  heißen  mögen,  eine  mehrfache  Wand 
genannt  werden.  Sie  wird  ebenfalls  durch  eine  Formel  von  der  Ge- 
stalt (19)  gegeben  sein,  nur  daß  die  Anzahl  der  darin  auftretenden 
M^^^  eine  andere  sein  wird. 

Einer  vollkommenen  Form  /",  welche  mit  f  äquivalent  ist,  kann 
in  gleicher  Weise  ein  Gebiet  R'  von  Formen 


f'-2^'> 


^x,x,^^9aN'''f 


i,  j  h  = 
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zugeordnet  werden.  Da,  wenn  /'  durch  die  unimodulare  Substitution 
(11)  in  /*'  übergeht,  das  System  der  zu  /*'  zugeordneten  Linearformen 
sich  durch  die  ebenfalls  unimodulare  Substitution  (13)  in  das  System 
der  zu  f  zugeordneten  Linearformen  verwandelt,  so  gehen  durch  diese 
Substitution  auch  die  einzelnen  Formen  /"  in  die  äquivalenten  ent- 
sprechenden Formen  /"über,  und  daher  dürfen  auch  die  Gebiete  B,  B' 
als  einander  äquivalent  benannt  werden. 

Seien  jetzt  f  und  f  zwei  beliebige  wesentlich  verschiedene  voll- 
kommene Formen,  nämlich  Formen  mit  dem  gleichen  Minimum  M 
und  U,  JR'  die  ihnen  zugeordneten  Gebiete.  Seien  dann  SB,  SB'  irgend- 
zwei  Wände  von  jR,  jB'  bzw.,  deren  jede  einfach  oder  beliebig  mehr- 
fach sein  darf,  jene  etwa  die  Gesamtheit  der  Formen 

a 
A=  1 

diese  die  Gesamtheit  der  Formen 

mit  nicht  negativen  Qj^y  bzw.  ^/.  Endlich  werde  unter  einer  inneren 
Form  einer  dieser  Gesamtheiten  eine  solche  verstanden,  bei  der  die 
Qj^  bzw.  Qj^  sämtlich  positiv  sind.  Dann  gilt  der  Satz: 

Haben  die  beiden  Wände  äB,  SB'  eine  innere  Form  gemein- 
sam, so  fallen  sie  miteinander  zusammen. 

In  der  Tat,  definieren  wir  ein  Symbol  {f,  f)  durch  die  Gleichung 

so  ist  insbesondere 
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Daraus  folgen  für  Formen  f,  f  jener  beiden  Wände  die  Beziehungen 


\f,  f)  -  (/■',  f)  =2  9.  •  (A  (^'"')')  -2  p'.  •  (^''  (^^"')')  ^  0 


Sind  also  f,f'  eine  beiden  Wänden  gemeinsame  innere  Form, 
so  stimmen  die  linken  Seiten  dieser  Ungleichheiten  überein,  die 
Differenzen  zur  Eechten  müssen  also  gleich  Null  sein,  was,  da  die 
9h)  9h  positive  Größen  sind,  nicht  anders  geschehen  kann,  als  wenn 

(f,  (Jf (*))^)  =  if,  (MC^f) 

[f,  (N^">'))  =  {f,  (NWf), 
also 

ist.  Diese  Grleichungen  aber  besagen,  daß  die  Linearformen  JVW  für 
Ä  =  1,  2,  .  .  .,  r  zu  den  der  Form  f  zugeordneten  ^  Linearformen 
M^^'\  und  die  M^^^  für  ä  ==  1,  2,  ...,(?  zu  den  der  Form  f  zugeord- 
neten ft'  Linearformen  JV^^^  gehören.  Nun  ist  die  Wand  SS  charak- 
terisiert durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen  von  der  Form: 

denen  die  Koeffizienten  der  in  ihr  befindlichen  Formen  zu  genügen 
haben.  Da  zu  letzteren  nach  Voraussetzung  die  Form  /"  zählt,  er- 
gibt sich  die  Beziehung 

t 

woraus,  da  die  9/  >  0  sind  und  die  Summe 

weil,  wie  schon  gezeigt,  die  N^^^  für  Ä  ==  1,  2,  •  •  ■,  r  zu  den  M^^*^  ge- 
hören, der  Bedeutung  von  SB  als  einer  Wand  von  i?  zufolge  nicht  ne- 
gativ sein  kann,  '^rr 

2!Pii  ■  w/">w/)  =  0 

hervorgeht;  d.  h.,  die  r  Linearformen  N^^^  gehören  zu  denjenigen 
€  Linearformen  M^^\  welche  die  Wand  SB  —  und  in  gleicher  Weise 
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die  6  letztern  Linearformen  zu  denjenigen  r  Linearformen  iV^''),  welche 
die  Wand  SB'  —  charakterisieren;  demnach  ist  ^=r  und  stimmen  jene 
Linearformen  mit  diesen  überein,  und  die  beiden  Wände  fallen  zu- 
sammen. 

Insbesondere  erkennt  man,  wenn  ö=/i,  t=^'  gedacht  wird,  d.  h.  statt 
der  Wände  die  Gebiete  jR,  R'  selbst  genommen  werden,  daß  diese 
beiden  Gebiete  sich  decken  müssen,  wenn  sie  eine  innere 
Form  gemeinsam  haben.  Da  nun  eine  Form,  die  zu  beiden  Ge- 
bieten gehört,  entweder  eine  innere  Form  eines  derselben  oder  irgend- 
einer seiner  einfachen  oder  mehrfachen  Wände  sein  muß,  so  leuchtet 
ein,  daß  die  zwei  verschiedenen  yollkommenen  Formen  zugeordneten 
Gebiete  J?,  B'  entweder  getrennt  sein  oder  einander  längs  einer 
ihnen  gemeinsamen  (einfachen  oder  mehrfachen)  Wand  „anliegen" 
müssen. 

Im  folgenden  yerstehen  wir  nun  unter  „Wand"  wieder  eine  ein- 
fache Wand.    Dann  gilt  folgender  Satz : 

5.  An  jeder  Wand  von  R  liegt  höchstens  nur  ein  ganz  be- 
stimmtes anderes  Gebiet  R'  an.    um  dies  zu  beweisen,  seien 

h  i  h  3 

zwei  vollkommene  Formen  mit  gleichem  Minimum  M,  deren  zuge- 
ordnete Gebiete  RjB'  sind,  und  SB  eine  Wand,  an  der  diese  Gebiete 
einander  anliegen.   Sie  sei  charakterisiert  durch  die  Gleichung 

h  J 
und  enthalte  die  Formen 

er 

h  =  i 
so  daß  die  Gleichungen 

(20)  2^,^  •  mpm.w  =  0, 

erfüUt  und  durch  sie  die  Koeffizienten  p^j  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  eindeutig  bestimmt  sind.  Da  die  Wand  auch  R'  angehört,  so 
stimmen  ö  Minimaldarstellungen  n^^^\  n^^^'\  .  .  .,  nj^^^  der  Form  f  mit 
den  MinimaldarsteUungen  m/^),  Mg^^^,  .  .  .,  mj^^  der  Form  /*  überein; 
man  erhält  daher  die  Gleichungen 

(/*  =  1,   2,   •  •  ;  <J) 
Bachmann,  Zahlentheorie  IV 2  20 
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also  für  dieselben  Werte  von  Ji 


(a;,-%)«j/*^»»/)  =  0, 


woraus  wegen  (20) 

(21)  a'ij  -  ('ij  -  Q  ■  Pw 
mithin,  wenn^) 

(22)  ^Pij^iXj  -t{Xi,  «2,  •  •  •,  «J 
gesetzt  wird,  die  Beziehung 

(23)  f'^f+g-i, 

hervorgeht.  Ist  aber  h  ein  Index  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  /t,  der  nicht  zur 
Reihe  Ij  2,  , , .,  6  gehört,  so  ist,  wenn 


■  '^l^^\   ^2  =  '^2'^\   ■  •  >  ^n  =  "^n^^ 


gesetzt  wird,  /"=-  itf,  f>M  und,  da  dann  (ilf(^*))2  der  Wand  SB  nicht 
angehört,  ^  positiv;  weil  q  nicht  NuU  sein  kann,  da  zufolge  (21) 
sonst  a'.j  ==  a^jy  die  Formen  /",  f  also  nicht  verschieden  wären,  muß 
Q  wegen  (23)  positiv  sein.  Andererseits  ergibt  sich  aus  (23),  wenn 
zur  Abkürzung  f(x^  für  f{x^jX^,  .  .  .,  x,^  geschrieben  wird, 

wo  für  jeden  Wert  des  Index  h  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  iiy  der  nicht 
zu  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  (?  gehört,  /^(w/^))  >  M,  also,  da  /"(n/^))  =  M 
ist,  ^(w/^))  negativ  sein  muß.  Der  positive  Wert 


muß  aber  der  kleinste  W^ert  sein,  welchen  der  Ausdruck 


welcl 


für  solche  ganzzahlige  x-,  bei  denen  'il^ix^  <  0  ist,  annehmen  kann ; 
denn,  gäbe  es  ein  derartiges  Wertesystem  x^,  x^,  .  .  .,  x^,  für  welche» 
er  kleiner  würde  als  q,  so  würde  dafür 

was  nicht  sein  kann.  Hiernach  ist  der  Wert  q  in  der  Formel  (23) 
ein  vöUig  eindeutig  bestimmter;  es  gibt  also  höchstens  nur  eine  voll- 


1)  Da  die  Gleichung  für  W  zwischen  den  v  =  ^^^J^-^  Größen  a  .  =  a . . 
stattfindet,  ist  darin  P^j^^P..  zu  denken. 
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kommene  Form  f  mit  dem  Minimum  M,  deren  zugeordnetes  Gebiet 
längs  der  Wand  333  an  JJ  anliegend  ist^  d.  h.  nur  ein  so  an  B  anlie- 
gendes Gebiet  B',  w.  z.  b.  w.  — 

5a.  An  jeder  Wand  des  der  vollkommenen  Form  f  zuge- 
geordneten  Gebietes  B  liegt  aber  auch  stets  das  Gebiet 
B'  einer  anderen  vollkommenen  Form  an. 

Zum  Beweise  beginnen  wir  mit  einer  allgemeinen  Bemerkung.  Sei 
fipo^j  x^, . .  .j  x„)  eine  positive  quadratische  Form  und  auch  ^  (oo^,  x^j . . . ,  x^ 
eine  gegebene  quadratische  Form.  Für  hinreichend  kleine  Werte  von 
Q  ist  dann  auch  die  Form 

noch  positiv  und  hat  daher  einen  Minimalwert  M\  Wenn  nun 
m^i,  ^2,  .  .  .,  m^  oder  kurz  (m^)  eine  Darstellung  des  Minimalwertes 
von  /*  ist,  so  hat  man  jedenfalls 

wo  6  zugleich  mit'  q  beliebig  klein  wird.  Ist  aber  (m/)  eine  Dar- 
stellung des  Minimalwertes  M\  so  ergibt  sich 

M'  ==  f\m:)  +  ö'  =  f{m;)  +  (?  +  (ö'  ^  6)^ 

wo  auch  a'  und  a'  —  ö  zugleich  mit  q  beliebig  klein  ist.  Wäre  nun 
f{m'-)  nicht  der  Minimalwert  M  von  /*,  so  wäre  f{ml)  +  6  um  eine 
endliche  Größe  größer  als  M  +  6  und  daher  auch  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  für  hinreichend  kleines  q  noch  größer  als  Jf  +  (?,  was 
der  obigen  Ungleichheit  widerspricht.  Daraus  folgt:  Bei  hinreichend 
kleinem  q  findet  sich  jede  Minimaldarstellung  der  Form  f 
unter  denjenigen  der  Form  f.  —  Sind  die  Minima  M,  M'  beider 
Formen  einander  gleich,  so  muß  nach  der  Beziehung 

r  «)=/'«)  + ^  •  ^«) 

und  wegen  M'  =  f\ml)  =  M  =  f(nt.')  die  Form  ip{m-)  =  0  sein, 
also  für  jede  Minimaldarstellung  der  Form  f  verschwinden;  und  um- 
gekehrt gibt  jede  Minimaldarstellung  (m/)  der  Form  f,  für  welche 
^(m/)  verschwindet,  f{m!)  ==  f{m!)  ~  Jf  ==  M\  also  eine  Minimal- 
darstellung der  Form /".  Für  hinreichend  kleine  ^  stimmen  also 
die  Minimaldarstellungen  von  /",  wenn  dann  die  Minima  der 
Formen  /*,  f'  einander  gleich  sind,  mit  denjenigen  Minimal- 
darstellungen von  /"  überein,  für  welche  ^  verschwindet. 

Dies  vorausgeschickt,  bedeute  jetzt  die  Form  ^  wieder  dieselbe 
Form  wie  in  voriger  Nummer  und  q  einen  hinreichend  kleinen  po- 
sitiven Wert.   Dann  sind  die  beiden  Formen 

20* 
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nocli  positive  Formen.  Es  gibt  daher  nur  endlicli  viele  ganzzahlige^ 
von  lauter  Nullen  verschiedene  Systeme  oc^^oß^^  ^  -  -,  x^j  für  welche 
/i  <  Mj  und  ebenfalls  nur  endlich  viele  solche,  für  welche  f^<iM 
ist,  unter  M  das  Minimum  der  Form  f  verstanden.  Aber  es  gibt 
auch  wirklich  ein  solches  System,  für  das  wenigstens  eine  dieser 
beiden  Ungleichheiten  erfüllt  ist.  Denn  andernfalls  hätten  beide 
Formen  f^y  f^  den  Minimalwert  M^  den  sie  für  jedes  der  ö'  in  voriger 
Nr.  betrachteten  Wertsysteme  m^^^\  m^^^''\  .  .  .,  inJ-^\  für  welche  f  Null 
würde,  erreichen.  Infolge  des  letzten  Satzes  stimmten  daher  ihre 
Minimaldarstellungen  mit  den  letzteren  Systemen  überein.  Bezeichnet 
deshalb  m^,  m^,  .  .  ,,  m^  eine  der  nicht  zu  jenen  Systemen  gehörigen 
Minimaldarstellungen  von  f\  so  müßten 

/;(m.)=-  M  +  Qi^{m^ 

beide  größer  als  M  sein,  was  doch,  wenn  es  für  die  eine  Form  zu- 
trifft, nicht  auch  für  die  andere  zutreffen  kann* 

Sei  nun  etwa  fiipc^jX^,  .  .  .,  ^J  diejenige  der  beiden  Formen^),  für 
welche  es  ganzzahlige,  von  lauter  Nullen  verschiedene  Systeme 
x^,  x^j  .  .  .,  x^^  gibt,  die  der  Ungleichheit 

genügen,  für  welche  also,  da  f  stets  ^  31  ist,  i^  negativ  und 

sein  muß.  Unter  diesen  endlich  vielen  Systemen  sei  dann  (x^)  ein 
solches,  für  welches  der  Ausdruck  in  vorstehender  Ungleichheit  einen 
kleinsten  positiven  Wert  q^  erhält.    Dann  ist 

eine  positive  Form,  da  0  <  ^^  <  ^  ist,  und  sie  hat  den  gleichen  Mi- 
nimalwert M  wie  fy  da  sie  diesen  Wert  für  diejenigen  Minimaldar- 
stellüDgen  (m/^^)  der  letzteren  Form,  durch  welche  tl)  bis  auf  einen 
Faktor  eindeutig  bestimmt  wird,  annimmt  und  nicht  kleiner  werden 
kann  als  iüf ,  weil  sonst  für  das  entsprechende  Wertesystem  {x^  sich 

fände.  Da  ferner  f{x^  gegeben  und  q^  -ti^i)  durch  die  erwähnten 
Minimaldarstellungen  (m/^^),  die  auch  diejenigen  von /*'(^^.)  sind,  ein- 

1)  Diese  Annahme  darf  man  machen,  da  man  sonst  die  Form  ip  durch  -—  ip 
ersetzen  dürfte. 
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deutig  bestimmt  ist,  so  ist  es  durch  dieselben  auch  die  Form  f{x^'^ 
sie  ist  also  gewiß  eine  yollkommene  Form,  und  das  ihr  zugeordnete  Ge- 
biet K  liegt  mit  der  Wand  SB  an  i?  an,  da  die  gedachten  Minimal- 
darstellungen  von  f{x^  die  Gleichungen  (20)  erfüllen. 

6.  Auf  diesen  Betrachtungen  beruht  nun  eine  Einteilung  des  ge- 
samten Gebietes  A  der  positiven  quadratischen  Formen  mit  n  Unbe- 
stimmten in  Teilräume  ganz  ähnlich  derjenigen  in  den  reduzierten 
Raum  und  seine  äquivalenten  Kammern  und  doch  durchaus  von  ihr 
verschieden.  Man  denke  sich  nämlich  sämtliche  vollkommene  Formen 
/?  fi  f\  •  •  •  ^i^  demselben  Minimum  M  und  bilde-  alle  ihnen  zuge- 
ordneten Gebiete  B,  It\  B",  .  .  .,  die  lauter  positive  Formen  enthalten. 
Es  steht  bereits  fest,  daß  sie  nicht  ineinander  eindringen,  sondern 
höchstens  zu  zweien  in  einer  gemeinsamen  Wand  aneinanderstoßen 
können.  Nun  läßt  sich  zeigen,  daß  jede  positive  Form 

(24)  F(X,)=2X--^.-^. 

einem  der  Gebiete  iJ,  B\  B",  .  . .  angehören  muß. 

In  der  Tat,  gehört  dieser  Ausdruck  nicht  zum  Gebiete  iJ,  welches 
durch  die  l  Wände  S28j ,  SBg ,  .  .  .,  353;^  bestimmt  ist,  so  werden  seine 
Koeffizienten  A-^  wenigstens  eine  der  ihnen  entsprechenden  Ungleich- 
heiten (18)  nicht  erfüllen,  d.  h.  es  wird  etwa 

(25)  W,^^p:,-A,,<(i 

sein.  Sei  nun  E'  das  an  JB  längs  der  Wand  3Si  anliegende  Gebiet 
und  f  die  vollkommene  Form,  der  es  zugeordnet  ist,  so  besteht  bei 
positivem  q,  wie  in  voriger  Nr.  gezeigt,  die  Beziehung 

f''=f+Q-i'', 
wenn 

gedacht  wird.    Daraus  folgt  für  das  in  jener  Nr.  eingeführte  Symbol 

die  Gleicliung  (F/')  =^  {F,  f)  +  ^  .  {F,  t'l 

d.  h. 

also  wegen  (25) 


2^ir<-j<2^ij'^ij^ 


Gehört  nun  der  Ausdruck  F  auch  nicht  zu  J?',  so  gelangt  man  durch; 
die  gleiche  Betrachtung  für  die  vollkommene  Form  f\  deren  zuge- 
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ordnetes  Gebiet  J?"  an  einer  gewissen  Wand  von  JJ'  anliegt,  zu  der 
entsprechenden  Ungleichheit 

usw.  Ein  solcher  Fortgang  ist  aber  nicht  unbegrenzt  möglich.  Denn 
erstens  sind  die  hier  auftretenden  Summen  positiv.  In  der  Tat  geht 
die  Form  F  durch  eine  unimodulare  algebraische  Substitution  in  die 

Gestalt  g.,y,'  +  q,y,'  + ■■■-{■  %y: 


mit  lauter  positiven  Koeffizienten  q^  über;  ist 

n 
k=l 

(i  ^  1,  2,  ■  •  ■,  n) 

die  umgekehrte  Substitution,  so  verwandelt  sich  die  Summe^^  A^^  -  a.^ 
in  die  andere:  »>> 


^li-mah 


wo  beide  Faktoren  des  allgemeinen  Gliedes  positiv  sind.  Zweitens 
kann  eine  Ungleichheit 

mit  beliebig  kleinem  g  nicht  bestehen.  Denn  aus  ihr  würden  zu- 
nächst die  Ungleichheiten 

o</-a,)<f, 

Vi« 

{i  =  1,  2,  . .  ,  n) 

d.  h.  die  sämtlichen  ({l^^  als  beliebig  kleine  Größen  hervorgehen. 
Diese  Ausdrücke  sind  aber  die  Hauptkoeffizienten  einer  Form,  in 
welche  die  Form  f  durch  die  unimodulare  algebraische  Substitution 


Vk 


übergeht;  ihr  Produkt  wäre  beliebig  klein  und  müßte  doch  größer 
sein  als  die  Determinante  dieser  Form,  d.  h.  als  die  Determinante  der 
Form  /;  Die  Determinante  einer  Form  mit  gegebenem  Minimum  M 
kann  aber  nach  der  Hermiteschen  Ungleichheit  M  <C  ^^'  VD  nicht 
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beliebig  klein  sein.  —  Hiernacb.  können  wir  den  Satz  aussprechen :  Die 
Gesamtheit  (J?)  der  den  sämtlichen  vollkommenen  Formen 
mit  gleichem  Minimum  zugeordneten  Gebiete  B  erfüllt  den 
ganzenRaum^  der  positivenFormen  einfach  und  lückenlos. 
7.  Darauf  läßt  sich  nun  eine  neue  Art  der  Reduktion  po- 
sitiver quadratischer  Formen  begründen.  Man  denke  sich  die 
zu  den  sämtlichen  vollkommenen  Formen  mit  gleichem  Minimum  zu- 
geordneten Gebiete  B  in  Xlassen  äquivalenter  Gebiete  verteilt  und 
diese  Klassen  durch  irgendwelche  ihnen  angehörige  Gebiete  repräsen- 
tiert. Da  die  Anzahl  dieser  Klassen  ebenso  groß  ist  wie  die  der  ge- 
dachten vollkommenen  Formklassen,  so  ist  sie  endlich,  und  die  sie 
repräsentierenden  Gebiete  seien 

(26)  B,  B„  E„  . . .,  B,. 

Taxi  einem  Repräsentantensysteme  dieser  Art  gelangt  man 
folgendermaßen.  Mit  einem  beliebig  gewählten  Gebiete  B  stelle  man 
alle  ihm  anliegenden  Gebiete  in  eine  Reihe: 

(S)  Bj  B^j  B^,  •  • ',  -K^, 

alle  diesen  Gebieten  anliegenden  und  von  ihnen  verschiedenen  Ge- 
biete in  eine  neue  Reihe  (S'),  dann  wieder  alle  den  letzteren  anliegen- 
den und  von  ihnen  verschiedenen  Gebiete  in  eine  Reihe  (/S");  usw. 
Durch  diese  Reihen  hindurch  kann  man  von  B  aus  zu  jedem  gegebenen 
Gebiete  B^  gelangen,  denn  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  irgend- 
eine in  B^  enthaltene  Form  F  zu  wählen  und  dann  mit  bezug  auf  B 
und  F  wie  in  voriger  Nr.  zu  verfahren.  Werden  nun  aber  von  den 
Gebieten  (S)  nur  diejenigen  beibehalten,  die  nicht  untereinander  äqui- 
valent sind,  diesen  dann  nur  diejenigen  Gebiete  (ä')  hinzugefügt,  die 
weder  untereinander  noch  mit  einem  der  Gebiete  (S)  äquivalent  sind, 
ihnen  dann  wieder  nur  diejenigen  Gebiete  (S")  angereiht,  die  weder 
untereinander  noch  mit  Gebieten  (S)  oder  {S')  äquivalent  sind,  usw., 
so  gelangt  man,  da  die  Anzahl  nicht  äquivalenter  Gebiete  nur  end- 
lich ist,  notwendig  zu  einer  Reihe 

JJ,  i?i,  B^, .  .  .,  -S« 

von  der  Beschaffenheit,  daß  aUe  ihre  Glieder  untereinander  inäquiva- 
lent sind,  alle  denselben  anliegenden  Gebiete  aber  mit  je  einem  von 
ihnen  äquivalent  sind.  Diese  Reihe  stellt  dann  ersichtlich  ein  Reprä- 
sentantensystem für  die  Klassen  äquivalenter  Gebiete  dar.  Im  beson- 
dern folgt  hieraus,  daß,  wenn  die  Gebiete  (S)  sämtlich  mit  B  äquiva- 
lent sind,  jB  selbst  schon  das  Repräsentantensystem  ausmacht  und  daß 
daher  dann  nur  eine  Klasse  von  Gebieten,  also  auch  nur  eine  Klasse 
von  vollkommenen  Formen  mit  gleichem  Minimum  vorhanden  ist. 
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Als  reduzierte  Formen  seien  nun  alle  in  den  repräsen- 
tierenden Gebieten  enthaltenen  Formen  bezeichnet. 

Jede  andere  Form  ist  dann  mindestens  einer  reduzierten 
Form  äquivalent,  und  es  ist  auch  leicht  anzugeben,  wie  man 
von  einer  gegebenen  Form  aus  zu  ihrer  Reduzierten  ge- 
langt. Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  alle  an  den  repräsentieren- 
den Gebieten  (26)  anliegenden,  von  ihnen  verschiedenen,  notwendig 
je  einem  von  ihnen  äquivalenten  Gebiete  und  bezeichnen  mit 

(27)  S„S„...,8^ 

die  endliche  Menge  der  unimodularen  Substitutionen,  welche  diese 
Gebiete  in  eins  der  reduzierten  Gebiete  überführen.  Ist  nun  iJ(*)  das 
Gebiet;  welchem  die  Form  F  angehört,  so  gelangt  man  von  B,  wie 
im  vorigen  gezeigt  wurde,   durch  eine  endliche  Reihe  von  Gebieten 

E,R\  B'\  ...,  B^^\ 

deren  jedes  dem  voraufgehenden  anliegt,  zum  Gebiete  B^^\  In  dieser 
Reihe  können  außer  B  auch  noch  eins  oder  mehrere  der  folgenden 
Glieder  zu  den  reduzierten  zählen;  es  sei  etwa  JR^^)  das  erste  in  der 
Reihe,  welches  nicht  mehr  zu  ihnen  zählt,  aber  doch  noch  einem  von 
ihnen  anliegt,  nämlich  an  B^^~^\  Eine  gewisse  Substitution  8'  der 
Reihe  (27)  führt  dann  JRW  in  ein  Glied  Bj^  der  Reihe  (26)  und  die 

in  eine  Reihe  äquivalenter,  einander  sukzessive  anliegender  Gebiete 

und  die  Form  F  in  eine  äquivalente,  in  jB^^^^  enthaltene  Form  Fj^ 
über.  Nun  sei  in  dieser  kürzeren  Reihe  nächst  J?^  das  erste  nicht  zu 
den  reduzierten  Gebieten  i2Q)  zählende  Gebiet  das  Gebiet  jB^.^^^^'); 
da  es  dem  voraufgehenden,  noch  zu  jenen  zählenden  Gebiete  anliegt, 
gibt  es  in  der  Reihe  (27)  eine  Substitution  8'\  durch  welche  es  in 
ein  reduziertes  Gebiet  Bj^  verwandelt  wird  und  die  Reihe 

Ji/^+*'),  i?/+^'+i),  .  .  .,  B^^ 
in  eine  Reihe  äquivalenter,  einander  sukzessive  anliegender  Gebiete 

und  jF;^  in  eine  in  Bj^  enthaltene  äquivalente  Form  Fj^'  übergeht; 
lisw.  Endlich  muß  die  sich  stets  verkürzende  Reihe  entweder  in  eine 
neue  Reihe,  deren  Glieder  bis  auf  das  letzte  hin  sämtlich  schon  redu- 
zierte Gebiete  sind,  oder  in  das  eine  letzte  Glied  übergehen,  welches 
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durch  eine  der  Substitutionen  (27)  in  ein  reduziertes  Gebiet  verwan- 
delt wird;  und  durch  dieselbe  Substitution  S^'^^  geht  die  Form  in  eine 
äquivalente  reduzierte  Form  über.  Somit  gelangt  man  von  der  be- 
liebig gegebenen  Form  F  durch  eine  endliche  Reihe  unimodularer 
Substitutionen  S",  S'\  .  .  .,  /S^^^  zu  einer  reduzierten  Form  ihrer 
Klasse,  w,  z.  b.  w. 

8.  Wir  bestimmen  jetzt  noch  für  die  einfachsten  FäUe  die  Anzahl 
der  nicht  äquivalenten  vollkommenen  Formen  mit  gleichem  Minimum 
M,  welches  wir  dabei,  weil  zwei  einander  proportionale  Formen  als 
nicht  wesentlich  verschieden  angesehen  werden  sollen,  gleich  1  an- 
nehmen dürfen. 

Gehen  wir  aus  von  der  Form 

(28)      9  =  Ä?!^  +  Ä^3^  H V^n    +  %^2  +  %^3  H H  X^^i^n- 

Ihr  Minimum  für  ganzzahlige  Werte  der  Unbestimmten  ist  ersicht- 
lich gleich  1,  und  es  wird  erhalten,  wenn  man  einer  der  Unbestimm- 
ten den  Wert  1,  allen  übrigen  den  Wert  Null  beilegt,  aber  auch^ 
wenn  man  eine  von  ihnen  gleich  1,  eine  zweite  spätere  gleich  —  1, 

'VI  (Vh     I      1  ^ 

die  übrigen  gleich  Null  setzt.  Dies  gibt  v  ==  7^  Minimaldarstel- 
lungen, und  man  übersieht  leicht,  daß  sie  ausreichen,  um  die 
Koeffizienten  der  Form  eindeutig  zu  bestimmen;  die  Form  (p  ist 
also  eine  vollkommene.   Die  ihr  zugeordneten  Linearformen  sind 

M'^x^,    M''  =  x„  ,..,  M^^^^x,, 
(29) 

ilf(^  +  i)=^^_ir2,  ..  .,     M^''>=^x^_^--x^, 

und  folglich  ist  das  ihr  zugeordnete  Gebiet  J?  die  Gesamtheit  der  Formen 

(30)    ,  2  ^o-  •  ^i^j-2  ^/'  '^'+2  ^/*^(^^  ~  ^^)' 

(i<Ä-2,  3,  ...,^) 

mit  nichtnegativen  Koeffizienten  (>>V  (>/*^-  ^^s  der  Vergleichung 
der  Koeffizienten  zur  Rechten  und  Linken  finden  sich  die  Bezie- 
tungen  ?..«  =  - a„     (i<Jc), 

also  aus  ^^^  _  ^^^^  ^  _  _^  ^^^^  ^^^(,^,,  ^  _  _  _  _^  ^^^„^ 

die  folgende 

?/'■'  =  Oh  +  02.- +  •  •    +%i- 

Demnach  müssen  die  Ungleichlieiten 

{i^l,2,.. .,  n)  ii  <  k) 


(32) 
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erfüllt  sein^  welche  die  Wände  des  Gebiets  B  ausmachen.  Jeder  von 
diesen  entspricht  ein  anliegendes  Gebiet  und  die  ihnen  zugeordneten 
Formen 

( 9i-  9  +  QiQ  (^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^J  ^iy 

worin  die  Paktoren  q^q,  q^j^  nach  Nr.  5  bestimmt  zu  denken  sind. 
Nun  ist  die  besondere  in  R  enthaltene  Form 

V 

(33)  ^=^2{M^)r, 

der  man  nach  den  Ausdrücken  (29)  der  Linearformen  M^^^  auch 
die  Gestalt 

(33a)       ^  =  nx^^  -f. ...  -f.  nxj  —  2x^x^  —  •  •  —  "ix^^^x^ 

geben  kann^  proportional  mit  der  Adjungierten  der  Form  g?. 
Ihr  Minimalwert  ist  w;  in  der  Tat,  wenn  keine  der  Unbestimm- 
ten Null  ist,  so  lehrt  die  erste  Gestalt  (33)  der  Form  ^,  daß  ihr 
Wert  größer  als  n  ist,  außer  wenn  sämtliche  x^  einander  und  der 
Einheit  gleich  sind,  wo  dann  il)  gleich  n  wird;  sind  aber  etwa  die 
ersten  h  Unbestimmten  von  Null  verschieden,  die  übrigen  Null,  so 

^'^^  ^^(n-lc  +  l){x,'  +  ^^-  +  V)  +  2{^n  -  ^.)^ 

(/^<i  =  2,  3,  ...,  h) 

was  jedenfalls  ^{n  —  h-{-l)h'>n  ist,  außer  wenn  Ä;  =  1,  wo  es 
gleich  n  wird.  Dieses  Minimum  nimmt  die  Form  also  an,  wenn 

^i  ===  1;    ^Ä  ==  0     (i  -=  1,  2,  . . .,  ^;  i  ^  l) 

oder  a?!  =  0^2  =  •  •  •  =  ^^  =-  1 

gesetzt  wird,  welchen  Annahmen  die  Linearformen 

(34)  J[f'  =-  0^1 ,  . . .,     M^'^)  -  x^,     Jf («+!)  ==  ^^  +  ^^2  H +  x^ 

entsprechen. 

Dies  vorausgesetzt,  sei 

n 

(35)  «,•  =■  2  "'*2'* 

(i  =  1,  2,  .  . .,  n) 
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jede  Substitution,  welche  die  Form  9?  in  sich  selbst  yerwandelt.  Dann  ist 

n 

(36)  Vi"  2  '^**^* 

IJ  =  1,  2,  . . .,  n) 

eine  Substitution,  welche  das  der  Form  q)  zugeordnete  Gebiet  B  in 
sich  selbst  überführt,  d.  i.  seine  Linearformen  (29)  untereinander 
vertauscht;  sie  läßt  also  (wie  auch  aus  allgemeinen  Sätzen  bekannt) 
die  adjungierte  Form  ^  ungeändert,  und  demnach  wird  umgekehrt 
jede  Substitution  (35)  die  Linearformen  (34)  oder  auch  ihre  Quadrate, 
die  man,  wenn  x^^-x^-x, x„ 

gesetzt  wird,  schreiben  kann: 

./t-Q  ,  ./C'l  ,   ^2  ,    .  .  .,   ^^  , 

nur  untereinander  vertauschen.  Dabei  bleibt  nun  (wie  ebenfalls  aus 
jenen  allgemeinen  Sätzen  folgt)  die  Form  (p  ungeändert ;  in  der  Tat 
kann  man  schreiben: 

Die  Substitutionen  (35)  sind  also  die  folgenden: 

^i-  ±\'     (i-0,  1,  2,  ...,w), 

unter  fc^,  \,  -  -  'j\  jede  Anordnung  der  Indizes  0,  1,  2,  .  . .,  w  ver- 
standen; oder  vielmehr,  da  zugleich 

^0  +  ^1  H 1-  ^n  =  0,    <  +  x^  +  . . .  4-  ;r„'  =-  0 

sein  muß,  die  Substitutionen 

^i  -  ^  '  %     (^  ==  0,  1,  2,  . .  ,  n) 

mit  5  ==  3(2  1.  Demnach  ist  ihre  mögliche  Anzahl  2  •  w!  oder,  wenn 
je  zwei  aus  einander  entgegengesetzten  Elementen  gebildete  als  iden- 
tisch betrachtet  werden,  gleich  w!,  und  die  gedachten  Substitutionen 
sind  die  folgenden 

^i-%       (^*-0,  1,  2,  ...,  w). 

Bei  ihnen  allen  vertauschen  sich  aber  die  Formen  (32),  deren  n 
erste  man  in  der  Gestalt 

(i  ==  1,  2,  .  .  .,  n) 

darstellen  kann,  oflfenbar  untereinander;  diese  Formen  sind  dem- 
nach sämtlich  untereinander  äquivalent. 
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9.  Wählen  wir  irgendeine  von  ihnen  ans,  etwa  die  Form 

Sei  zunächst  n  =  2.   Dann  ist 

mit  der  Determinante  D  =  %  ^i^d 

Nun  ist  Q^2  nach  den  Ausführungen  in  Nr.  5  der  kleinste  positive 
Wert,  welchen  der  Ausdruck 

für  alle  ganzzahligen  ^^^2?  ^^^  denen  x^X2>  0  ist,  annehmen  kann. 
Man  findet  leicht,  daß  dies  der  Wert  2  ist,  der  für  x^=^  x^^  1  erhal- 
ten wird,  und  somit  ist  q^^  "^  ^  ^^^ 

9^12  "^  ^1    "T  ^^2  ^1  ^^2  ? 

d.  i.  eine  Form,  die  oflfenbar  mit  q)  äquivalent  ist.  Hiernach  sind  alle 
an  cp  anliegenden  vollkommenen  Formen  mit  cp  und  untereinander 
äquivalent,  und  daher  ist  in  Anbetracht  des  im  Anfange  von  Nr.  7  Ge- 
sagten nur  eine  Klasse  vollkommener  binärer  Formen  mit 
gegebenem  Minimum  vorhanden,  welche  für  den  Fall  des 
Minimum  1  durch  die  Form 

(37)  x^^+  X2^+  XyX^ 

repräsentiert  wird.  Das  ihr  zugeordnete  Gebiet  R  ist  die  Gesamt- 
heit der  Formen 

(38)  ax^^+  2hx^X2+  cx^^^  ^i^i^+  ^2^2^+  ^12(^1  —  ^2)^ 

mit  nicht-negativen  Koeffizienten  pj,  q^,  Qx^j  "w eiche  zugleich  die 
Gesamtheit  der  im  Sinne  von  Nr.  7  reduzierten  Formen 
ausmacht.  Diese  sind  demnach  charakterisiert  durch  die 
Ungleichheiten 

(>i2="~6^0,     Q^^a  +  h^O,    ^2  =  6  +  ^50, 

deren  Vergleichung  mit  den  in  Kap.  3,  Nr.  4  für  die  Sellingschen 
Reduzierten  erkennen  läßt,  daß  die  neuen  Reduzierten  mit  den 
Sellingschen  identisch  sind.  Man  erhält  nur  einen  Teil  des  ge- 
samten Gebietes  JB,  wenn  man 

(39)  ax^^  +  2feii?i:rg  -f  cx^  =  QX^^  +  q  {x^^  +  x^^) 

+  ^"(V+%'+(^i~^2)') 
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setzt  und  q,  q\  q''  alle  nicht-negativen  Werte  annehmen  läßt.  Daraus 
ergeben  sich,  für  die  Koeffizienten  a,  h,  c  die  Bedingungen 

welche  mit  den  Lagrang  eschen  ßeduktionsbedingungen  identisch 
sind;  daher  erweist  sich  das  gedachte  Teilgebiet  als  die  Ge- 
samtheit der  Lagrangeschen  Reduzierten. 
Ferner  sei  w  =  3.   In  diesem  Falle  ist 

(40)  (p=x^^+  X^  +  X^  '\-  X^X^^  X^X^  +  ^2^3 

4  1 

eine  Form  mit  der  Determinante  D  =  ^^  =  ^  ^^id 

Hierin  ist  g)^^  der  kleinste  positive  Wert;  welchen  für  ganzzahlige  x^y 
bei  denen  x^x^^  0  ist,  der  Ausdruck 

Xi    "f-  x^    -}-  Xq    "r^i  *^^2  "r  ••^1  *^s  ~r  *^2  ^s        * 
X^  x^ 

welcher  durch  den  anderen: 

1    +  2^  (^i'+  X,'+{X,  +  r^3)2+  (^2  +  ^3)2-2) 

ersetzt  werden  kann,  anzunehmen  vermag.  Da  für  derartige  x^  das 
zweite  Glied  des  letzten  Ausdrucks  niemals  negativ  wird,  aber  für 
x^^  X2=  1,  x,,  =  -—  1  verschwindet,  so  ergibt  sich  q^^  =  1  ^^^  somit 

9^12  =^  ^1     "f"  ^2    4"  *^3    "T  ^'i^3  +  ^2^8  • 

Diese  Form  nun  geht  durch  die  unimodulare  Substitution 

X^=         X-j^  f       X^'^  X^  j      «^3  ""^         *^2  '^Z 

in  die  Form  g?  über,  ist  ihr  also  nebst  allen  anderen  der  letzteren 
anliegenden  Formen  äquivalent.  Daher  ist  auch  für  ternäre  For- 
men nur  eine  einzigeKlasse  vollkommenerFormen  mit  ge- 
gebenem Minimum  vorhanden,  welche  für  den  Fall  des  Mi- 
nimum 1  durch  die  Form  (40)  repräsentiert  wird.  Das  dieser 
Form  zugeordnete  Gebiet  JB  ternärer  Formen,  nämlich  die  Gesamt- 
heit der  Formen 

(41)  ax^^  +  ax^^  +  a'x.^^  +  2hx^x^  +  21' x^x^  +  2'b"x^x<^ 

==  Q^X^^  +  Q^X^^  +  ^3  X^^  +  ^^  (^2  —  ^3)^  +  P5  (^3  "  ^l)^  +  ^6  (^1  "  ^2)^ 

mit  nicht-negativen  Koeffizienten  ^1 ,  ^g?  Qz)  94?  Pöv^e^  ^^^  zugleich  die 
Gesamtheit  der  nach  Nr.  7  reduzierten  Formen.  Durch  die 
Vergleichung  der  Koeffizienten  entsprechender  Glieder  zur  Rechten 
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und  Linken  der  vorstehenden  Gleichung  ergeben  sich  für  diese  For- 
men nachstehende  Bedingungen: 


Sie  stimmen  durchaus  mit  denjenigen  überein,  welche  S ellin g  zur 
Definition  reduzierter  Formen  aufgestellt  hat^),  und  daher  sind 
auch  für  w  ==  3  Voronois  reduzierte  Formen  mit  den  Sel- 
lingschen  identisch. 

Voronoi  hat  a.  a.  0.  auch  noch  für  l^  «»  4  und  m  ==»  5  die  Anzahl 
Klassen  der  vollkommenen  Formen  mit  dem  Minimum  1  bestimmt. 
Auf  seine  bezüglichen,  schon  recht  umständlichen  Betrachtungen 
kann  aber  hier  nur  noch  verwiesen  und  als  ihr  Endergebnis  mitge- 
teilt werden,  daß  für  quaternäre  Formen  zwei,  für  quinäre 
Formen  drei  Klassen  vollkommener  Formen  mit  gegebenem 
Minimum  vorhanden  sind.  Die  ersteren  werden  bei  einem  Mini- 
mum 1  repräsentiert  durch  die  Formen 

mit  der  Determinante  -^  und 

mit  der  Determinante  -^  ==  V45  ^^^  letzteren  durch  die  Formen 

(p  ==*=  X^   T"  ^2    "T  ^3    "r  ^4     i"  -^5     r  ^1^2    1    ^1^8    I    •  *'  "r  ^4*^5 


mit  der  Determinante 


"20; 


9l2=  9  —^1^2 


4 
mit  der  Determinante  ^,  und 

^2  ==  9^12+ Y  (^1^2— ^3  ^4 —  ^3  ^5  — ^4^5); 

(3  \^       1 
Y)    •  öö  ist. 

10.  Zu  den  vollkommenen  Formen  gehören  diejenigen  Formen, 
welche  Korkine  und  Zolotareff  (Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  11, 
S.  242)  als  formes  extremes  bezeichnet  haben,  die  hier  lieber  Grenz- 
formen genannt  werden  mögen. 

1)  S.  Kap.  14,  Nr.  3  n,  4. 
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Zu  Ende  von  Kap.  8  ist  schon  die  Bedeutung  des  Verhältnisses 

M 

(43)  y^ 

zwischen  dem  Minimalwerte  einer  quadratischen  Form  und  der  w*®^ 
Wurzel  aus  ihrer  Determinante,  welches  wir  für  die  Form 

durch  9Ä  (f)  oder  SSI  (a^j)  bezeichnen  wollen,  hervorgehoben  worden. 
Durch  den  Satz  von  Her  mite  ist  festgestellt,  daß  es  für  keine  Form 
eine  endliche  obere  Grenze  überschreiten  kann,  und  wir  haben  die 
ursprünglich  von  Her  mite  gegebene  obere  Grenze  schon  wesentlich 
herabsetzen  können.  Nun  fragt  es  sich,  wie  sie  genau  zu  fixieren 
sei,  d.  h.  welches  der  Wert  L  sei,  so  beschaffen,  daß  für  jede  Form 

M   _ 

dagegen  nicht  mehr  für  jede  Form 

M 

sei.  Eine  Form  /*,  für  welche  Wt(f)  =-  L  ist,  der  Ausdruck  (43)  also 
die  obere  Grenze  erreicht,  soll  in  Übereinstimmung  mit  der  bei 
binären  und  ternären  Formen  von  uns  gewählten  Bezeichnung  eine 
Grenz  form  heißen.  Jede  Form  der  gleichen  Klasse  ist  dann  eben- 
falls eine  solche.   Die  Zahl  L  bezeichnet  das  absolute  Maximum  aller 

Werte  ^y~  als  Funktion  von  den  Formkoeffizienten,  mit  denen  zu- 
gleich das  Verhältnis  sich  stetig  ändert.  Bei  solcher  Änderung  kann 
es  aber  mehr  als  ein  Maximum  annehmen,  und  wir  wollen  die  Be- 
zeichnung „Grenzform*^  auch  auf  diejenigen  Formen  ausdehnen,  bei 
welchen  diese  einzelnen  Maxima  von  Tt{f)  eintreten.  Wir  definie- 
ren also  allgemein  als  Grenzform  eine  Form,  für  welche 
das  Verhältnis 

(44)  ^^f^^Y^ 

bei  jeder  infinitesiinalen  Änderung  der  Koeffizienten  der 
Form  abnimmt. 

Jede  Grenzform  ^^^ 
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ist  eine  vollkommene  Form.    Würde  sie  nämlich  nicht   durch 
ihre  Minimaldarstellungen 

eindeutig  bestimmt,  so  gäbe  es  Werte  X.^,  welche  nicht  durchaus  ver- 
schwinden und  die  sämtlichen  Grleichungen 


(45) 

(;.==i,2,...,^) 

befriedigen. 

Sei  nun 

und  s  ein  hinreichend  kleiner  Wert,  so  ist 

noch  eine  positive  Form.  Einem  Satze  in  Nr.  5  a  zufolge  stimmen 
wegen  (45)  der  Minimalwert  sowie  die  Minimaldarstellungen  dieser 
Form  mit  denjenigen  der  Form  f  überein.  Da  nun  f  eine  Grrenzform 
sein  soU,  also  S0l  {a^.  +  A.^)  <  W.  {a^^  ist,  muß  die  Determinante  D' 
der  Form  f  -\-  s  -  cp  größer  sein  als  die  Determinante  D  von  f.  Man 
findet  aber 

(46)  D'^D  +  l'.a  +  Q.'^  +  ---, 

wenn  zur  Abkürzung         .^.^  „  „ 

gesetzt  wird.    Hier  ist  der  Ausdruck 

positiv.  In  der  Tat  bezeichnet  er  die  simultane  Invariante  der  zwei 
Formen  /*  und  9 ;  wenn  nun  die  erstere  derselben  in  die  Gestalt 

mit  lauter  positiven  Koeffizienten  q^  und  dabei  die  zweite  in  die  Ge- 
stalt ,^-^ 
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übergeführt  wird,  so  nimmt  P^  —  DQ  die  Gestalt 


D'- 


an,  ist  also  wesentlich  positiv.  Wäre  nun  P  nicht  NuU,  so  ließe  sich 
8  in  der  Gleichung  (46)  so  klein  und  mit  solchem  Vorzeichen  wäh- 
len, daß  D'  <C  D  würde,  was  nicht  sein  kann.  Also  müßte  P  «  0 
sein,  und  wegen         F^  -  D  -  Q  ==  -  DQ  >  0 

ergäbe  sich  ^  <  0  und  damit  aus  (46)  wieder  unzulässigerweise 
D'  <  D.  Aus  diesem  Widerspruche  folgt,  daß  die  Grenzform  f  durch 
ihre  Minimaldarstellungen  eindeutig  bestimmt  wird,  also  eine  voll- 
kommene Form  ist. 

11.  Es  sei  jetzt  B  das  dieser  Form  zugeordnete  Gebiet  aller  Formen 

und  seine  Wände  seien  charakterisiert  durch  die  Gleichungen 


(Je  =  1,  2,...,  A) 

e  Gesamtheit 
dingungen 


so  daß  B  die  Gesamtheit  der  Formen  ^^ij-  oc-x^  ist,  welche  die  Be- 


Il^^%>^ 


^,j 


(fc==l,  2,  ...,2) 

erfüllen;  insbesondere  folgen  dann  für  die  Form  {M^^'^Y  die  Un- 
gleichheiten 

(47)  2'i?^^mWm/^)^0. 

Setzt  man  nun  -^-j 

i,  j 

SO  ist  für  hinreichend  kleines  a,  das  positiv  gedacht  werde,  die  Form 

noch  positiv,  und  es  ist  eine  der  Minimaldarstellungen  m^^^m^^^^ . . .,  m}^^ 
der  Form  f  auch  noch  eine  solche  der  Form  /*+  ^^yf  Da  aber  /"eine 

Bachmann,  Zahlcntheorio  IV  2  21 
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Grenzform  ist,  so  ergibt  sich,  wenn  jetzt  D'  die  Determinante  der  Form 
/"+  £^^  bedeutet,  die  Ungleichheit 


d.h.  y^        ;^ 

(49)  ,  .  ^^  y,«' .  »./'>.»  w  <  3?  (VS^  -  l) , 
woraus  wegen  (47)  folgt,  daß  D'  >  D  ist.    Da  nun 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  zu  schließen  (vgl.  Nr.  10),  daß  für  jeden 
Wert  Ä;  =  1,  2,  .  .  .,  X  die  Ungleichheit 

erfüllt  sein  muß,  was  aussagt,  daß  die  Adjungierte  der  Form  f  dem 
dieser  Form  zugeordneten  Gebiete!?  als  eine  innere  Form  angehört. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen.:  Damit  eine  Form  f  eine 
Grenzform  sei,  ist  notwendig,  daß  sie  eine  vollkommene 
Form  und  ihre  Adjungierte  eine  innere  Form  des  ihr  zuge- 
ordneten Gebietes  sei. 

12.  Diese  notwendige  Bedingung  ist  aber  zugleich  auch 
ausreichend.    Denn,  ist  sie  für  eine  Form 

mit  der  Determinante  D  erfüllt,  so  sei  s  eine  beliebig  kleine  Größe 
und  die  Inkremente  a-^  der  Koeffizienten  a.j  kleiner  als  £,  so  daß  die 
Form  -^"7 

deren  Determinante  D'  heiße,  noch  positiv  ist.  Wäre  nun  f  keine 
Grenzform,  so  ergäbe  sich,  wie  klein  auch  e  gedacht  werde,  wenigstens 
für  je  eins  der  Wertsysteme  a.j  die  Ungleichheit 

(50)  ä«(%  +  «,y)^5l«K.,), 

also  gewiß  auch  für  jede  Minimaldarstellung  m^^^'\  .  .  .,  m^^^'^  von  f 
diese  andere:  /n   »y^         x 

Nun  sei  ''"^  ,^  ^     ^  ,^^ 

(51)  ß.s-^^r{Vw-^)  +  %-vi'> 
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eine  Größe,  die  für  hinreicliend  kleines  €j  da  D'  für  solches  von  D 
beliebig  wenig  verschieden  wird,  von  beliebig  kleiner  Ordnung  tj  ge- 
dacht werden  kann.    Die  Form 

hat  die  Determinante  D.    Wegen  (50)  ergibt  sich  also 

d.  h. 

(52)  2Av«»/"'^/'?0; 

und  da  die  Determinante  D  der  Form  fp  auch  in  die  Gestalt 

gesetzt  werden  kann,  in  welcher  üg  eine  beliebig  kleine  Größe  von 
der  Ordnung  r^  ist,  so  folgt  nun  weiter 


2'£ft.+^^-«' 


,^3^ 


also  auch^  ^ —  ^^.  von  der  Ordnung '»^^  Nach  Voraussetzung  ist  aber 

eine  innere  Form  des  zur  vollkommenen  Form  f  zugeordneten  Ge- 
bietes i?,  d.  i.  von  der  Gestalt 

h 

mit  Qj^  >  0.    Hieraus  folgt 

dJD      V 


9h '  ^r^i^'^^/\ 
somit 


2I^,ä.=  2'^^'2'ä,<s<^ 


V 


also  mit  Beachtung  von  (52)  auch 

von  der  Ordnung  rj^.  Da  dies  für  jeden  der  Werte  Ä  =  1,  2,  . .  .,  /i 
gilt,  so  folgt  dasselbe  auch  für  die  sämtlichen  Größen  ß^j]  wenn 
also  diese  Größen  durch  hinreichend  kleine  Wahl  von  s  von  der  be- 

21* 
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liebig  kleinen  Ordnung  t]  werden^  sind  sie  es  stets  dann  sogar  noch  von 
der  Ordnung  rj^,  was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  sie  gleich  Null 
sind.    Dann  folgt  aber  aus  (51) 

die  Form  f  wäre  also  proportional  mit  /*,  von  welchem  Falle  wir  ab- 
sehen können,  da  proportionale  Formen  als  nicht  voneinander  ver- 
schieden angesehen  werden  sollten. 

13.  Die  eben  hergeleitete,  eine  Grenzform  charakterisierende  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  hat  Vorono'i  a.  a.  0.  gegeben. 
Aber  man  kann  sie  durch  eine  ganz  anders  lautende  ersetzen,  die 
Minkowski  festgestellt  hat^);  sie  bringt  die  Beziehung  zur  Reduk- 
tion der  Formen,  die  den  Grenzformen  eigen  ist,  viel  klarer  zum  Aus- 
drucke. 

Hierzu  bedarf  es  noch  eines  neuen  Begriffes:  eine  im  Sinne  von 
Minkowski  reduzierte  Form 

i,  J 

soll  eine  relative  Grenzform  heißen,  wenn  für  sie  der  Aus- 
druck Sft  (a.j)  bei  jeder  infinitesimalen  Änderung  ihrer 
Koeffizienten,  bei  der  sie  im  reduzierten  Räume  J5  ver- 
bleibt, abnimmt. 

Es  sei  nun  f  eine  beliebige  reduzierte  Form  mit  der  Determinante  D; 
da  die  Fläche  B  (f)  ==  D,  welche  den  Pankt  f  in  sich  enthält,  gegen 
den  Nullpunkt  des  reduzierten  Raumes,  wie  in  Nr.  6  des  neunten 
Kapitels  gezeigt  worden,  überall  konvex  ist,  so  wird  beim  Fort- 
gange vonfin  der  durch  /*an  jene  Fläche  gelegten  Tangen- 
tialebene die  Determinante  stets  abnehmen. 

Ist  aber  f  weder  eine  Kantenform  noch  einer  solchen  proportional 
—  von  welchem  Falle  wir  wieder  absehen  können  — ,  sondern  eine 
innere  Form  des  reduzierten  Raumes,  so  läßt  sie  sich  nach  (33)  des 
neunten  Kapitels  als  Summe  mehrerer  Kantenformen  darstellen  und, 
wenn  man  eine  von  diesen  heraushebt  und  die  übrigen  zusammenfaßt, 
gleich  ,    ^     , 

setzen,  wo  c,  d  positive  Konstanten,  cp  und  ijj  aber  positive  redu- 
zierte Formen  bedeuten.  Unter  den  mit  ^,  il)  proportionalen  Formen 
gibt  es  zwei  Formen  9'  bzw.  il^'j  welche  in  jene  Tangentialebene  im 
Punkte  fj   zugleich   aber  noch  in   den  reduzierten  Raum  zu  liegen 

1)  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  129,  S.  247 ff.;  Ges.  Abh,,  Bd.  2,  S.  53. 
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kommeD,  und  bezüglich,  ihrer  wird  f  im  Innern  der  sie  verbindenden 
Strecke  befindlich  sein,  so  daß 

/-=  ^  ^'  +  (1  _  ^) .  ^'= ,/;'+  ^  ry -  ^') 

gesetzt  werden  kann,  wo  0  <  ^  <  1  ist.  Hiernach  ist  der  Minimal- 
wert von  f,  d.  i.  der  erste  Koeffizient  dieser  Form,  von  der  Gestalt 
ß  +  t{a  —  ß)  und  wird  daher,  wenn  man  von/"  aus  auf  jener  Strecke 
sich  fortbewegt,  entweder  überall  konstant  bleiben  oder  nach  der 
einen  Seite  hin  zunehmen,  je  nachdem  a  =  ß  ist  oder  nicht;  da  gleich- 
zeitig die  Determinante,  wie  vorausbemerkt,  abnimmt,  so  wird  wenig- 
stens nach  einer  Seite  hin  das  Verhältnis  Wia^^)  zunehmen  und 
demnach  f  keine  relative  Grenzform  sein  können.  Man  erhält  also 
zunächst  den  Satz: 

Jede  relative  Grenzform  muß  eine  Kantenform  des  redu- 
zierten Raumes  sein. 

Und  nun  kann  man  die  erwähnte  adäquate  Bedingung,  welche  nach 
Minkowski  eine  Grenzform  charakterisiert,  in  folgender  Weise 
aussprechen: 

Eine  positive  Form  /(sowie  jede  Form  ihrer  Klasse)  ist 
dann  und  nur  dann  eine  Grenzform,  wenn  jede  im  Min- 
kowskischen  Sinne  reduzierte  Form  dieser  Klasse  eine  re- 
lative Grenzform  ist. 

In  der  Tat  kann  sie  zunächst  es  nur  dann  sein,  weil,  wenn  /  eine 
Grenzform  ist,  dann  auch  jede  der  letzteren  Formen  eine  Grenzform 
überhaupt,  also  eine  solche  auch  in  bezug  auf  den  reduzierten  Raum 
sein  muß.    Aber  dann  muß  /  auch  eine  Grenzform  sein.  Ist  nämlich 

eine  jener  reduzierten  Formen,  so  liegt  sie,  da  sie  als  eine  nach  Vor- 
aussetzung relative  Grenzform  eine  Kantenform  von  B  sein  muß,  auf 
einer  oder  mehreren  Wänden  von  B.   Nun  bezeichne 


^'=-  2^^^j+^ij^^i^j 


sämtliche  Formen  des  die  Form  g  umgebenden,  in  B  enthaltenen 
und  bis  an  jene  Wände  reichenden  Gebietes.  Die  mit  g  äquivalente, 
also  durch  eine  unimodulare  Substitution  S  daraus  hervorgehende 
Form  /"liegt  in  einer  Kammer  J5^,  und  die  sämtlichen  aus  den  Formen  g' 
durch  die  gleiche  Substitution  8  entstehenden  äquivalenten  Formen 


326  Zehntes  Kapitel.     Vollkommene  nnd  Grenzformen 

bilden  die  Umgebung  des  Punktes  /*  in  J5^.  Wird  dies  für  jede  der 
in  der  Klasse  von  f  enthaltenen  reduzierten  Formen  g  ausgeführt, 
so  erhält  man  die  gesamte  Umgebung  von  f;  denn  diese  verteilt 
sich  auf  solche  und  nur  auf  solche  Kammern,  die  Substitutionen  ent- 
sprechen, durch  welche  f  selbst  in  äquivalente  reduzierte  Formen 
übergeht.  Da  aber  beim  Fortgange  jeder  der  Formen  g  zu  den  For- 
men g  das  Verhältnis  zwischen  dem  Minimalwerte  und  der  n^^^ 
Wurzel  aus  der  Determinante  nach  Voraussetzung  niemals  wächst,  so 
gilt  dasselbe  für  die  jenen  Formen  äquivalenten  Formen  f  und  /"; 
es  ist  also  jenes  Verhältnis  für  die  Form  f  ein  Maximum  und  dem- 
nach diese  Form  selbst  eine  Grenzform,  w.  z.  b.  w. 
14.  Hat  man  für  die  einzelnen  Grenzformen 


f=i, 


a,fX,x^ 


den  Wert  des  zugehörigen  Verhältnisses  9W  (<^^y)  ermittelt, 
so  wird  offenbar  der  größte  dieser  Werte  die  genaue  Grenze 
L  dieses  Verhältnisses  für  sämtliche  Formen  sein,  welche 
in  Nr.  10  verlangt  wurde.  Korkine  und  Zolotareff  haben  die- 
selbe für  die  Formen  mit  w==  2,  3,  4,5  Unbestimmten  ermittelt  (Mathem. 
Annalen,Bd.ll,  S.242),  Zu  diesem  Zwecke  haben  sie  zunächst  diejenigen 
vollkommenen  Formen  aufgesucht,  bei  denen  die  aus  dem  Systeme 
der  II  Minimaldarstellungen  gebildeten  w-reihigen  Determinanten  nur 
die  Werte  0  oder  +  1  haben;  von  den  letzteren  Determinanten  ist,  weil 
nicht  alle  jene  Determinanten  verschwinden  können,  dann  wenigstens 
eine  vorhanden.    Die  genannten  Forscher  haben  für  solche  Formen 

gezeigt,  daß  für  sie  [i  ==  v  =        ?~      sein  muß  und  das  System  der 

Minimaldarstellungen  das  folgende  ist: 

1,     0,     0,  ..,0 

0,     1,    0,...,  0 


0,  0,     0,...,  1 

1,  -1,0,  ...,  0 
1,     0,-1,...,  0 


in  welchem  auf  die  ersten  n  Reihen,  die  nur  ein  von  Null  verschie- 
denes Element  enthalten,  noch  die  — ^ — -  Reihen  folgen,  in  denen 

je  zwei  Elemente  die  positive  bzw.  die  negative  Einheit,  die  übrigen 
Nullen  sind.    Dies  sind  aber  genau  die  Minimaldarstellungen  der  in 
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Nr.  8  betrachteten  Form 

(53)  (p^X^^+  X^^  -\ h  ^/  +  ^1%  4-  ^1^8  H y  ^n-l^n 

und  der  mit  ihr  proportionalen  Formen^  von  denen  nun  nach  Nr.  12 
sogleich  einleuchtet,  daß  sie  Grrenzformen  sind ;  denn  die  mit  der  Ad- 
jungierten  von  9  proportionale  Form  f  in  Nr.  8,  also  auch  die  Ad- 
jungierte  selbst  gehört  nach  ihrem  Ausdrucke  (33)  als  eine  innere 
Form  dem  zu  g?  zugeordneten  Gebiete  (30)  an. 

Für  jeden  Wert  von  n  gibt  es  also  die  Grenzform  (p  mit  der  De- 
terminante — ^t—  un(j  (Jem  Minimal  werte  1,  oder  auch  die  Grenzform 

mit  der  Determinante  D  und  dem  Minimal  werte  ilf  ==  2  •  1/ — p- , 
für  welche  somit  der  Quotient 

(54)  ^ 


]/B        {n  +  li 


^/n 


ist;  aUe  ihnen  bzw.  äquivalenten  Formen  sind  gleichfalls  Grenz- 
formen mit  demselben  Werte  des  Quotienten.  Da  für  n  =^  2  und 
w  =  3  nach  Nr.  2  die  gedachten  ^-reihigen  Determinanten  keine 
anderen  Werte  haben  können  als  0,  +  1,  so  ersieht  man  ferner, 
daß  für  binäre  und  für  ternäre  Formen  mit  der  Determinante  D  die 
Formen  /^ 

bzw.  

und  die  Formen  der  durch  sie  repräsentierten  Klassen  die  einzigen 
Grenzformen  sind;  der  Wert  des  Quotienten  3Ä(ö^j-^)  beträgt  für  sie 

y^  bzw.  ]/2. 

Diese  Werte  bezeichnen  also  auch  für  binäre  und  für  ternäre  Formen 
die  genaue  Grenze  L  des  He rmit eschen  Satzes,  was  mit  dem  schon 
in  Nr.  10  des  fünften  und  in  Nr.  10  des  sechsten  Kapitels  Gefundenen 
übereinstimmt.  Daß  hier  nur  je  eine  Klasse  von  Grenzformen  mit 
gegebener  Determinante  möglich  sei,  konnte  man  schon  aus  dem 
Umstände  entnehmen,  daß  jede  Grenzform  eine  vollkommene  Form 
ist  und  es,  wie  in  Nr.  9  bewiesen,  nur  eine  Klasse  solcher  Formen 
gibt.  Aus  der  gleichen  Nr.  folgt  ebenso,  daß  für  quaternäre  Formen 
höchstens  zwei,  für  quinäre  Formen  höchstens  drei  Klassen  von 
Grenzformen  möglich  sind.    Korkine  und  Zolotareff  ist  es  gelun- 
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gen,  zu  zeigen  (s.  a.  a.  0.  S.  273  u.  292),  daß  in  der  Tat  die  in 
Nr.  9  angegebenen  Klassen  vollkommener  Formen  auch.  Klassen  von 
Grenzformen  sind.  Für  quaternäre  Formen  mit  der  Determinante 
D  werden  sie  daher  repräsentiert  durch  die  Formen 

und         ^  _____ 

welche  den  Formen  q)  und  ^^^^2  ^^  ^^-  ^  proportional  sind,  und  deren 
zweite  auch  durch  die  ihr  äquivalente  Form 

}/4:I)  '  {x^  +  x^  +  ^3^  +  xl  ±x^x^±  x^x^  ±  x^ x^ 

ersetzt  werden  darf.  Daraus  ergibt  sich  für  die  genaue  Grenze  L 
des  Herrn iteschen  Satzes  der  Wert 

i  =  l/2. 

Für  quinäre  Formen  mit  der  Determinante  D  sind  die  Reprä- 
sentanten  der  gedachten  drei  Klassen  die  mit  den  am  Schlüsse  von 
Nr.  9  durch  9,  tp^^^  cp^  bezeichneten  Formen  proportionalen  Formen 

2  -y-^- '  (^\^+  ^2^+  ^3^  +  ^4^  +  ^5^+  ^1^2  +  ^1^3  H —  +  ^4^5); 

yW  '  {X^^  +  ^/  +  r^g^  _!_  ^^2  _^  ^^2  _j_  ^^^^  _| y  ^^^^^^ 

V  ~3^* ~  '  L*^!       '     '  '  *     '     "^ö      '     "2 "^l "^2    I     '^1  '^S    1     X^X^-f-  X-j^X^-f-  ^2 «^S  "r  ^2 *^4 

+    /y>    /y        l_    J:  /y     /y>        1      J:  /y»     /y»        }      _i  ^T'     'y     I 
'^'2'^5    I      2     8*^4    '      2  '^3  '^ö     I      2*^4 "^öJ  * 

Ihnen  gehören  als  Werte  des  Ausdruckes  9)i  (a^^)  die  Werte 

VT'    >/8,     1/3, 
ZU,  von  denen  der  zweite  der  größte  ist ;  hier  findet  man  daher 

15.  Voronoi  hat  uns  noch  eine  andere  Arbeit  hinterlassen,  in 
welcher  er  die  Aufgabe,  den  ganzen  v-dimensionalen  Raum  in  Teil- 
räume zu  zerlegen,  wie  sie  zur  Reduktion  positiver  quadratischer 
Formen  verwendbar  sind,  auf  eine  wesentlich  andere  Weise,  als  wir 
es  im  vorigen  dargestellt  haben,  behandelt  hat.  Da  wir  uns  hier 
darauf  beschränken  müssen,  nur  von  den  Hauptpunkten  seiner  um- 
faaigreichen  Untersuchung  zu  berichten,  verweisen  wir  den  wißbe- 
gierigen Leser  auf  Voronoi's  bedeutende  Abhandlung  selbst. 

Den  Ausgangspunkt  seiner  Untersuchungen  bildet  das  Sechseckj, 
welches  bei  Dirichlets  Reduktion  der  positiven  ternären  Formen 
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eine  Rolle  spielte  und  im  Kap.  5,  Nr.  3  als  Ort  aller  Punkte  einge- 
führt worden  ist,  die  in  der  Ebene  des  Gitters  einer  positiven  binä- 
ren Form  {a,  1),  c)  dem  Nullpunkte  desselben  näher  liegen  als  jedem 
anderen  seiner  Gitterpunkte.  Ist  0  der  Nullpunkt,  P  irgendein 
Gitterpunkt  x,  y,  so  ist  bekanntlich  sein  Abstand  von  0  gleich 
Yax^  +  2bxy  -\-  cy^.  Wenn  aber  X,  T  seine  Koordinaten  in  einem 
durch  0  gelegten  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  bedeuten,  sein 

Abstand  von  0  also  auch  durch  ]/X^  +  I^^  ausdrückbar  ist,  so  ist 
in  laufenden  Koordinaten  u^  v 

die  Gleichung  der  Geraden  OP, 

(55)  uX  +  vY=G 

die  Gleichung  einer  Senkrechten  zu  ihr,  und  der  Abstand  eines^ 
Punktes  §,  t]  von  dieser  gleich 

X|  +  Yr}~C 


+ 


]/X^+  J^ 


je  nachdem  derselbe  auf  der  dem  Punkte  0  entgegengesetzten  oder 
ihm  anliegenden  Seite  der  Senkrechten  liegt;  der  Abstand  des  NuU- 

G 

Punktes  beträgt  somit  —===  .    Ist   die    Senkrechte   im    Mittel- 

^  "  yx^  +  Y2 

punkte  der  Geraden  OP  errichtet,  so  ist =  ^  VX^  +    Y^ 

oder  V  ^^   -r 

C=-\{X'  +  T')  =  \{ax'  +  2hxy  +  cy'). 
Die  Gleichung (55)  der  Senkrechten  nimmt  daher  dann  die  Gestaltan: 

liX  +  vY  =  ^  {ax^  +  'ihxy  +  c%f) 

oder  —  wenn  man  die  X,  Y  durch  die  x^  y  ausdrückt,  was  durch  die 
Formeln  ,  ,~jr 

X  =  xya+  -^y,     Y=y~-y 

geschieht,  wo  A  der  absolute  Wert  der  Determinante  der  Form  ist  — 
die  nachfolgende  Gestalt: 

(56)  ax  +  ßy  =  ^,{ax^  +  2hxy  +  et/), 

worin  zur  Abkürzung 

/Ä 
y  a 

gesetzt  ißt.    Für  jeden  Punkt  w,  v  oder  a^  ß  auf  der  dem  Nullpunkte 
anliegenden  Seite  der  Senkrechten  sowie  auf  dieser  selbst  hat  man 


uVa,     ß  =  u.^  +  vy^ 
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demnach  die  Ungleichheit: 

^^^^^  ax  +  ßy^^,  {ax""  +  2b xy  +  cy^) 

(57)  ax^  +  2lxy-\-  cy^  —  2{ccx  +  ßy)  ^  0, 

welche  Ungleichheit  für  die  Punkte  des  gedachten  Sechsecks  mit 
Bezug  auf  jeden  Gitterpunkt  x,  y  erfüllt  ist.  Den  Punkten  des 
Sechsecks  entspricht  daher,  die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  cCj  ß, 
welche  die  Ungleichheiten  (57)  für  alle  ganzzahligen  x,  y  befriedigen. 
Nun  bestehen  aber  die  Ungleichheiten  (57)  für  sämtliche  Gitter- 
punkte, wenn  sie  für  die  Eckpunkte  des  Sechsecks  erfüllt  sind.  Be- 
zeichnen  daher  ^^  ^.       g.^  ^..       ^.^  ^^. 

und  ihre  Gegenpunkte  die  Ecken  des  Sechsecks,  so  kann  die  ge- 
dachte Gesamtheit  auch  als  diejenige  aller  a,  ß  aufgefaßt  werden, 
die  durch  die  sechs  besonderen  Ungleichheiten 

|a|2    +2hU      +cf^  +2(a§    +ßrj)   ^0 

(58)  Ur  +  2&r^/    +  crj''  T  2(ar  +  ßv)  ^  0 

tar^"  +  26r^''  +  cV''+ 2(c.r  +  ßvi^o 

definiert  werden.  Wird  das  Sechseck  selbst  vom  Nullpunkte  nach 
jedem  Gitterpunkte  parallel  verschoben,  d.  h.  wird  um  jeden  solchen 
ein  dem  um  den  Nullpunkt  konstruierten  kongruentes  Sechseck  ge- 
bildet, so  erfüllen  ojffenbar  aUe  diese  kongruenten  Sechsecke  die 
ganze  Ebene  einfach  und  lückenlos. 

16.  Von  diesem  Grundgedanken  ausgehend  betrachtet  nun  Voronoi 
a.  a.  0.  neben  einer  positiven  quadratischen  Form 

h  3 

mit  n  Unbestimmten  die  Gesamtheit  aller  Punkte  {a^  oder  aUer 
Wertsysteme  a^,  a^,  .  .  .,  a^j  welche  den  Ungleichheiten 

n 

(59)  2  ^o-^.-^i  +  ^  •  2  ""i^i  ^  ^ 

für  alle  ganzzahligen  x^  Genüge  leisten.  Das  so  definierte  Gebiet, 
welches  B^  genannt  werde,  ist  endlich  begrenzt;  denn,  nähme  auch 
nur  eine  der  Größen  a.  unbegrenzt  große  Werte  an,  so  könnte  man 
endliche  Werte  der  x^  so  wählen,  daß  das  zweite  Glied  der  linken 
Seite  in  obiger  Formel  beliebig  groß  negativ  würde,  während  das 
erste  endlich  bleibt,  so  daß  die  Ungleichheit  (59)  nicht  bestände.  Der 
Punkt  (0)  ist  offenbar  Mittelpunkt  des  Gebietes. 
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Sind  nun  ^i,  «2;  •  •  •;  ^w  beliebig  gegebene  Werte  und  setzt  man^ 
unter  t  einen  positiven  Wert  verstehend,  cc.  =  t*  €.  für  ^  =  1,  2,  . . .,  w, 
so  wird  für  hinreichend  kleine  Werte  von  t  der  Punkt  {a?)  noch 
allen  Ungleichheiten  (59)   genügen;   dies   ist   selbstverständlich  für 

n 

diejenigen,  in  denen  ^  s.x^  >  0  ist,  leuchtet  aber  für  hinreichend 

1  =  1 
kleine  t  auch  bei  den  anderen  ein,  in  denen  diese  Summe  negativ  ist. 
Da  es  nun  stets  Wertesysteme  (x^)  gibt,  für  welche  sie  negativ  aus- 
fällt, muß  es  auch  ein  solches  geben  —  es  heiße 

%,  mg,  .  .  .,  m,^,      (m.) 

—  derart,  daß  für  ein  i^  ==  i^^  und  einen  entsprechenden  Punkt  (a.  0)  ==  ^0  *  i^i) 

n 

(60)  2  %  •  ^i^J  +  2  •  2  "'0  ■  "^'  ^  ^ 

iy  j  i  =  l 

wird,  während  für  alle  übrigen  ganzzahligen  x^  die  Ungleichheiten 
(59)  noch  erfüllt  bleiben.    Daher  kommt,  wenn  man 


(61)                                «n  =  -  «.0  - 

(i  =  1,  2, 

...,n) 

setzt,  für  alle  ganzzahligen  x^ 

i,j  «==1 

weshalb  auch  (a-^)  ein  Punkt  in  Bq  ist.    Da  nun  auch 

n 

ist,  so  folgt  aus  (61)  der  Satz: 

Für  das   System  (m^)  besteht  bei   allen  ganzzahligen  x- 
die  Uns^leichheit 


(62)  2  ""v^i^J  -  2  ^^^^^^J  >  ^' 
Schreibt  man  diese  aber  in  der  folgenden  Gestalt: 

(63)  2  ^.-y^^.-^^y  <  2  ^^3  K  "  2^,)  (m^  -  2 x^), 
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SO  lehrt  sie^  daß  das  System  (m.)  unter  allen  ganzzahligen 
Systemen  derselben  Restklasse^)  (mod.  2)  der  Form  den 
kleinsten  Wert  erteilt  oder  ^^eine  Minimaldarstellung 
(mod.  2)^^  der  Form  bildet.  Solcher  Minimaldarstellungen  kann 
es  in  jeder  Klasse  nur  eine  endliche  Menge  geben.  Man  denke  sich 
für  jede  der  Restklassen  die  darin  vorhandenen  Minimaldarstellungen 
aufgestellt  und  bezeichne  sie  alle  zusammen  durch 

(  Kl)-        %i;  ^^hiJ  '••;  ^ha 
(m.2):        mi2,  ^22»  •  •  •;  ^^«2 


(64) 

i  K-.):         %.;  %.;  •••;  ^ns- 

Das  Gebiet  B^  aller  {a^,  welches  bisher  durch  die  unend- 
lich vielen  Ungleichheiten  (59)  definiert  vrurde,  kann 
dann  auch  als  die  Gesamtheit  aller  (^a.)  bezeichnet  werden^ 
welche  der  endlichea  Menge  von  Ungleichheiten 

(65) 


i,3 

i^ik 

m,,  +  2  . 

2' 

ß.w. 

A> 

0 

(k 

=  1,  2,  3 

?   •  •  •; 

«) 

Genüge  leisten. 

Denn  erstens  erfüllt  jeder  Punkt  {a^  in  i^^,  da  er  für  alle  ganz- 
zahligen  x,^  den  Ungleichheiten  (59)  genügt,  auch  die  Ungleichheiten 
(65).  Zweitens  ist  jeder  Punkt  (c<:.),  für  welchen  die  letzteren  statt- 
habeU;  ein  Punkt  in  JR^.  Wäre  er  es  nämlich  nicht,  so  könnte  man^ 
von  (cc^.)  ausgehend  wie  oben  von  (e^),  zu  einem  Punkte  {af)  =  t  •  (a.) 
fortgehen,  wo  0  <  i^  <  1,  welcher  auf  der  Begrenzung  von  jRq  liegt, 
so  daß  sich  ein  System  ganzer  Zahlen  m^,  m^^^  .  .  .^  m.^^  ergäbe,  für 
welches 

n 

(66)  ^a,,m,m,^^.'2,<^^h-^ 

würde,  und  dieses  System  würde  wieder  eine  Minimaldarstellung 
(mod.  2)  der  Form  sein,  also  zu  den  Systemen  (64)  gehören.  Aus 
der  Gleichung  (66)  aber  folgt 

n  n 

^  ccP^n.  <  0,     also  auch  ^  a.m..<iO'^ 


1)  Unter  der  Restklasse  (mod.  2)  der  n  Größen  a;^,  x^^  . ,  .,  Xn  verstehen  wir 
das  System  der  Reste  r^,  r^,  ...,  r^,  welche  diese  Größen  (mod.  2)  lassen. 
Solcher  Restklassen  gibt  es  2^,  von  denen  bei  unserer  Betrachtung  diejenige 
mit  lauter  geraden  x^  auszuschließen  ist,  da  eine  Minimaldarstellung  stets 
aus  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  bestehen  muß. 
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schreibt  man  also  die  Gleicliiing  in  der  Form 

71  n 

i,  y  i  =  1  i  =  1 

SO  fände  sicii   der  Ausdruck  zur  Linken  für  die  gedachte  Minimal- 
darstellung (mod.  2)  negativ,   während   er  nach  Voraussetzung  für 
alle  solche  Mini uialdar Stellungen  nicht  negativ  sein  soll.  Aus  diesem 
Widerspruch  folgt  die  Wahrheit  des  behaupteten  Satzes. 
17.  Die  Ungleichheiten  (65)  haben  die  allgemeine  Gestalt 

n 

(65  a)  A,,+^Ä,,'a,yOi 

(h  =  l,  2,  ..  .,  s) 

das  durch  sie  definierte  Gebiet  Bq  der  Punkte  (a^)  unterscheidet  sich 
daher  von  dem  im  7.  Kapitel^  Nr.  8  eingeführten  wesentlich  darin, 
daß  die  definierenden  Linearformen  nicht  mehr  homogen  sind.  Gleich- 
wohl gelten,  was  die  sogenannten  Wände,  Kanten  und  Ecken  yojx  Bq 
betrifft,  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  vorigen.  Die  das  Ge- 
biet begrenzenden  Wände,  welche  durch  die  Gleichungen  (65) 
definiert  werden,  sind  Ebenen  im  n-dimensionalen  Räume  (so  daß 
man  das  Gebiet  i?^  als  ein  Polyeder  im  ?2-dimensionalen  Räume  bezeich- 
nen darf),  und  es  läßt  sich  zeigen,  daß  jeder  solchen  Wand  eine 
zweite,  ihr  parallele  entspricht. 

Ist  nun  (A^);  d.  h.  das  System  Aj^,  ilg,  .  .  .;  l,,  irgendein  Punkt  jenes 
Raumes,  so  bilden  die  Punkte  (i^  •  A^)  für  0  ^  ^  ^  1  den  Vektor  [Aj 
vom  Anfangspunkte  nach  dem  Punkte  (2.),  und  wenn  man  in  den 
Ungleichheiten  (65)  die  Substitution 

a.  =  a.'  —  A. 
macht,  so  nehmen  sie  die  Gestalt 


an,  wo 


n 


ist,  und  definieren  ein  neues  Polyeder  it',  welches  als  kongruent 
mit  Bq  angesehen  werden  darf;  wir  nennen  es  das  längs  dem 
Vektor  [AJ  parallel  verschobene  Polyeder  B^,    Nun  bestim- 
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men  die  n  Punkte 

ß  =  1,  2,  ...,n) 
auch  n  Vektoren  [a^^],  und,  wenn  man 


(68) 


(69)  ^.  =  -2'«'-r^y 

setzt  und  die  Unbestimmten  ß^  alle  ganzen  Zahlen  durchlaufen  läßt^ 
so  erhält  man  sämtliche  Gitterpunkte  eines  w-dimensionalen  Raum- 
gitters, dessen  Grundpunkte  die  n  Punkte  (68)  sind.  Wird  nun  das 
Polyeder  Bq  durch  die  Substitution  (67)  längs  dem  durch  (69)  be- 
stimmten Vektor  [AJ  in  einen  der  Gitterpunkte  parallel  verschoben, 
so  entsteht  ein  neues  Polyeder  B,  dessen  Punkte  («/)  durch  die  für 
alle  ganzzahligen  x^  geltenden  Ungleichheiten 

n  n  , 

gegeben  sind.   Diesen  kann  die  Form  verliehen  werden: 

n 

n 


i,   J 


«  =  1 


Da  aber  die  x^  +  0^  jedes  ganzzahlige  System  bedeuten,  kann  B  ein- 
facher als  die  Gesamtheit  der  (a.')  bezeichnet  werden,  welche  für  alle 
ganzzahligen  x^  die  Ungleichheiten 

»  n 

(70)       ^ atjX.x^  +^2  "•'^•-  >  2 ^'-/i^/  +  ^  2  '^''^' 

erfüllen.  So  erhält  man  für  jeden  Gitterpunkt  ein  dem  Polyeder  jB^ 
kongruentes,  parallel  verschobenes  Polyeder;  diese  liegen,  wie  nun 
gezeigt  werden  kann,  so  aneinander,  daß  sie  den  ganzen  w-dimensio- 
nalen  Raum  aller  (a^  einfach  und  lückenlos  erfüllen,  also  das  aus- 
machen, was  Minkowski  eine  Stufe  des  Raumes  genannt  hat. 
Voronoi*  hat  die  so  erhaltenenPolyederalsParalleloeder  bezeichnet. 
Jeder  positiven  quadratischen  Form  mit  n  Unbestimmten 
entspricht  also  eine  Zerlegung  des  *^-dimensionalen  Rau- 
mes in   gitterförmig  gelegene  kongruente  Paralleloeder. 
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Unter  gewissen  Voraussetzungen  über  die  Art  des  Aneinanderlie- 
gens  dieser  Polyeder,  welche  bewirken,  daß  die  Ungleichungen  (65) 
linear  unabhängig  und  ihre  Anzahl  5  =  2**  —•  1  wird,  werden  die 
Paralleloeder  speziell  als  primitiTe  bezeichnet.  Diese  letzteren 
zerfallen  nun  in  eine  gewisse  Anzahl  verschiedener  Typen,  welche 
durch  die  Zahlenwerte  der  Systeme  (64)  näher  charakterisiert 
sind,  und  wiederum  verteilen  sich,  wenn  nun  ein  solcher  Typ  T  ge- 
geben ist,  die  ihm  entsprechenden  quadratischen  Formen  mit  n  Un- 
bestimmten in  verschiedene  Gebiete  A  derart,  daß  die  den  sämt- 
lichen Typen  entsprechenden   Gebiete  A   den  ganzen  v  ==       7"     - 

dimensionalen  Raum  aller  positiven  quadratischen  Formen  mit  n  Un- 
bestimmten einfach  und  lückenlos  erfüllen.  Diese  Gebiete  aber  lassen 
sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  Klassen  äquivalenter  Gebiete  und 
Formen  verteilen,  und  die  Repräsentanten  der  verschiedenen 
Klassen  bilden  zusammengenommen  den  reduzierten  Raum,  in- 
dem jede  Form  einer  und  nur  einer  Form  in  den  gedachten  reprä- 
sentierenden Gebieten  äquivalent  ist. 

Diese  neue  Vor  onoische  Definition  reduzierter  Formen  deckt  sich 
übrigens  für  binäre  und  ternäre  Formen  wieder  mit  der  im  obigen 
in  anderer  Weise  von  Voronoi  angegebenen  Definition,  d.  h.  also 
mit  der  Selling sehen  Bestimmungsweise  solcher  reduzierter  Formen. 


Elftes  Kapitel. 

Vom  Äquivalenz  und  Klassen  positiver  quadratischer  Formen. 

1.  Im  vorigen  ist  die  in  Nr.  1  des  9.  Kapitels  ausgesprochene 
Aufgabe,  aus  dem  Gebiet  aller  positiven  quadratischen  Formen  ein 
„reduziertes*^  Gebiet  von  der  dort  angegebenen  Beschaffenheit  aus- 
zuscheiden, auf  verschiedene  Weise  gelöst  worden.  Wir  gehen  nun 
daran,  den  mannigfachen  Gebrauch  zu  zeigen,  den  man  von 
der  Reduktion  der  positiven  quadratischen  Formen  ma- 
chen kann. 

Zu  allererst  geschieht  dies  zu  dem  Zwecke,  zu  welchem  überhaupt  re- 
duzierte Formen  eingeführt  worden  sind,  nämlich  zuentscheiden,ob 
zwei  gegebene  positive  quadratische  Formen  (der  gleichen 
Determinante)  einander  äquivalent  sind  oder  nicht.  Zu  die- 
sem Zwecke  ist  jede  derselben  auf  eine  ihr  äquivalente  reduzierte 
Form  zurückzuführen  und  dann  festzustellen,  ob  diese  letzteren  der- 
selben Klasse  angehören  oder  nicht.  Was  das  erstere  betrifft,  so  ha- 
ben wir  zwar  an  verschiedenen  Stellen  (Kap.  8,  Nr.  3;  Kap.  10,  Nr.  6) 
gezeigt,  wie  es  theoretisch  ausführbar  ist;  es  fehlt  aber  bisher  an 
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einem  praktiscben  Algoritlimus,  mittels  dessen  es  für  Formen  mit  be- 
liebig vielen  Unbestimmten  allgemein  gescbeben  kann,  ähnlieh  dem- 
jenigen,  durch  den  es  bei  binären  Formen  nach  Gauss  mittels  der 
benachbarten  Formen  bewirkt  wird.  Das  zweite  erledigt  sich  von 
selbst,  wenn  die  gegebenen  quadratischen  Formen  auf  ein  und  die- 
selbe äquivalente  reduzierte  Form  zurückkommen;  dies  wird  im 
Falle  ihrer  Äquivalenz  stets  dann  der  Fall  sein,  wenn  der  gewählten 
Definition  reduzierter  Formen  gemäß  in  jeder  Klasse  nur  eine  solche 
möglich  ist.  Andernfalls  hätte  man  ein  Kriterium  nötig,  durch  wel- 
ches festgestellt  würde,  ob  zwei  reduzierte  Formen  einander  äquiva- 
lent sind  oder  nicht,  und  ein  solches  ist  wieder  bisher  über  die  binä- 
ren Formen  hinaus  noch  nicht  allgemein  bekannt. 

Hat  man  aber  auf  irgendwelche  Weise  die  Äquivalenz  der  den  ge- 
gebenen Formen  äquivalenten  reduzierten  Formen  und  damit  ihre 
eigene  Äquivalenz  festgestellt,  so  ist  dadurch  zugleich  eine  ganz- 
zahlige Transformation  der  einen  Form  in  die  andere  gegeben,  und 
daraus  findet  man,  wie  in  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  schon 
bemerkt  ist,  alle  jene  Transformationen,  wenn  man  jene  mit  den 
sämtlichen  ganzzahligen  Transformationen  einer  der  ge- 
gebenen Formen  in  sich  selbst  zusammensetzt.  Wir  werden 
also  dazu  geführt,  diese  letzteren  näher  zu  betrachten.  Für  positive 
binäre  Formen  sind  sie  unmittelbar  angebbar,  und  für  ternäre  erge- 
ben sie  sich  aus  den  Sätzen  des  4.  Kapitels  im  1.  Abschnitte  der 
ersten  Abteilung  dieses  Werkes.  Darüber  hinaus  sind  sie  noch  nicht 
allgemein  angegeben  worden,  nur  bezüglich  ihrer  Anzahl  sind  — 
namentlich  durch  Minkowski^)  —  einige  sehr  interessante  Sätze 
gefunden  worden,  die  wir  jetzt  hier  entwickeln  wollen.  Wir  lassen 
dabei  neben  den  unimodularen  Transformationen  zunächst  auch  solche 
mit  dem  Modul  —  1  zu. 

2.  Diese  Anzahlistfürverschiedene  Formen/'(;^\,  x^^  . . .,  x^ 
verschieden  und  also  als  eine  Funktion  von  /"zu  betrachten,  die 
wir  durch  das  Zeichen  t{f)  ausdrücken  wollen.  Jedenfalls  ist  sie 
endlich,  wie  dies  schon  in  Nr.  1  des  achten  Kapitels  festgestellt 
worden  ist. 

Für  die  beiden  besonderen  Formen 

(1)  /o  \X^j  .  .  .,  X^  =  ^1    +  ^'2    +  •  •  •  +  ^w 

(2)  U  K,  •  •  V  ^J  =  K  +  •  •  •  +  *J'  +  «'i'  +  •  •  ■  +  ^.' 

kann  sie  leicht  angegeben  werden.   Offenbar  kommt  jede  Transfor- 


1)  Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Mathem.  101,  S.  196;  Ges.  Abb.,  Bd.  1,  S.  336.  Der 
Leser  sei  hier  auch  auf  L.  Bieberbachs  AbhandluDg  in  Nachr.  d.  K.  G.  d. 
W.   zn  Göttingen  1912,  verwiesen. 
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mation  von  f^  in  sich  selbst  darauf  hinaus,  die  Quadrate  unter 
sich  zu  yertauscheu;  was  n\  Transformationen  gibt,  und  bei  jeder 
Yon  ihnen  die  Vorzeichen  der  x.  beliebig  zu  verändern,  wodurch  2^ 
Vorzeichenkombinationen  entstehen;  man  findet  demnach 

(3)  ^(/o)  =  2^.1.2.3...^. 

Jede  Transformation  von  f^  in  sich  selbst  wird  entweder  die  x^  unter- 
einander vertauschen,  was  n\  Transformationen  ergibt,  wobei  aber 
die  Vorzeichen  der  x-  nur  gleichzeitig  geändert  werden  dürfen,  damit 
das  Quadrat  ihrer  Summe  ungeändert  bleibt;  zu  den  so  entsteheoden 
2  '  n\  Transformationen  kommen  noch  n  Systeme  von  ebenso  vielen 
hinzu,  die  erhalten  werden,  wenn  ein  Xj^  mit  der  Summe  iT^  +  %  + 
'  '  '  +  00^  vertauscht  und  dabei  alle  übrigen  x^  negativ  genommen 
werden.   Somit  findet  sich  insgesamt 

(4)  K/i)-2.  1^2  •3'"n{7^+  1). 

Allgemein  hat  zuerst  Jordan  gezeigt^),  daß  t(f)  für  jede  positive 
quadratische,  allgemeiner  für  jede  homogene  Form  mit  n  Unbestimm- 
ten, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich  selbst 
zuläßt,  unterhalb  einer  festen,  nur  von  n  abhängigen  Grenze  bleibt, 
daß  nämlich 

(5)  t{f)<(2^  +  ^-2y 

sein  muß.  Minkowski  ist  es  (a.  a.  0.)  gelungen,  diese  Grenze  her- 
abzudrücken und  überhaupt  über  t(f)  wesentlich  Genaueres  auszu- 
sagen. 

3.  Da  zu  den  gedachten  Transformationen  stets  auch  die  identische 
gehört  und  zwei  solche  Transformationen  nacheinander  angewandt 
wieder  eine  solche  ergeben,  so  bilden  sie  sämtlich  eine  Gruppe, 
deren  Ordnung  gleich  der  Anzahl  von  ihnen,  also  endlich  ist.  Jede 
Transformation  T  der  Gruppe  ist  demnach  auch  von  endlicher  Ord- 
nung, d.  h.  sie  führt  nach  einer  endlichen  Anzahl  h  von  Wiederho- 
lungen die  identische  Transformation  herbei,  in  Zeichen:  es  ist 

Nun  gilt  der  folgende  Satz,  den  für  n  =  d  zuerst  Hermite^)  ge- 
geben hat:  Die  ganzzahlige  Substitution 

(i  =   1,    2,    .  .  .,   ^) 


1)  Journ.  de  1'  Ec.  Polytechn,,  cah.  48,  p.  133. 

2)  Hermite,  Journ.  für  die  reine  u.  angew.  Math.,  Bd.  47,  S.  312.     Min- 
kowski, a.  a   0. 

B  a  c  h  m  a  n  n ,  Zahlentheorie  IV  2  22 
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ist  dann  und  nur  dann  yon  endlicher  Ordnung,  wenn  ihre  charak- 
teristische Determinante 


(7) 


nur  für  Einheitsv^urzeln  r  yerschwindet  und  alle  Elementarteiler 
derselben  in  r  linear  sind.  Auf  Grund  dieses  Satzes  aber  beweisen 
wir  nun  zunächst  folgenden  Hilfssatz: 

Es  gibt  keine  von  der  identischen  Substitution  verschie- 
dene ganzzahlige  Substitution  (6)  von  endlicher  Ordnung, 
welche  nach  irgendeinem  ungeraden  Primzahlmodul  p 
der  identischen  Substitution  kongruent  ist. 

Gesetzt  nämlich,  die  Substitution  (6)  wäre  eine  solche,  also 

«ee^l»  «.-Ä^O  {mod.p). 

Da  jede  Einheitswurzel  eine  primitive  Einheitswurzel  eines  gewissen 
Grades  A  und  die  Gleichung 

vom  Grade  ^(/l),  welche  diese  primitiven  Einheitswurzeln  zu  Wur- 
zeln hat,  irreduktibel  ist,  so  muß  die  Determinante  (7),  welche  der 
Substitution  (6)  von  endlicher  Ordnung  entspricht,  dem  voraufge- 
schickten Satze  zufolge  von  der  Gestalt 

(8)  ±(r-l)'"-F,(r).F^(r)-F^(r).-- 
sein,  wo 

(9)  m  +  (p  (A)  +  g?  W  +  9  W  +  •••==  ^ 
ist.    Setzt  man  nun  für  r  eine  Zahl,  für  welche 

r  ^1  +  p  (mod.  p^) 

ist,  so  werden  einerseits  alle  Elemente  der  Determinante  (7)  durch 
p,  die  Determinante  selbst  also  durch  ^'^  teilbar.  Anderer- 
seits ist,  wenn  h  ein  Vielfaches  von  p^j  aber  nicht  teilbar  durch  p*"^^ 

is^^  r' ~  1 +hp  (mod,  p"^-^'), 

also  enthält  r^  —  1  dieselbe  Potenz  von  p  wie  hp.  Da  nun  bekannt- 
lich, wenn  a, /3,  7^-.  .  .  die  verschiedenen  in  X  aufgehenden  Prim- 
faktoren bedeuten. 


^  _l)  (^/*  _  1)  (rr  _  1)  . 
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gesetzt  werden  kann,   so  geht  p  in  diesem  Ausdrucke  genau  so  oft 
auf  wie  in  dem  folgenden: 


^    aß  ^      ay^ 

■  -4- 

X 
ay 

%            l            l 
-^P'JP'JP' 

a'    ß 

X 

7 

welcher  gleich  1  ist,  sooft  A  eine  aus  verschiedenen  Primzahlen  zu- 
sammengesetzte Zahl,  dagegen  gleich  g,  wenn  X  die  Potenz  einer 
Primzahl  g  ist.  Demnach  ist  die  höchste  Potenz  von  p,  welche  in 
F;^  (r)  aufgeht,  p^  oder  p^,  je  nachdem  A  eine  Potenz  von  p  ist  oder 
nicht.  Wäre  also  keiner  der  Indizes  A,  fi,  o^,  .  . .  eine  Potenz  von 
Pf  so  ginge  j^  im  Ausdrucke  (8)  der  Determinante  (7)  genau  m-mal, 
dagegen  (m  +  a)-mal  auf,  wenn  a  jener  Indizes  Potenzen  von  p  wären; 
da  aber  dann  a  der  Funktionen  g)  (A),  9p  (ft),  g?  (i/),  .  . .  größer  als  1 
wären,  so  ginge  p  nach  (9)  jedenfalls  weniger  oft  als  ^-mal  in  (8)  auf, 
die  Determinante  (7)  wäre  also  nicht  durch  jp**  teilbar.  Dieser 
Widerspruch  hebt  sich  nur,  wenn  in  (8)  keine  Faktoren  von  der  Form 
F^  (r)  auftreten,  wenn  also  m  =  n  und  die  Determinante  (7)  von  der 
Gestalt  ±  (r  —  l)"*  ist.  Alsdann  verschwinden  aber  die  Elementar- 
teiler derselben  nur  für  r  =  1 ,  und  da  sie  linear  in  r  sein  müssen, 
so  verschwinden  auch  die  Elemente  der  Determinante  selbst  für 
r  =  1 ,  d.  h.  man  erhält 

(^=1,  2,  ...,  n)      (^4=*) 
w.  z.  b.  w.  — 

Ebensowenig  gibt  es  eine  von  der  identischen  Substitu- 
tion verschiedene  ganzzahlige  Substitution  endlicher  Ord- 
nung, welche  der  identischen  (mod.  4)  kongruent  ist.  Man 
beweist  dies  durch  die  gleiche  Betrachtung,  indem  man  den  Modul  p 
durch  den  Modul  4  ersetzt,  die  Zahl 

r  ~  1  4-  4  (mod.  8) 
wählt  und  berücksichtigt,  daß 

^Ä^l  +  2*  +  2  (niod.  2*  +  ^) 

ist,  sobald  %  durch  2^,  aber  nicht  mehr  durch  2*"^^  teilbar  ist. 

4.  Nun  sei  für  irgendeine  homogene  Form  mit  n  Unbestimmten, 
die  nur  eine  endliche  Anzahl  t(f)  von  Transformationen  in  sich 
selbst  zuläßt,  G  die  Gruppe  dieser  Transformationen.  Wenn  8,  T 
irgend  zwei  Substitutionen  und  T"^  die  Inverse  von  T  bedeuten,  so 
heißt  bekanntlich  die  zusammengesetzte  Substitution  T"*^  •  S  •  T  die 

22* 
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durch   T  Transformierte  von  S,  und  wenn  so  die  sämtlichen 
Substitutionen  \    8    8'  8" 

einer  Gruppe  T  durch  eine  Substitution  T  transformiert  werden^  so 
bilden  die  Transformierten 

wieder  eine  Gruppe,  welche  die  durch  T  transformierte  Gruppe 
T""  ^  •  r  •  T  genannt  wird.  Man  nennt  ferner  eine  in  einer  Gruppe  f 
enthaltene  andere  Gruppe  einen  Teiler  von  f  und  diesen  insbe- 
sondere einen  Normalteiler,  wenn  sie  mit  jeder  Substitution  T 
von  r  transformiert  unverändert,  nämlich  aus  denselben  Substitu- 
tionen wie  r  zusammengesetzt  bleibt. 

Nach  diesen  Vorerinnerungen  an  die  Theorie  der  Gruppen  betrach- 
ten wir  nun  neben  der  Gruppe  G  aller  ganzzahligen  Transforma- 
tionen ^    T     T     T 

der  Form,  f  in  sich  selbst  ihre  Reste 

i        rpf         rp  r      rp  ' 

(mod.  p)j  d.  h.  die  Substitutionen,  deren  Koeffizienten  die  ßeste 
(mod.  p)  von  den  Koeffizienten  der  ersteren  Substitutionen  sind.  Da 
offenbar  aus  TJ^  =  T^  sich  T/  •  T/  =  T/  (mod.  p)  ergibt,  so  bil- 
den auch  die  gedachten  Reste  (mod.  jp)  eine  Gruppe,  welche  mit  der 
ersteren  isomorph  ist,  d.  h.  die  Substitutionen  und  ihre  Produkte 
sind  für  beide  Gruppen  einander  eindeutig  entsprechend.  In  der  Tat, 
gäben  etwa  zwei  verschiedene  Substitutionen  T^,  T^  gleiche  Reste 
(mod.  jp),  so  wäre  offenbar  die  Substitution  Tr'^  -  Tj,^  welche,  weil 
zur  endlichen  Gruppe  G  gehörig,  von  endlicher  Ordnung  ist,  der 
Einheit  (mod.  p)  kongruent  und  demnach  dem  Hilfssatze  zufolge 
gleich  der  identischen  Substitution,  also  T^  =  jT^  gegen  Voraus- 
setzung. Hiernach  haben  beide  Gruppen  dieselbe  Ordnung  t(f)^  und 
offenbar  ist  der  Modul  jeder  Substitution  der  zweiten  von  ihnen  kon- 
gruent +  1  (mod.  p) . 

Demnach  wird  die  neue  Gruppe  (mod.  p)  ein  Teiler  der  Gruppe 
aller  möglichen  Substitutionen  (6)  sein,  deren  Koeffizienten  irgend- 
welche Restkombinationen  (mod.  p)  mit  einem  Modul  +  1  (mod.  p) 
darbieten.  Also  ist  ihre  Ordnung  t(f)  ein  Teiler  der  Ordnung  dieser 
größeren  Gruppe,  welche  [für  den  Fall  des  Modulus  ~  -j-  1  (mod.  N)] 
auf  S.  534  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  bestimmt  worden 
und  nach  der  dortigen  allgemeinen  Formel  (31)  gleich 

(10)  ^•^'•^-^(i-f)(i-p)---(i-f) 

=  2(2>^—  l)p''~^'  (i?^-^—  l)jp^-2-  "(ip^—l)p 
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ist.  Jeder  Rest  T'  (mod.  p)  einer  Transformation  T  der  Form  f  in 
sich  selbst  gehört  aber  offenbar  schon  zu  denjenigen  Substitutionen 
der  letzteren  Gruppe^  welche  die  Form  f  (mod.  p)  ungeändert  lassen, 
und  welche  wieder  eine  Gruppe  (mod.j))  bildeu.  Daher  ist  die  Ord- 
nung t(^f)  der  Gruppe  aller  T'  schon  ein  Teiler  von  der  Ordnung 
dieser  engeren  Gruppe.  Für  jede  nicht  in  der  Determinante  D  der 
Form  f  enthaltene  ungerade  Primzahl  p  ist  aber  die  gedachte  Ord- 
nung auf  S.  542  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  bestimmt  wor- 
den und  dementsprechend,  wenn  n  gerade  ist,  gleich 

(IIa)    2  •p'"^^  .  {p^  __  1)  (-p4_  1)  .  .  .  ^^«-2  „  1)  .  (pT_  ^)  ^ 

wenn  aber  n  ungerade  ist,  gleich 

(IIb)         2-p^  ^  ^  •(i)'-l)(/-l)  •  ••  (p^"'-  1). 

Für  alle  Primzahlen^  oberhalb  einer  endlichen  Grenze 
L  ist  also  gewiß  t{f)  Teiler  sämtlicher  Zahlen  (IIa)  oder 
( 1 1  b ),  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Dabei  darf  L^n-\-l 

n 

gedacht  und  im  ersteren  Falle  der  Faktor  i>  ^  —  £  durch  sein  Viel- 
faches K^""  —  1)  ersetzt  werden,  d.  h.  es  wird  t{f)  dann  auch  Teiler 
jedes  Ausdrucks 

(11  c)  ^~^^  ■  ip'  -  1)  (j,^  -  1)  .  .  .  (f>  -  1) 

sein.  Da  dies  für  alle  Primzahlen  p>L  gilt,  so  muß  t  (/')  auch  Teiler 
des  größten  gemeinsamen  Teilers  aller,  den  Primzahlen 
p>L  zugehörigen  Ausdrücke  (Hb),  bzw.  (11c)  sein. 

5.  Um  den  letzteren  zu  finden,  hat  man  nur  für  jede  Primzahl  q 
eine  der  Zahlen  (Hb),  bzw.  (11  c)  zu  suchen,  welche  diese  Primzahl 
in  einer  möglichst  niedrigen  Potenz  enthält.  Ist  nun  zunächst 
g>^  +  l,  so  wird  keiner  der  Faktoren  dieser  Ausdrücke  teilbar 
durch  q^  wenn  p  als  primitive  Wurzel  (mod.  q)  gewählt  wird.  Ist 
g  ^  n  +  1  und  ungerade,  so  treten  in  den  gedachten  Ausdrücken 
Faktoren  auf,  die  durch  q  teilbar  sind,  nämlich  aUe  diejenigen  und  nur 
diejenigen  p^  —  1^  bei  denen  h  ein  Vielfaches  des  Exponenten  ist,  zu 
welchem  p  (mod.  q)  gehört;  diese  aber  sind  in  kleinster  Anzahl  vor- 
handen und  enthalten  die  niedrigste  Potenz  von  g,  wenn  man  p  als 
primitive  Wurzel  (mod.  q^)  wählt,  so  daßp"?"^  —  1  durch  g,  aber  nicht 
durch  q^  teilbar  ist.  Alsdann  geht  p^'  —  1  genau  sooft  durch  q  auf 

wie  q  '    __    ;  demnach  enthält  der  Ausdruck  (Hb)  sowohl  wie  (11c) 
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den  Faktor  q  genau  sooft,  wie  ihn  das  Produkt 

enthält,  d.  h.  in  der  Potenz 

Ist  endlich  g  ===  2,  so  enthalten  die  Potenzen  p^^'  —  1  die  niedrigste 
Potenz  Yon  2,  wenn  i?  =  ±  3  (mod.  8)  gewählt  wird,  und  zwar  ist 
dann  jp^^  —  1  genau  sooft  durch  2  teilbar  wie  8Ä,  und  somit  sind 
die  Ausdrücke  (Hb)  bzw.  (Hc)  genau  sooft  durch  2  teilbar  wie 
das  Produkt  p  ^^  -, 

2"+H.1.2.3...[|], 

d.  i.  wieder  durch  die  Potenz  (12)  für  g'  =  2.  Daß  es  aber  möglich 
ist,  die  Primzahlen  p  in  der  angegebenen  Weise  und  zugleich  >  i  zu 
wählen,  geht  aus  dem  bekannten  Satze  hervor,  daß  jede  arithmetische 
Reihe  qx  +  r  mit  teilerfremden^^';  r  unendlich  viele  Primzahlen  ent- 
hält. 

Da  nun  der  größte  gemeinsame  Teiler  gegebener  Zahlen  gleich 
dem  Produkte  aus  den  niedrigsten  Primzahlpotenzen  ist,  die  in  jenen 
Zahlen  sich  vorfinden,  so  ist  zu  schließen,  daß  der  größte  gemein- 
same Teiler  aller,  den  sämtlichen  Primzahlen  p  >  i  ent- 
sprechenden Ausdrücke  (Hb),  bzw.  (Hc)  durch  die  Formel 

(13)  TT  gL?^iJ  "^  L2¥=^)J  "^  L/(?=-i)J  "^  *  ■  ■ 

gegeben  wird,  in  welcher  die  Multiplikation  auf  alle  Prim- 
zahlen q'^n  -\'  1  zu  erstrecken  ist. 

Demnach  gilt  der  folgende  elegante  Satz:  Für  jede  homogene 
Form  mit  n  Unbestimmten,  die  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Transformationen  in  sich  selbst  zuläßt,  ist  diese  An- 
zahl t{f)  ein  Teiler  des  Produktes  (13),  welches  nach  Min- 
kowski durch  das  Zeichen 

(13  a)  ^i 

angezeigt  werde. 

6.  Hiernach  ist  umgekehrt  die  Größe  w{  ein  gemeinsames 
Vielfaches  von  sämtlichen,  den  gedachten  Formen  zuge- 
hörigen Anzahlen  t{f).  Es  läßt  sich  aber  leicht  einsehen,  daß  sie 
genauer  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  derselben  ist. 
Zum  Beweise  ist  nur  für  jeden  in  ihr  aufgehenden  Primfaktor  zu 
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zeigen,  daß  es  eine  Zahl  t  {f)  gibt,  welche  diesen  Primfaktor  in  ge- 
nau der  gleichen  Pofcenz  enthält  wie  das  Produkt  (13).  Was  nun  zu- 
nächst den  Paktor  2  betrifft,  so  enthält  t{fo)  nach  der  Formel  (3) 
diesen  Paktor  genau 

''+[T]+m+[i]+- 

mal,  d.  h.  ebensooft  wie  das  Produkt  (13).  Ist  aber  q  eine  ungerade 
Primzahl  ^  w  +  1 ,  so  bilde  man  eine  quadratische  Form  f  als  Summe 

von  f-^.l  Formen  mit  ^  —  1  unbestimmten  von  der  Gestalt  (2) 

und  einer  Form  mit 

Unbestimmten  von  der  Gestalt  (1).  Man  sieht  dann  nach  den  For- 
meln (3)  und  (4)  leicht  ein,  daß  t(f)  für  diese  Form  ein  Vielfaches 
sein  muß  von  dem  Produkte 

[~^j]\  (22!)[''"^J  .2'-l-2...r, 
welches,  da  r  <  g  ist,  den  Primfaktor  q  genau  in  der  Potenz 

d.  h.  ebensooft  enthält  wie  das  Produkt  (13).  Da  t(f)  als  Teiler 
von  (13)  ihn  auch  nicht  öfter  enthalten  kann,  so  ist  damit  das  Ge- 
wollte erwiesen. 

Bedenkt  man,  daß  für  eine  ungerade  Primzahl  q  bei  jedem  Werte 

Ä  =«:  0,  1,  2,  .  .  .  r    2i;  +  l    1  _  r         2y       1 

und  für  fe  >  0 

L~T^    J  ^  L"2^J 

ist,  so  findet  sich  nach  dem  Ausdrucke  (13)  sogleich  die  einfache 

Beziehung 

(14)  2v  +  l|-2.2^. 

Dagegen  ist  nur  dann 

wenn  2v  nicht  durch  q^(q  —■  1)  teilbar  ist,  andernfalls  ist 
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Im  ersteren  Falle  enthält  2v\  den  Primfaktor  q  genau  sooft  wie 
2v  —  l[.  Bedeutet  aber  q  eine  ungerade  Bernoullisclie  Primzahl 
für  2vj  d,  h.  eine  solche  Primzahl,  für  welche  2v  durch  q  —  1  teil- 
bar ist;  und  geht  diese  Zahl  in  v  genau  Ä-mal  auf,  so  wird  2v\  die- 
selbe genau  (Ä+  l)-mal  öfter  enthalten  wie  2i/  —  l| .  Da  ferner  für  Ä  >  0 

Li^d  -  L      2Ä     J 
ist,  außer  wenn  2v  durch  2*  teilbar  ist,  wo  dann 

m  -  [^^] + ' 

ist,  so  geht,  wenn  v  genau  /j-mal  durch  2  teilbar  ist,  dieser  Faktor 
in  2i;|  genau  (&  +  2)-mal  öfter  auf  als  in  2i/  —  l|.  Man  findet  dem- 
nach 

(15)  2^1  =  26,.  27^, 

unter  b^  eine  Zahl  verstanden,  welche  aus  allen  (geraden  und  un- 
geraden) Bernoullischen  Primzahleng  für  2v  zusammengesetzt  ist 
und  jede  derselben  genau  (k  +  l)-mal  enthält,  wenn  sie  in  v  genau 
Ä-mal  aufgeht.  Da  das  Produkt  aller  jener  Primzahlen  bekanntlich 
der  Nenner  der  i;*^""  Bernoullischen  Zahl  jB^  ist,  die  sonstigen  in  v 
aufgehenden  Primzahlpotenzen  aber  nach  einem  Satze  yon  Lip- 
s  chitz  (s.  des  Verf.  Niedere  Zahlentheorie,  Bd.  II,  S.  55)  im  Zähler  von 

JBp  aufgehen,  so  ist  i^  selbst  der  Nenner  von  — . 

x4.us  (14)  und  (15)  ergibt  sich  endlich  für  die  Zahl  ^j  die  folgende 
einfache  und  elegante  Formel: 

(16)  n\^  2-'  W'--lrn^^ 

1.2  J 

7.  Neben  dem  auf  den  Modul  4  bezüglichen  Schlußsatze  in  Nr.  3  be- 
steht der  folgende  Satz,  zu  dessen  Begründung  hier  der  Kürze  wegen 
auf  Minkowskis  bezügliche  Abhandlung  (J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  100, 
S.  451/2;  s.  auch  die  Berichtigung,  ebend.  Bd.  101,  S.  202;  Ges.  Abb., 
Bd.  1,  S.  203  u.  212)  verwiesen  sei: 

Außer  den  ganzzahligen  Substitutionen  (6),  welche  einer 
Substitution 

(17)  X,  =  8,y,,         {s,  =  1  oder  -  1) 

(^=1,2,..,^) 

ähnlich  sind,  gibt  es  keine  ganzzahlige  Substitution  end- 
licher Ordnung,  die  (mod.  2)  der  identischen  kongruent  ist. 
Dabei  sollen  zwei  ganzzahlige  Substitutionen  8,  S'  einander  ähnlich 
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heißen,  wenn  jede  von  ihnen  aus  der  anderen  durch  Transformation 
mit  einer  ganzzahligen  Substitution  T  vom  Modul  ±  1  entsteht,  also 

ist.  Nun  sei  S  eine  Substitution  (17),  die  man  bei  passender  Anord- 
nung der  Unbestimmten  folgendermaßen  schreiben  kann: 

(17a)  ^        __  _____ 

und  T  eine  ganzzahlige  Substitution 

(i==l,  2,  ...,n) 
mit  dem  Modul  ^^  1.  Wir  fragen,  wann 
(18)  T-'-S'  T==S 

sei.  Drückt  man  T~^  durch  die  Gleichungen 

{i  =  1,  2,  .  .  ,  n) 
aus,  so  wird  T~^  -  S  -  T  durch  die  folgenden  gegeben : 

und  die  Grleichung  (18)  erfordert,  daß  die  rechte  Seite  für  i  ^  m  mit 
0^,  für  iy-m  mit  —  z^  übereinstimme.  Man  findet  also  die  Bedingungen: 

1)  für  i  ^  m 


Ali  «11  +  •• 

'  ~~^m  +  l, 

i^m  +  1,1  ~  ■  ' 

..-=0 

Aif«ii+  •• 

'  ~~  A^+i^ 

,i^m-{-l,i  ~~  ' 

..  =  1 

f^U^ln+" 

.  A 

i^m  +  1   n~~  '  ' 

.-=0. 

Aus  diesen  Grleichungen  ergibt  sich  in  Verbindung  mit  den  bekann- 
ten Beziehungen  zwischen  den  «,.j  und  ihren  Adjungierten  A,j  einer- 
seits das  System       .  4....4.A     «      =0 
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woraus  ,       i     i  *     i       ^      i      i       i  ^ 

l«a|-|Au-l  =  l;  also  |«,-J-±1 

ih  ft  =  1,  2,  .  .  .,  m) 
hervorgeht,  und  andererseits  das  System 

^w  +  l,»  *  ^»»  +  1,1  +  •  •  •  +  \i<^nl  ^  ^ 

aus  welchem^  da  das  System 

^'m  +  1,«;   •  •  •;  ^7in 

wegen  des  Moduls  +  1  der  Transformation  T  nicht  lauter  verschwin- 
dende Determinanten  {n  —  mf^^  Grades  haben  kann,  sich  alle  A^^^  für 
i^m  <,Jc  gleich  NuU  ergeben ; 
2)  für  i^  m 

\i^n  +  •  •  •  —  P^m  +  i^i  *  ^m  +  1,1  —  •  •  *     =0 
^1«^!«+  •  •  •  —  \,^i^i  •  C^m-fl,«  —  •  •  •      =0 

und  hieraus   |  a^j.\  =«  ±  1,  und  alle  A;^,.  für  Jc'^m  <i  gleich  NuU. 

Demnach  hat  die  Substitution  T~^^  die  Gestalt 

Ali;    •  •  •>  \mJ  ^;         •  •  •;        ^ 

0  DA  A  I  ' 

V,     .  .  .;     \jf      ^m  +  ltm  +  l)  '  *  -y  '^wt  +  l,«       I 

und  daraus  folgt  für  T  selbst  eine  entsprechende  Gestalt.  Wir  spre- 
chen dies  durch  die  symbolische  Formel 

(19)  ^=^™  +  y„-» 

aus,  in  der  also  T^,  ^»-^  Substitutionen  bedeuten,  deren  erstere  nur 
die  ersten  m,  die  zweite  nur  die  letzten  n  —  m  Unbestimmten  durch 
ebenso  viele  andere  ersetzt.  Diese  Formel  liefert  also  die  bei 
(18)  verlangten  Substitutionen  T. 
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8.  Nunmehr  sei  G  irgendeine  endliche  Gruppe  linearer  ganzzah- 
liger Substitutionen  mit  n  unbestimmten.  Sondert  man  von  diesen 
diejenigen  aus,  welche  (mod.  2)  der  identischen  Substitution  kongru- 
ent sind,  so  bilden  auch  sie  eine  Gruppe  ®,  die  offenbar  ein  Normal- 
teiler der  ersteren  ist.  In  ihr  befindet  sich  selbstverständlich  die 
identische  Substitution  I,  möglicherweise  auch  die  mit  durchweg 
entgegengesetzten  Koeffizienten  genommene  Substitution,  welche  —I 
heiße.  Ferner  ist  für  jede  Substitution  S  in  @,  wie  man  leicht  über- 
sieht, die  zusammengesetzte  Substitution  S^  endlicher  Ordnung  der 
identischen  Substitution  (mod.  4)  kongruent  und  demzufolge  nach 
dem  Schlußsatze  in  Nr.  3  S^  =  I 

Endlich  kann,  wie  im  Beweise  des  anfangs  voriger  Nr.  aus- 
gesprochenen Satzes  dargetan  ist,  jede  Substitution  21  in 
&  so  in  eine  andere  W  transformiert  werden,  daß  sie  die 
Form  (17)  erhalt;  die  durch  die  gleiche  Substitution  transformierte 
Gruppe  ®  heiße  (S'.  Ist  nun  in  @  irgendeine  weitere  Substitution 
enthalten  und  S5  ihre  Transformierte  in  @',  so  ist  auch  diese  der 
identischen  Substitution  (mod.  2)  kongruent,  S3SI'  eine  ebensolche 
Substitution  in  &  und 

weil  33  21'  •  S3  21'  =  /  sein  muß.  Dem  in  voriger  Nr.  Bewiesenen  ge- 
mäß zerlegt  sich  also  33  in  zwei  Teile  93^  +  ^n-m)  ^^  ^m>  ^«-m 
Substitutionen  sind,  welche  nur  diejenigen  m,  bzw.  n  —  m  unbestimm- 
ten durch  ebenso  viele  andere  ersetzen,  welche  in  21'  wie  in  (17  a) 
positiv,  bzw.  negativ  genommen  werden.  Sie  sind  ebenso  wie  95  selbst 
(mod.  2)  der  identischen  Substitution  ihrer  Art  kongruent,  und  so- 
mit gibt  es  Substitutionen  T^,  T^_^  von  entsprechender  Art,  durch 
welche  transformiert  sie  in  Substitutionen  mit  m,  bzw.  n-—m  Unbe- 
stimmten vom  Typus  (17)  übergehen,  so  daß  93  durch  die  Substitu- 
tion I'm'^  ^n-^m  transformiert  in  eine  Substitution  93'  vom  Typus 
(17)  sich  verwandelt;  und  bei  dieser  Transformation  bleiben  offenbar 
/,(—/),  W  ungeändert;  aus  &'  aber  geht  eine  transformierte  Gruppe 
®"  hervor,  welche  die  Substitutionen  J,  (— /),  21',  93'  enthält.  So 
nun  fortfahrend  erkennt  man,  daß  es  eine  Transformierte  der  Gruppe 
&  gibt,  welche  nur  aus  Substitutionen  des  Typus  (17)  besteht  und 
also  insgesamt  einen  Teiler  derjenigen  Gruppe  f  ausmacht,  die  alle 
2^  Substitutionen  der  Form  (17)  umfaßt.  Daher  ist  die  Ordnung  je- 
ner Gruppe,  also  auch  diejenige  der  Gruppe  ©  ein  Teiler  von  2"*,  also 

Hiernach  zerfällt  die  Gruppe  G  in  Komplexe 
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von  je  2^'  Substitutionen^  welche  untereinander  (mod.  2)  kongruent 
sind  und  also  2^-stufig  isomorph,  zur  Gruppe  Gr  der  Reste  ihrer  Sub- 
stitutionen (mod.  2)  sind^  d.  i.  jedem  Elemente  von  Gr  sind  je  2^  Sub- 
stitutionen von  G  zugehörig.  Da  nun  die  Ordnung  von  Gr  ein  Tei- 
ler von  der  Ordnung  derjenigen  Gruppe  ist,  welche  die  Reste  (mod.  2) 
aller  Substitutionen  vom  Modul  1  (mod.  2)  enthält^  und  da  diese 
Ordnung  (nach  der  ersten  Abteilung  dieses  Werkes  S.  534)  durch 
den  Ausdruck 

(20)  ^=2-^-^(1-1^)  (l-i)---(^-.^) 

=  (2^  -  1)  (2^  -  2)  .  .  .  (2«  -  2^-1) 

gegeben  ist,  so  ist  die  Ordnung  der  Gruppe  G  ein  Teiler  von  2^  •  N. 
Man  erhält  also  den  bedeutenden  allgemeinen  Satz: 
Die  Ordnung  jeder  endlichen  Gruppe  linearer  ganzzah- 
liger Substitutionen  mit  n  Unbestimmten  ist  ein  Teiler  des 
Produktes  2"  -  N . 

Hieraus  ergibt  sich  der  Jordan  sehe  Satz  als  eine  einfache  Fol- 
gerung, denn  offenbar  ist 

2^  •  7^  <  2^  (2^  —  1)^  =  (2^+^  -—  2)^ 

Der  Satz  gilt  insbesondere  von  der  Gruppe  aller  Transformationen 
einer  homogenen  Form  mit  n  Unbestimmten  in  sich  selbst,  falls  es 
deren  nur  eine  endliche  Anzahl  gibt.  Also  ist  stets  ^(Z")  ein  Tei- 
ler von  2"  *N  {v  ^  n). 

9.  Unter  einer  Klasse  von  Formen^  die  einer  gegebenen  äquivalent 
sind,  wurde  bisher  stets  die  Menge  aller  Formen  verstanden,  die  aus 
der  gegebenen  Form  durch  alle  unimodularen  ganzzahligen  Sub- 
stitutionen hervorgehen.  Diese  Äquivalenz  ist  nach  dem  Sprachge- 
brauche von  Gauß  die  eigentliche  Äquivalenz  zum  Unterschiede 
von  der  uneigentlichen,  bei  welcher  der  Modulus  der  Substitutionen 
gleich  —  1  ist,  oder  von  der  Äquivalenz  schlechthin,  wo  der 
Modulus  gleich  +  1  ist.  Wendet  man  alle  Substitutionen  der  letzteren 
Art  auf  eine  gegebene  Form  f  an,  um  ihre  Klasse  zu  bilden,  so  ent- 
stehen ebenso  viele  (unbegrenzt  viele)  Formen,  als  es  solcher  Substi- 
tutionen gibt;  aber  die  Anzahl  der  voneinander  verschiedenen  Formen 
ist  nur  der  t  (f)^^  Teil  von  der  Anzahl  der  letzteren,  da  den  t  (f) 
Transformationen  der  Form  f  in  sich  selbst  je  t  (f)  Substitutionen 
entsprechen,  durch  welche  je  ein  und  dieselbe  Form  aus  f  hervor- 
geht. Da  nun  t{f)  im  aligemeinen  für  verschiedene  Formen 
verschiedenen  Wert  hat,  so  wechselt  im  allgemeinen  die  Anzahl  der 
in  einer  Klasse  enthaltenen,  voneinander  verschiedenen  Formen  oder, 
wie   man   sagen  kann,   die  Dichtigkeit   der  Klasse    von  einer 
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Klasse  zur  anderen.  Diese  Tatsache  bleibt  aucli  bei  der  eigentlichen 
Äquivalenz  bestehen,  nur,  daß  die  Anzahl  der  gleichen  Formen  einer 
Klasse  nicht  mehr  immer  gleich  t{f)y  sondern,  sooft  es  Transfor- 
mationen einer  Form  in  sich  selbst  mit  dem  Modul  —  1  gibt,  nur 
~  t{f)  ist.  Kronecker  war  es,  welcher  die  Forderung  gestellt  hat, 
die  Äquivalenz  in  der  Weise  zu  definieren,  daß  jede  Klasse  äquiva- 
lenter Formen  gleiche  Dichtigkeit  aufweise^),  und  er  hat  für  den 
Fall  der  binären  quadratischen  Formen  gezeigt^),  wie  man  dieser 
Forderung  gerecht  werden  kann.  Indem  wir  diesen  etwas  kompli- 
zierteren Fall  n  =  2  hier  beiseitelassen,  also  n  >  2  voraussetzen, 
können  wir  auf  Grund  der  voraufgehenden  Minkowskischen  Er- 
gebnisse sofort  für  alle  homogenen  Formen,  die  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Transformationen  in  sich  selbst  zulassen,  das  von  Kro- 
necker Verlangte  erreichen.  Zu  diesem  Zwecke  nennen  wir  zwei 
Formen  einander  vollständig  äquivalent,  wenn  sie  ineinan- 
der durch  eine  ganzzahlige  Substitution  mit  dem  Modul 
+  1  übergehen,  welche  der  identischen  Substitution 
(mod.  4)  kongruent  ist.  In  der  Tat  sind  dann  alle  Klassen  voll- 
ständig äquivalenter  Formen  gleich  dicht,  nämlich  jede  von  ihnen 
enthält  genau  so  viele  verschiedene  Formen,  als  die  Menge  dieser 
Substitutionen  beträgt;  denn  in  der  Gruppe  der  t  (f)  Transformationen 
einer  Form  f  in  sich  selbst  gibt  es  nach  dem  Schlußsatze  in  Nr.  3 
nur  die  einzige  identische  Substitution,  welche  diesen  (mod.  4)  kon- 
gruent ist,  und  somit  müssen  aUe  durch  die  zuvor  gedachten  Substi- 
tutionen aus  einer  gegebenen  Form  Z'  entstehenden,  d.h.  ihr  vollständig 
äquivalenten  Formen  untereinander  verschieden  sein. 

Je  nach  der  Art  der  angenommenen  Äquivalenz  muß  nun  die  An- 
zahl der  Klassen  eine  verschiedene  sein.  Es  ist  klar,  daß  jede 
Klasse  schlechthin  äquivalenter  Formen  mit  der  Klasse  eigentlich 
äquivalenter  Formen  identisch  ist  oder  in  zwei  Klassen  eigentlich 
äquivalenter  Formen  zerfällt,  je  nachdem  es  Transformationen  der 
Formen  in  sich  selbst  mit  einem  Modul  —  1  gibt  oder  nicht;  und, 
wenn  f  (f)  die  Anzahl  derjenigen  mit  dem  Modul -|-  1  bezeichnet, 
so  ist  je  nach  diesen  beiden  Fällen  t(f)  =  '2f(f)  oder  t(f)  =-  f  (f)  . 
Bedeutet  ferner  M  die  Menge  der  ganzzahligen  Substitutionen  mit 
dem  Modul  +  1,  so  bieten  unter  ihnen  (nach  S.  534  der  ersten  Ab- 
teilung dieses  Werkes)  sich 

4--(l-i)(l-|3)--(l-,A)  =  2--.iV 


1)  Festschrift  zu  Hrn.  Kummers  Doktor- Jubiläum  (Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Math., 
Bd.  92,  S.  1),  S.  107;  Werke,  Bd.  2,  S.  237. 

2)  Abh.  der  Berl.  Akad.  1883;  Werke,  Bd.  2,  S.  425. 
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verschiedene  Restklassen  (mod.  4)  dar,  und  daher  ist  M  um  2***"^  •  N- 
mal  größer  als  die  Menge  90?  der  ganzzahligen  unimodularen  Substi- 
tutionen, welche  der  identischen  (mod.  4)  kongruent  sind;  es  ist  also 

Andererseits  sind  in  der  Klasse  der  mit  /"eigentlich  äquivalenten 

Formen  genau  tttk  verschiedene  Formen,  von  denen  je  SÄ  eine 

Klasse  vollständig  äquivalenter  Formen  bilden;  die  Anzahl  der 
letzteren  Klassen  ist  also  in  jener  Klasse  gleich 

Daher  zerfällt  jede  Klasse  schlechthin  äquivalenter  Formen 
in  jedem  Falle  in  «a  ^ 


tif) 
Klassen  vollständig  äquivalenter  Formen. 

Man  bemerke  noch,  daß,  wenn  wie  geschehen  ^  >  2  vorausgesetzt 
wird,  diese  Zahl  und  folglich  auch  die  Anzahl  sämtlicher  Klassen 
vollständig  äquivalenter  Formen,  da  t  (f)  ein  Teiler  von  2"*  •  N  ist^ 
den  Faktor  2'**-''  enthalten  muß. 

10.  Die  allgemeinen  Betrachtungen  der  vorigen  Nummern  gelten 
nun  auch  insbesondere  für  positive  quadratische  Formen.  Doch  ha- 
ben die  letztgenannten  Sätze  eigentlich  nur  Bedeutung  für  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  Klassen  äquivalenter  Formen  nur  endlich 
ist.  Dieser  Fall  tritt  bei  den  gedachten  Formen  ein,  sobald 
sie  ganzzahlig  sind,  und  wir  wollen  fortan  in  diesem  Kapitel 
uns  auf  die  Betrachtung  solcher  Formen  beschränken.  Um 
zu  finden,  wie  groß  alsdann  die  Anzahl  der  Klassen  ist,  bieten 
in  jedem  besonderen  FaUe  die  Ungleichheiten,  denen  in  ihm  die 
ganzzahligen  Koeffizienten  der  redu2;ierten  Formen  unterworfen  sind, 
ein  nächstes,  wenn  auch  meist  nicht  ausreichendes  Hilfsmittel  dar. 
In  dem  FaUe,  wo  die  Determinante  D  der  Formen  gleich  1  ist,  hat 
so  Hermite  die  gedachte  Anzahl  für  die  positiven  quadratischen 
Formen  mit  weniger  als  acht  Unbestimmten  ermittelt.  Aber  er  hat  sich 
bei  dieser  Bestimmung  noch  einer  etwas  anderen  Reduktionsweise, 
als  bisher  angegeben,  bedient,  und  wir  müssen  also  zunächst  von 
dieser  hier  Kenntnis  geben. 

Sei 

(i,j  =  0,  1,  2,  ...,  ^) 
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eine  positive  quadratische  Form  mit  n  +  1  Unbestimmten.  Setzt  man 

so  ist  die  mit  diesen  Koeffizienten  gebildete  Form 
nur  eine  Form  mit  n  Unbestimmten 

da  fej,  ==  0  ist,   wenn  «  oder  j  gleich   Null  ist.    Wir  nennen  die 
Form  g  die  Seitenform  von  f.    Man  findet 

woraus  hervorgeht,  daß  g  zugleich  mit  f  eine  positive  Form  ist;  die- 
ser Gleichung  gemäß  kann  man  auch  schreiben : 

(24)  gix„  x„  .  .  ,  x„)  =  [aoo  •  /--j  (if)\^^. 

Die  Beziehung  (22)  ergibt  ferner  für  die  Determinante  D  der  Form  g 
den  Wert  Z»,  =  «S«- >  •  Z? . 

Macht  man  endlich  die  Substitution 

«0  =  %  +  kvi  +  hy-i-^ —  +  KVn 

«1  =        »»1  Vi  +  ^»2^2  +  •  •  •  +  'm„y„ 


(25) 


««=       hvi  +  ^2«/2H 1-  Ky^ 

deren  Modul  wir  gleich  1  roraussetzen,  und  durch  welche  /'  in  die 
äquivalente  Form 

.26^  F{y^,y^,...,y„)=-2  A,j  y,  y^ 

(*,i  =  0,  1,2,  ..,«) 

übergehe,  so  verwandelt  sich  die  Form  g  durch  die  in  (25)  enthaltene 
partielle,  ebenfalls  unimodulare  Substitution 

j  X,  =  w«i  «/i  +  W3  ^2  +  •  •  •  +  m„yn 
(27)  

l  *«=  kyx+  ky^  +  ---  +  Kyn 

in  eine  äquivalente  Form 

G-iyi,  y-2,  ■  ■■,  y„), 
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von  der  man  sich  auf  Grund  der  Formel  (24)  leicht  überzeugt,  daß 
sie  zur  Form  F  in  genau  der  gleichen  Beziehung  steht  wie  g  zu  f. 

Hat  man  nun  auf  irgendeine  Weise  für  Formen  mit  n  Unbestimm- 
ten schon  eine  Definition  reduzierter  Formen  aufgestellt,  was  bei 
binären  Formen  in  der  Weise  von  Lagrange  gedacht  werde,  so 
kann  man  die  Substitution  (27)  so  wählen,  daß  Q  eine  Re- 
duzierte dieser  Art  wird-,  ferner  ist  A^^  =«  «qq,  und  aus  dem  Aus- 
drucke ^^^  _  ^^^ ^^  j^a,,m,  +  '"^  a,J, 

(^*==  1,  2,  ...,  n) 

erschließt  man,  daß  zudem  die  ganzen  Zahlen  l.  so  gewählt 
werden  können,  daß 

(28)  0<A.<-2--    2 

(i=  1,  2,  ..  .,n) 

wird.  Diese  von  uns  an  die  Unbestimmte  x^  oder  an  den  Haupt- 
koeffizienten a^o  geknüpfte  Betrachtung  kann  ebenso  an  jeden  der 
anderen  geknüpft  werden;  wir  denken  sie  für  den  kleinsten  dersel- 
ben ausgeführt,  d.  i.  wir  nehmen  die  Unbestimmten  der  Ausgangs- 
form so  gewählt  an,  daß  a^^  der  kleinste  Hauptkoeffizient  ist.  Wenn 
dann  in  der,  auf  die  eben  angegebene  Weise  gewonnenen 
Transformierteni^  der  mit  «qq  gleicheHauptkoeffizient  J.qq 
ebenfalls  der  kleinste  aller  ihrer  Hauptkoeffizienten  ist, 
so  soll  F  als  Reduzierte  für  Formen  mit  ^  +  1  Unbestimm- 
ten definiert  werden.  Andernfalls  ändere  man  die  Bezeichnung*  der 
Unbestimmten  in  der  Weise,  daß  die  erste  den  kleinsten  Haupt- 
koeffizienten erhalte,  und  nenne  die  neue  Form 

(i,i  =  0,  1,2,...,^) 

wo  nun  aoo  der  kleinste  Hauptkoeffizient  und  aoo  <  ö^oo  ist,  und 
wo  —  gegebenenfaEs  nach  einer  Substitution 

oOq  +\x^  +  '  '  '  +  \ x^     statt  Xq  — 

0  ^  üQi  ^  -^   (^  =  1,  2,  . . .,  ^)  gedacht  werden  kann.     Wiederholt 

man  für  f  die  vorige  Betrachtung,  so  kommt  man  zu  einer  anderen 
Form 
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mit  n  -\-  1  Unbestimmten^  für  welche  eine  Seitenform  reduziert  ist^ 
und  in  welcher,  wenn  sie  nicht  der  eben  gegebenen  Anweisung  ge- 
mäß auch  schon  als  Reduzierte  zu  betrachten  ist,  der  kleinste  Haupt- 

koeffizient  ^oo  <  <^oo  ist  und  0  ^  aoi  ^  -~  (i  =  1,  2,  . . . ,  n)  gedacht 
werden  kann.  Bei  weiterem  Fortgange  muß  man  aber  endlich  zu 
einer  Reduzierten  gelangen;  denn  die  Koeffizienten  aoo;  ^o'o;  öfoo,  . . . 
sind  offenbar  ganze  Zahlen,  welche  durch  die  Ausgangsform  darstell- 
bar sind,  und  da  jede  positive  quadratische  Form  einen  Minimalwert 
hat,  so  gibt  es  nur  eine  endliche  Reihe  abnehmender,  durch  sie 
darstellbarer  ganzer  Zahlen. 

Man  sieht,  daß  die  neue  Hermitesche  Definition  reduzierter  For- 
men Yon  der  in  Kap.  8,  Nr.  3  angegebenen  nur  darin  sich  unter- 
scheidet, daß  an  Stelle  der  Adjungierten  der  Form  f  ihre  Seiten- 
form g  getreten  ist. 

11.  Die  Form  (26)  sei  nun  eine  Reduzierte,  also 


G-:2B,,y,y^, 

(«,j=l,  2,  ...,n) 

worin 

(29) 

^a  ^  ^00  ■^i)         ^0;  -^Oj> 

eine  Reduzierte  mit  n  Unbestimmten  und 

,^^.  Ao  <  A:e  ;       ö  <  Ae  <  I  Ao  • 

Dann  zeigt  man  leicht,  daß  alle  Koeffizienten  von  F  gewisse  nur  von 
der  Determinante  und  der  Anzahl  der  Unbestimmten  abhängige  end- 
liche Grenzen  nicht  überschreiten.  Dies  ist  bekannt  für  reduzierte 
binäre  positive  Formen ;  wir  setzen  es  allgemeiner  als  schon  fest- 
stehend voraus  für  reduzierte  Formen  mit  n  Unbestimmten,  also  für 
die  Koeffizienten  der  Form  G,  und  wollen  es  dann  auch  für  diejeni- 
gen der  Form  F  erweisen.  Dazu  begründen  wir  zunächst  die  Un- 
gleichheit 

«(»4-1) 

(31)  Ao^n--.  A.„<(4)     '      -D, 

die  für  den  Fall  binärer  Formen  bekannt  ist,  und  deren  Richtigkeit 
wir  auch  schon  für  den  Fall  von  n  Unbestimmten  annehmen  wollen, 
so  daß  ,      ,, 

(n  —  1) « 
Baohmann,  Zahientheorie  IV  3  23 
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oder,  da 

(32)  Do-D-J-oö' 

ist,.  (^^jz^^ 

TOrausgesetzt  wird.    Nun  ist 

die  negative  Determinante  der  positiven  binären  Form  (Äq^^Aq-jÄ.^)^ 
welche  den  Bedingungen  (30)  gemäß  reduziert  ist,  und  weshalb 

(i=l,2,  ...,n) 
ist.    Daraus  folgt 

also  um  so  mebr 

w.  z.  b.  w.  —  Hiernach  und  nach  (30)  sind  also  die  ganzen  Zahlen 
Aqq^  Aq.^  A..  ebenfalls  auf  Intervalle  beschränkt,  die  nur  von  n  und 
von  der  Determinante  D  abhängig  sind;  nach  (32)  gilt  dasselbe 
von  Dq^  und  da  nun  wegen  (29) 

gesetzt  werden  kann,  das  gleiche  auch  von  allen  übrigen  Koeffizien- 
ten A-.  der  Form  F. 

Man  kommt  also  auch  jetzt  wieder  zu  dem  Schlüsse,  daß  für  ganz- 
zahlige Formen  mit  n  +  1  Unbestimmten  und  mit  einer  gegebenen 
Determinante  nur  eine  endliche  Anzahl  reduzierter  Formen,  also 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Formenklassen 
vorhanden  ist. 

Aus  (31)  folgt  für  den  kleinsten  Hauptkoeffizienten  Aqq  der  Form 
F  die  Ungleichheit 

(33)  Ao<(|f^-'"V^. 

Wie  nun  G  die  reduzierte  Seitenform  von  jP,  so  sei  H  die  reduzierte 
Seitenform  zu  6r,  i  diejenige  zu  JT  usw.,  und  es  seien  D,  i)^,  D^, 
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Dg,  .  .  .    die  Determinanten   und    21,   S,  E^  S),   .  .  .   die  kleinsten 
Hauptkoeffizienten  der  Formen  F,  G,  H^  I,  .  .  .   Dann  ist  nacli  (33) 


und  entsprechend 


K^- 


341 


4\«4       ^'^  +  1 


1  —  1 

'   2  " 


yD 


VÄ 


2         ii~x 


m 


»—3 


A, 


1><{±)'-VS, 


während  zugleich 

(35)    D,  ==2X«-^-D,    D,  ==93^-2.1),,    D^  ==  (£«" 
ist.    Ferner  ist  33  ein  Ausdruck  von  der  Form 

also  nach  den  Bedingungen  (30), 

wenn  21  =  ^^o  gerade  ist,         33  >  21^  -  (-f )'  =  ~  21^ 

wenn  ^  ==  ä^q  ungerade  ist,     ^  ^  21^  —  (-"ö  '  j  ' 
Ebenso  finden  sich  die  Ungleichheiten 


für  gerades       S:     ß  >  —  ®^' 


18~i\2 


für  ungerades  S:     S  >  S^  —  /      _  j 


für  gerades       ® :     S  >  —  K^ 


(i  —  lV^ 


für  ungerades  ß :     2)  >  6^  -—  ( — -- ) 

usw. 

12.   Diese  Ungleichheiten  lassen   sich  nun  benutzen,  um  in  ein- 
fachster Weise  für  .    .       .-,   o    .    -    r>    « 
^^  +  1  ==  2,  3,  4,  o,  6,  7 

die  Klassenanzahl  der  Formen  mit   der  Determinante  D  «=  1   zu   er- 
mitteln.   Den  Formeln  (33),  (34),  (35)  gemäß  gelten  hier  die  Un- 
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n  — 2 
2 


Der  ersten  von  ihnen  zufolge  ist  in  den  Fällen  w  +  1  ==  2,  3,  4,  5 
für  91  nur  der  Wert  1^  in  den  Fällen  ^  +  1  ==  6^  7  nur  einer  der 
Werte  1;  2  zulässig.  Aber  §1  =  2  ist  auszuschließen.  In  der  Tat 
würde  für  91  =  2  und  ^-+-1  =  6 

S9<(4)'    V2^  =  3,  09...,  also  33^3, 

mithin  6    <  (1)'/^  .  V3^.~2^  =  7,  Ol  .  .  .,      also  S  ^  7  . 
Desgleichen  findet  sich  für  9t  =  2  und  ^  +  1  =  7 

$8<  (i.J%  .  \/2^  ==  3,  65   .  . .,  also  8^3 

e  <  (t)'  •  V3^^  =  7,  50  .  .  .,  also  S  ^  7  . 

Nun  muß  aber  weiter  93  ^  |  91^  =  3  sein,  also  ist  nur  93  =  3  zulässig; 
dann  müßte  aber 

sein,  es  entsteht  also,  wenn  91  ==  2  ist,  ein  Widerspruch,  und  daher 
kann  91  nur  gleich  1  sein. 

Wenn  nun  angenommen  wird,  daß  in  der  reduzierten  Seitenform 
O ,  deren  Determinante  für  D  =  1  sich  jetzt  ebenfalls  gleich  1  er- 
gibt, aUe  Hauptkoeffizienten  gleich  1,  die  übrigen  gleich  0  sind,  so 
finden  sich  wegen  der  Bedingungen  (30)  zunächst 

(«•  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 
demnächst  aus  der  Beziehung 

•^tj  ^  -^00  -^i)  ~  Ali  ^oi 

(i=^l,2,...,n)  (i+j  =  1,2,  ...,n) 


die  Werte 


Das  heißt :  gibt  es  für  Formen  mit  n  Unbestimmten  und  mit  der  De- 
terminante 1  nur  die  eine  Reduzierte 
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SO  gibt  es  auch  für  Formen  mit  n  +  1  Unbestimmten  und  derselben 
Determinante  nur  die  eine  Reduzierte 

Da  nun  für  binäre  Formen  mit  der  Determinante  1  in  der  Tat  nur 
eine  Reduzierte  ^21^2 

vorhanden  ist,  so  gilt  das  Resultat  auch  für  temäre,  also  auch  für 
quaternäre  Formen  usw.  bis  zu  Formen  mit  7  Unbestimmten.  Aus 
diesem  Satze  folgert  man  aber  sogleich  den  anderen: 

Für  alle  positiven  quadratischen  Formen  mit  weniger 
als  acht  Unbestimmten  und  mit  der  Determinante  1  ist  die 
Anzahl  Klassen  eigentlich  äquivalenter  Formen  gleich  1,  und 
der  Repräsentant  der  einzigen  Klasse  die  Summe  von  2, 
bzw.  3,  4,  5,  6,  7  Quadraten. 

Hermite  hat  a.  a.  0.  diesen  Satz  auch  für  Formen  mit  acht  Un- 
bestimmten ausgesprochen,  jedoch  enthält  seine  darauf  bezügliche 
Betrachtung  rechnerische  Versehen,  wodurch  sie  ungültig  wird.  In 
der  Tat  hat  Minkowski  bemerkt^),  daß  es  mindestens  zwei 
Klassen  von  positiven  Formen  mit  acht  Unbestimmten  und 
der  Determinante  1  gibt,  denn  die  Form 

=  2^1^  ^  2x^^  +  4tx^^  +  4^/  +  20^5^  +  12^/  ^  4^^^^  ^  2 ^ 

+  2x^x^  +  2x^x^  +  ^^z^i  +  10.^4^5  -h  Qx^x^  +  2x^Xrj  +  2x^x^ 

hat  die  Determinante  1,  kann  aber  als  uneigentlich  primitive  Form 
der  eigentlich  primitiven 

nicht  äquivalent  sein.  Man  schließt  hieraus  mit  Minkowski  allge- 
meiner, daß  für  Formen  mit  ?z  ^  8  Unbestimmten  und  der 

Determinante  1  mindestens    —    +  1  verschiedene  Klassen 

vorhanden  sind.   Versteht  man  nämlich  unter  m  jeden  der  Werte 

0,  1,.  2,  .  .  .,  j  -|- 1,  so  bedeutet  der  Ausdruck 

9P^  ==  9^  (^1?  •  •  •?  ^s)  +  9^  (^9?  •  •  •  ?  ^le)  H +  ^  Km-7;  •  •  • »  ^8m) 

n 


1)  Ges.  Abhandlungen,  Bd.  I,  S.  77. 


358     Elftes  Kapitel.    Von  Äquivalenz  n.  Klassen  positiver  quadrat.  Formen 

-^    +  1  Formen  mit  n  Unbestimmten  und  der  Determinante  1,  und, 

weil  die  darin  auftretenden  Formen  (py  wenn  sie  nicht  Null  sind, 
positiven  geraden  Zahlen  gleich  sind,  stellt  jede  Form  ^,^^  die  Ein- 
heit bzw.  genau  so  oft  dar  wie  die  Form 

n 

h  =  a  m  -j- 1 

d.  h.  2(n  —  8  m)mal.  Da  diese  Anzahl  der  Darstellungen  für  alle 
jene    —     +  1  Formen  mithin   eine  verschiedene   ist,  können  keine 

zwei  derselben  zur  gleichen  Klasse  gehören. 

13.  Eisenstein  hat  in  zwei  Arbeiten  (Monatsber.  der  Akademie 
zu  Berlin,  1852,  S.  369  ff.;  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathem. 
Bd.  41,  S.  141)  eine  Reihe  von  Sätzen  mitgeteilt  über  die  Anzahl 
von  Klassen  äquivalenter  positiver  ternärer  quadratischer  Formen, 
ohne  jedoch  mehr  als  einige  Andeutungen  ihrer  Herleitung  hinzuzu- 
fügen.   Im  nachstehenden  soll  eine  solche  gegeben  werden. 

Ihre  Grundlage  bildet  der  Begriff  des  Maßes  einer  Form,  wie  ihn 
ebenfalls  Eisenstein  in  die  Theorie  dieser  Formen  eingeführt  hat.^) 
Bezeichnet  nämlich  6  die  Anzahl  der  unimodularen  Substitutionen, 
durch  welche  eine  positive  ternäre  quadratische  Form  f  in  sich  selbst 

übergeht,   so   heißt  -^  das  Maß  der  Form  f  sowie  der  Klasse,  der  sie 

angehört,  und  die  Summe  dieser  Brüche,  gebildet  für  alle  Klassen 
von  Formen  einer  gegebenen  Determinante  D  oder  einer  Ordnung, 
eines  Geschlechts  solcher  Formen,  heißt  das  Maß  aller  jener  Klassen 
bzw.  der  Klassen  jener  Ordnung,  jenes  Geschlechts. 

Nun  ist  nach  dem  allgemeinen  Satze  in  Nr. 5,  den  wir  Minkowski 
verdanken,  die  Anzahl  aller  solcher  Transformationen  mit  dem  Modul 
+  1  für  jede  ganzzahlige  Form  mit  n  Unbestimmten,  welche  nur  eine 
endliche  Anzahl  derselben  gestaltet,  ein  Teiler  des  Produktes 


ngt^-^]^[^-^^^^^t 


ausgedehnt  über  aUe  Primzahlen  (J^n  +  l^  und  somit  für  positive  ter- 
näre Formen  ein  Teiler  des  Produktes 

2^  '^  1 2~] .  3tt]  =  48  . 

Für  ternäre  Formen  entspricht  aber  jeder  unimodularen  Substitution 
dieser  Art  durch  Entgegensetzung  aller  Unbestimmten  eine  andere 
mit  dem  Modul  —  1,  und  demnach  ist  die  Anzahl  der  ersteren  nur 


1)  S,  Abt.  I  dieses  Werkes,  S,  134/5. 
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ein  Teiler  Yon  24,  sie  ist  also  eine  der  Zahlen  1,  2,  4,  6,  8,  12,  24, 
da  der  ungerade  Teiler  3  ausfällt.  Man  kann  dies  folgendermaßen 
begründen. 

Da  für  äquivalente  Formen  die  Anzahl  0  die  gleiche  ist,  darf  die 
zu  betrachtende  Form  als  eine  Reduzierte  gedacht  werden.  Eine  sol- 

^  =  [b,  b',  b")  • 
Hat  sie  eine  von  der  identischen  verschiedene  automorphe  Substitution 

ß,   y 

80  ist  auch  deren  Inverse 

/  A,  B,   r  \ 
Ä'==   a;  b;  r 

VA^;  B",  r\J 

eine  solche.  Wären  nun  je  zwei  solche  Substitutionen  voneinander 
verschieden,  so  wäre  die  Anzahl  aUer  von  ihnen,  einschließlich  der 
identischen,  ungerade  und  müßte  also  gleich  3  sein.  Da  aber  dann 
mit  S  auch  8^  eine  sowohl  von  S  als  von  der  identischen  verschie- 
schiedene  automorphe  Substitution  wäre,  so  müßte  sie  mit  der  dritten 
S'  identisch  sein,  und  man  erhielte 

(a  a-\-  ß  a  -{-  y  d\  a  ß  +  ß  ß'  +  y  ß" ,  oc  y  -{•  ß  y  +  y  y"  \ 
a  a  +  ß'a+y  a\M'  ß  +  ß'  ß'+y  ß'',  a  y  +  ß'  y  +  y  y'      . 
ff         I      of     f      \  n      ir         ff  o     \      a'f  nf     i         //  off         ff         i      nff     f      \  ir      n     j 

a  a-\-  p  a  -\- y   a  ,  «  p  +  p  p  +  y  p,«  V  +  P  ?  +  Y  7   ^ 

Daher  können  die  bekannten  Beziehungen 

A«  + AV  + AV'=  1 
Ba  +  BV  +  B"«"  =  0 

r«  +  r«'  +  rv'  =  o 

wie  folgt  geschrieben  werden: 

«  («2  4-  «'^  +  ß"2)  +  «'  («/3  +  dp'  +  ß"/3")  +  «"  («y  +  «>'  +  «>")  =  1 
|3  («2  +  «"  +  «"^)  + 13'  («/5  +  ß'/3'  +  «"/3")  +  f  («y  +  «V  +  «"r")  =  0 
y  {a?  +  k'^  +  a^)  +  /  («/3  +  «'/3'  +  «"/3")  +  /'  («r  +  «V  +  «"/')  =  0 
und  ergeben  die  Gleichung 

«2  +  «'^  +  «"2  =  A. 
Ebenso  entstehen  die  Gleichungen 

y'  +  /'+/'' =-r" 
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und  demnacli  wäre 

(36)   «^^^'2^ a'^  +  /3H ß''  +  ß"^  +  f  +  r^  +  r"'  =  A  +  B'  +  r. 

Aus.  Ä^  ==  S'  aber  folgt  8^  gleich  der  identiselien  Substitution,  und 
diese  Gleicbheit  kann  nacb  einer  Bemerkung  Ton  Hermite  nur 
stattfinden,  wenn  die  der  Substitution  8  zugehörige  charakteristische 


Gleichung 


ß'~l,y 


=  0 


oder 

-  l^-\-{a-\-  ß'  -\-  y")  A^  -  (A  +  B'  +  T")  A  +  1  ==  0 

nur  durch  Einheitswurzeln  erfüllt  wird.  Da  bei  automorphen  Sub- 
stitutionen stets 

(37)  «+./3'  +  /'  =  A  +  B'  +  r" 

ist,  so  ist  diese  Gleichung  eine  reziproke  und  hat  den  rationalen  Fak- 
tor A  —  1 ;  der  andere  rationale  Faktor  zweiten  Grades  müßte  also 
zwei  konjugierte  Einheitswurzeln  vom  Grade  2,  3,  4  oder  6  zu  Wur- 
zeln haben,  und  diesen  Fällen  entsprechend  fände  sich  für  die  zwei 
gleichen  Ausdrücke  (37)  der  Wert  -—  1,  0,  1,  2.  Von  ihnen  ist  der 
erste  in  der  Gleichung  (36)  unzulässig;  für  jeden  der  anderen  aber 
ergäbe  diese  Gleichung  für  mindestens  sieben  der  neun  Koeffizienten 
der  Substitution  den  Wert  Null,  was  nicht  sein  kann. 

14.  Hierdurch  ist  bewiesen,  daß  unter  den  von  der  identischen  ver- 
schiedenen automorphen  Substitutionen  sich  eine  solche  8  finden 
muß,  die  mit  ihrer  Inversen  identisch  ist.  Dann  nehmen  aber  die 
Beziehungen 

ka  +AV  4-  AV  =1,  B/3  4-  B'^'  -t~  BX  ==  1 ,  f^  +  TV'  -f  TV  -  1 
die  Gestalt  an: 

(38)  o?  +  «'2  +  «"ä  =  1,  ^^  +  i3'^  +  r'  =  1 ,  r'  +  /'  +  f^  =  1, 
und  so  müßte  etwa  c^  ==  «  =  ±  1 ;  «'  =  0,  a''  ===  0,  also 

A  ==  ß'y"  —  ß"y  =  f 

sein.  Daher  können  nicht  ß'  =  /3"  =  0  sein,  und  sonach  muß  ent- 
weder /S'  =  ±  £ ,  ß^zzß"  ^0  und  entsprechend  ^"  =  +  1,  ^  =  /  =  0, 
oder  ß''  =  ±  £,  ^  ==  ^'  =  0  und  entsprechend  /  =  q=  1,  ./  =  ;/''==  0 
sein.    Dies  gibt  die  folgenden  unimodularen  Substitutionen 

/b,         0,        0\  /e,        0,         0^ 

(39)  0,    ±^,        0     ,  0,        0,    Tl 
Vo,        0,    ±  1/             Vo,    ±  s,        0/ 

Ebenso  ergeben  sicli,  wenn  «'  =  £  gesetzt  wird,  die  anderen: 
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/O,        0,    ±  1\  /O,     ±  8,       0\ 

(40)  is,         0,         0     ,  Is,         0,        0 

Vo,  ±8,      0/  \o,      0,  +1/ 

und,  wenn  a'  =  s  gesetzt  wird,  die  folgenden: 

(41)  0,        0,    ±1  L  [0,    ±8,        0 

\8,  0,  0/  Vf,  0,  Oy 

Versucht  man  nun,  für  welche  Werte  der  Koeffizienten  der  reduzier- 
ten Form  /*  diese  Substitutionen  sie  in  sich  selbst  verwandeln  können, 
so  findet  man  folgendes : 

1)  Von  der  identischen  Substitution  abgesehen,  die  für  jede 
Form  in  Betracht  kommt,  treten  die  drei  Substitutionen  des  ersten 
Schemas  bei  (39)  nur  bei  je  einer  der  drei  Formen 

/a,  a,  a'\        /a,  a  ,  d'\        /a,  a',  d\ 

U,  0,  oj'    vo,  6',  0  /'    vo,  0,  w) 

mit  nicht  verschwindenden  &,  &',  V  auf,  alle  drei  bei  der  Form 


0,  0,   0  j  * 


Von  den  vier  Substitutionen  des  zweiten  Schemas  treten  zwei  nur 
bei  der  Form  ^^  ^. 

VO,  0,  0  j ' 
je  eine  bei  den  Formen 

/  a,  a',  a'\  (a^  a,      a\ 

auf,  deren  zweite  aber  als  nicht  reduziert  für  uns  ausfällt,  wenn 
&  ^  0  ist;  sie  treten  beide  zugleich  auf  bei  der  Form 


&,  0,   0/' 


2)  Die  Substitutionen   des   ersten  Schemas    bei  (40)  erfordern 
a  =:  a  =  a'\  und  es  tritt  dann  eine  von  ihnen  nur  auf  bei  der  Form 

fa,  a,  a\ 

\b,  h,  h) 
und  je  eine  der  übrigen  bei  den  Formen 

/a,  a,       a\         /a,       a,  a\         /      a,  a,  a\ 
U  6,  -6/'       U,  ~&,  &/'       V-&,  &,  &/' 
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die  jedoch  als  nicht  reduziert  ausfallen,  wenn  &  ^  0  ist:  sie  treten  alle 


drei  auf  bei  der  Form  ,^    „    ^ 


\0,  0,  0) 

Yon  den  Substitutionen  des  zweiten  Schemas,  welche  a  =  a   erhei- 
schen, treten  zwei  nur  bei  der  Form 

/a,  (%,  a' 
VO,  0,  0 
auf  und  je  eine  nur  bei  den  Formen 

/a,  a,  d'\  (a,       a,  a' 

deren  zweite  ausfällt,  falls  ?>  ^  0:  sie  treten  beide  auf  bei  der  Form 

lo,  0,  h")  ' 

3)  Die  Substitutionen  (41)  erfordern  sämtlich  a  =  a'  und  daher 
für  reduzierte  Formen  a  =  a'  =  a\  Dann  tritt  eine  der  Substitu- 
tionen des  ersten  Schemas  nur  auf  bei  der  Form 


/a,  a,  a\ 


und  nach  Ausschluß  nichtreduzierter  Formen  die  drei  anderen  yon 
ihnen  nur  bei  der  Form         ^^    ^    ^^^ 

\0,  0,  0/  • 

Von  den  Substitutionen  des  zweiten   Schemas  endlich  finden  sich 
zwei  nur  bei  der  Form  ,^    ^^    ^^. 

.     \0,  0,  0/  ' 
und  je  eine  bei  den  Foi'men 

/a,  a,  a\         /a,  a,       a\ 

{l,  V,  b)  '       [h,  V,  -  h)  ' 
deren  zweite  ausfällt,  wenn  &  ^  0  ist,  und  sie  treten  beide  auf  bei 
'!«''•  Form  ,^^  ^^  ^. 

lo,  V,  0/  • 

l'ö.  Wir  bezeichnen  nun  mit  51  die  Anzahl  der  in  voriger  Nr.  be- 
trachteten, von  der  identischen  verschiedenen  Substitutionen,  welche 
eine  der  Formen  in  sich  selbst  verwandeln,  und  können  dann  die 
Werte  von  21  durch  folgende  Tabelle  angeben,  in  welcher  die  erste 
Kolumne  die  Form  nebst  den  für  sie  geltenden  Bedingungen,  die 
zweite  den  zugehörigen  Wert  von  21  nachweist: 
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Form  51 


/a,  a,  a"  \         / a,  a ,  a" \         (a,  a ,  a   \         a  <ia  <i  a' 

U.  0,  0  /  ^     1 0, 6',  0  j  ^     V  0,  0,  ö'v  ^     5,  y,  r  ^  0 

1 

/a,  a,  a"\             ^     .  ^    - 

3 

1 

3 

/  a,  a,  a"  \                   „ 
U,0,  0    /'       «<« 

7 

/  «^  a^  a"  \                   ,r         -^ 
\b,h,b")'      «<«.    &<o 

1 
3 
1 

7 

/  a,  a,  a    \                    ,          .^ 
[b,  oio  )'      «<«'    ^^ö 

l  0,   0,    0  /  '       "  <  « 

/  «^  a ,  d  \                   ,      7,  -^ 

1 

5 

/  a,  a,   a  \                    ^              ^ 

1 

{i:'l\')'  ^'^'^''  '^^' 

1 

(b,  b',b)'   ^'^^''  '^' 

1 

3 
1 
1 

(a,    ay    a  \            .^ 

5 

(o,   y,  o)^     ^^^ 

3 

1 

/a,     a,     a\ 
\0,     0,     0/ 

23 

364    Elftes  Kapitel.    Von  Äquivalenz  u.  Klassen  positiver  quadrat.  Formen 

Überall  also  ist  Sl  ungerade.  Da  nun,  falls  für  eine  der  gefundenen 
Reduzierten  noch  mehr  automorphe  Substitutionen  vorhanden  sind, 
diese  notwendig  paarweise  auftreten,  so  findet  sich  die  gesamte  An- 
zahl solcher  Substitutionen  bei  Formen,  welche  deren  außer  der 
identischen  Substitutionen  überhaupt  besitzen,  als  gerade.  Dem- 
nach ist  6  nur  eine  der  Zahlen 

(42)  1,  2,  4,  6,  8,  12,  24. 

Ferner  erweisen  sich  die  Formen 

/a,  a,  a\         fa,  a,  a'\         /a,   a,    a\         /a,  a,  a\ 
V6,  V,  IV       \h,   &,  VT       U,    V,    bj'       [b,  b,  b] 

als  äquivalent  bzw.  mit  den  Formen 

/2{a-b),a',      a     \         /2{a-l"),a,      a"     \ 
\     -V,      0,a-b)'       [     -6,       0,  a-rj' 
/2(a  —  h'),  a,      a     \         /2(a  —  b),  a,      a     \ 
\       h,         0,a-b')'       [    -b,       0,  a-b)' 
welche  die  gemeinsame  Gestalt  haben: 

a,  a ,  a 


/2a,  a,  a  \ 


die  sämtlichen  übrigen  Formen  als  äquivalent  mit  einer  Form  von 
der  Gestalt 


(2,  a,  a  \ 
b,  0,  0  )' 


Man  schließt  daher  weiter  den  Satz:  Jede  Form,  die  außer  der 
identischen  Substitution  noch  andere  automorphe  Substi- 
tutionen zuläßt,  ist  einer  Form  von  einer  der  beiden  Ge- 
stalten 

/2a,  a,  a\         fa,  a',  a\ 

^^^)  U,  0,  J^     Uo,  oj 

äquivalent;  dabei  sind  a,  a',  a'  positiv  und  ist  in  der  er- 
sten wegen  der  Beziehung 

D==2aaV-2a&2-aV, 

in  der  zweiten  wegen 

D==aaa'-a¥ 

der  Koeffizient  a  ein  Teiler  der  Determinante  D  der 
Form. 
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16.  Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  sei  es  aller  Klassen  oder  nur 
derjenigen  einer  besbimmten  Ordnung  oder  eines  bestimmten  Ge- 
schlechts von  Formen  mit  der  Determinante  D,  für  welche  6  den 
Wert  1,  2,  4,  6,  8,  12,  24  hat,  bzw.  mit 

(44)  H^j  IZg?   H^l   ^6?   ^8J    ^12?   ^24) 

und  mit  M  (D)  das  Maß,  mit  H{I))  die  Anzahl  aller  Klassen  mit 
dieser  Determinante,  bzw.  der  Klassen  der  gedachten  Ordnung  oder 
des  Geschlechts,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

(45)  Jf  (D)  ^H,  +  \H,-^\H,+  \H,  +  \H,+  t^^i.  +  k^.. 

(46)  E{D)  ==R,+H,  +  H,  +  H,  +  H,  +  H,,  +  H,^. 

Nun  läßt  sich  das  Maß  M{D)  nach  allgemeinen  Formeln  berechnen 
und  ist  von  Eisenstein  für  ternäre  positive  Formen  in  der  ersten 
der  eben  genannten  Arbeiten  angegeben  worden.  Ist  es  daher  mög- 
lich, auch  die  sechs  letzten  der  Werte  (44)  anzugeben,  so  wird  durch 
Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  (45)  und  (46)  auch  der  Wert 
der  Klassen anzahl  Ii{D)  für  die  ternären  Formen  der  gedachten  Art 
bekannt. 

Auf  Grund  dieses  einfachen  Gedankens  hat  nun  Eisenstein  die 
Klassenanzahl  HiJO)  bestimmt  und  in  der  ersten  der  genannten  Abhand- 
lungen für  den  Fall  angegeben,  daß  die  Determinante  D  eine  Prim- 
zahl ^  >  3  ist  und  es  sich  um  die  Formen  des  bezüglichen  Haupt 
geschlechts  handelt.  .^    ^^    ^'\ 


Ist                                  /•  = 

\h,  V,   b") 

eine  primitiva  Form  und 

F^ 

/A,  A',  A"- 
\B,  B',  B'\ 

ihre  Adjungierte,  bezeichnet  man  mit  ^  den  größten  gemein- 
samen Teiler  der  Koeffizienten  der  letzteren  und  setzt  F  =  ^  -%, 
so  ist  %  die  sogenannte  Reziproke  von  /*,  und  die  Determinante  D 
von  f  hat  die  Form  D  ^  Sl^  •  A  mit  ganzzahligem  A.  Werden  mit 
r  die  Sl  und  A  gemeinsamen  Primfaktoren,  mit  m  diejenigen,  die  nur 
in  iSi,  mit  d  die,  welche  nur  in  A  aufgehen,  bezeichnet,  so  bestimmen 
die  Werte  der  Legendreschen  Symbole 


ii).  (4).  (1)^  (I) 


das  Geschlecht,  welchem  die  Form  f  angehört.    Für  den  hier  vorlie- 
genden Fall  einer  Determinante  D  =  p  ist  ^52  =  1 ,  A  -=  2^,  und  jene 


(3h 
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Symbole  reduzieren  sich  auf  das  eine 

es  gibt  also  nur  zwei  öeschlecbter^  von  denen  in  der  gedachten  Ab- 
handlung Yon  Eisenstein  als  das  Hauptgeschlecht  das  durch  die 
Bedingung 

(47)  ^~  ^^ 


\   P  /       \    p  ) 


charakterisierte  bezeichnet  wird. 

Dem  Schlußsatze  der  vorigen  Nr.  zufolge  haben  wir  also  nur  die 
einander  nicht  äquivalenten  Formen  von  einer  der  vier  folgenden  Ge- 
stalten : 

deren  Determinante  D  =  p  und  für  welche  die  Bedingung  (47)  er- 
füllt ist,  zu  betrachten,  und  die  ihnen  zugehörigen  Transiormations- 
zahlen  0  zu  bestimmen.  Die  Adjungierten  dieser  vier  Formen  sind 
der  Reihe  nach 

,   (aa'  —  h^,  a'y  a' 

V        &,  0,  0 

/aa"~b^,  pa\  pä 

[     ph,  0,  0 

/aa'-h\  2a\  2  a' -  1 

\      2h,  -b,  a 

(aa"  —  V,  2pa',  2pa  —p^^X 

\     2pb,  —bpj  pcd'         ) 

Aus  dem  Werte  p  der  Determinante  geht  zunächst  hervor,  daß  die 
Formen  (48)  primitiv  sind.  Man  kann  für  sie  die  Gleichungen  ansetzen: 

=  ^^  +  ^>{y,  &) 


(49) 


wo  da'  —h^=--^p, 
wo  a'd'  —  ö^  =  1 , 


wo  Q!d'  —  V 


wo  ad'  —  V 


P  +  d' 
2       ' 

pd'+l 


^^0^)  \l,  0,  0 

/p,   d,  d'\ 
(50b)  (^^     ^^  Q  j=-P^'  +  9^{y,  ^), 

wo  (p  {y,  d)  =  dy^  +  2byz  +  d's'^ 

eine  positive   Form,    das   erstemal  mit  der  Determinante  —  p,   das 
zweitemal  mit  der  Determinante  —  1  ist; 

2,  d,  d' 


(50c) 


2 


5,  0,   1 


(2^  +  yf  +  ii>(2/,  £), 
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wo  t  {y^  0)  =  (2a  —  1)  i/  +  Alyyz  +  2aV 

eine  jDOsitive  Form  mit  der  Determinante  —  2p ^  und 

/2p,  a,  a\ 
(50d)  2  .  (^  ^^'^     ^^  ^  j  ===p{2x  +  yy  +  i{y,  i), 

wo  X  (^;  ^)  ^(2a—  p)  f  +  A:hy&  +  2a'z^ 

eine  positive  Form  mit  der  Determinante  —  2  ist. 

In  der  ersten  der  Formen  (49)  muß  wenigstens  einer  der  Koeffi- 
zienten a,  a"  durch  p  unteilbar  sein,  demnach  nimmt  für  die  Form 
(50a)  die  Bedingung  (47)  den  Ausdruck  an: 

Für  die  zweite  der  Formen  (49)  ist 

(«^)         C-/)  =  ('^"'"-)  =  (>')  =  ' 

zu  setzen;  die  Formen  (50b)  gehören    also  nur  dann  und   alsdann 
sämtlich  zum  Hauptgeschlecht,  wenn  p'^1  (mod.  4)  ist. 

Da  in  der  dritten  der  Formen  (49)  mit  Betrachtung  der  Determinante 
von  ilj(y^0)  wenigstens  einer  der  Koeffizienten  2«^'— 1,  2a"  als 
durch  p  nicht  teilbar  erkannt  wird,  so  läßt  sich  für  die  dritte  Art 
der  Formen  (48)  die  Bedingung  (47)  schreiben,  wie  folgt: 

Endlich  ist  für  die  letzte  der  Formen  (49) 

2(aa'~h^)='pa'+l, 
also  a V  —  V  durch  p  nicht  teilbar  und  somit 

/—2F\  __  ßdy—  aa')\  __  /—  1  "JP«"\  __  /—  1\ 

und  für  die  letzte  der  Formen  (48)  geht  die  Bedingung  (47)  über  in 

(47  d)  (l)^(_iy-i\ 

d.  h.  die  Formen  dieser  Art  gehören  nur  dann  und  alsdann  sämtlich 
zum  Hauptgeschlecht,  wenn  _p  ~  1,  3  (mod.  8)  ist. 

17.  Nun  bilden  zunächst  die  sämtlichen  Formen  (50b) 
nur  eine  Klasse,  da  sie  oiBfenbar  äquivalent  sind  mit  der  Form 

^x^  +  ^^  +  ^^. 
Ist  aber  ,         ^ 
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eine  unimodulare  automorplie  Substitution  für  die  letztere  Form,  so 
müssen  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

0=iJß:/3+  «'/3'+  a"/3" 

o=pßr+ßy  +ß"r" 
0  =  2^ycc-\-  ycc  +  7^'V. 

Daher  muß  dann  entweder  c^  ==  ±  1;  ß:'  =  c^''  =  0,  oder  a  ==  0^ 
a^  +  öj''^  ==  j)  sein.    Ferner  müssen  |3  ==  0^  ^  =  0  und  daher  dann 

d.  i.  ^'  +  /  ==  +  1^  /3"  +  /'  =  +  1  sein.    Da  nun  auch 

f     /     l  ff     ff  A  '  Qf      \  "  a"  A 

y  a  -f-  y  a    =0,     a  ß  -\-  cc  ß    =ü 
wird,  so  erhält  man 

also  a^  +  a'^  ==  +  2a  a',  wodurch  die  zweite  Alternative  ausge- 
schlossen wird.  In  der  ersten  aber  kann  entweder  /3'  =  +  1,  ß"  =  0, 
/  ===  0;  /'  -  ±  1  oder  ß"  =  ±  1,  /3'  -  0,  y'  =  0,  /  -  ±  1  gesetzt 
werden,  was  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  bei  a  genau  8  verschie- 
dene unimodulare  Substitutionen  ergibt.  Die  Formen  (50b)  geben 
also,  wenn  jp  ^  1  (mod.  4)  ist,  eine  Klasse  des  Hauptge- 
schlechtes mit  der  Transformationszahl  6  =  8;  ist  aber 
^^^3  (mod.  4),  so  fallen  sie  aus  der  Betrachtung  aus. 

Auch  die  Formen  (50d)  bilden  nur  eine  Klasse.  Denn  die 
binäre  Form  %(y,  d)  mit  der  Determinante  ~  2  ist  äquivalent  mit 
1/2  4-  2^2^  und,  wenn  ^^     . 

eine  Substitution  ist,  durch  welche  sie  in  diese  übergeht,  so  verwan- 
delt sich  der  Ausdruck  (50 d)  in  den  anderen,  ihm  äquivalenten: 

aus  den  Beziehungen 

(2a' -1)  X''  +  4:hlv^2a'v^^  1 
(2a  -1)111  +  26  {iQ  +  ^v)  +  2a"  1^,0  -  0 
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aber  ergibt  sich  %  als  ungerade  und  ^  als  gerade.    Setzt  man  daher 

X ^—  xj  —  ^  0     statt  x^ 

so  geht  die  Yorgedachte  Form  in  die  ihr  äquivalente  Form 

über,  der  somit  auch  alle  doppelten  Formen  der  vierten  Art  (48) 
äquivalent  sind.  Wir  suchen  nun  die  automorphen  Substitutionen 
dieses  Ausdruckes.    Damit 


(51) 


eine  solche  sei,  muß,  wenn  zur  Abkürzung 

(52)  2c.  +  a^«o;     2^  +  ^'  =  ^o.     2r  +  /=-yo 

gesetzt  wird,  das  folgende  System  von  Gleichungen  erfüllt  sein: 

vy.'  +  y'  +  2/'^   =  2 
Mro+/5y+2r/'==o 

Wir  bezeichnen  im,  folgenden  mit  f ,  e^^  f^,  f',  a''  die  positive  oder 
negative  Einheit.  Aus  der  dritten  der  Gleichungen  folgt  dann  zunächst 

^0  ^  ^;     /  =  0,     also  auch  7^  =  0     und  y'  ==  h\ 

folglich  aus  den  letzten  beiden  ^'  =0,  «''  =  0;  dann  gibt  die  zweite, 
da  j?  >  3  vorausgesetzt  ist, 

A  =  ^;     /5'=£^     also  /3-'^-~ 
und  nun  die  vierte  ^^^^  _^  ^.^^  _  2p, 

woraus  oi  als  durch  2>  teilbar,  ci  -=-']^a^  hervorgeht,  so  daß  die  erste 
Gleichung  sich  in  ^^^  +  ^^.^2^4 

verwandelt  und,  da  p  >  3  sein  soll,  a^  =  0,  also  auch  oj'  ==  0  und 
a^  =  2^Q,  also  a=  ^^  und  der  voraufgehenden  Gleichung  wegen  £q  =  ß 
gefunden  wird.    Demnach  werden  sämtliche  gesuchten  Transforma- 
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tioiien  durch  das  Schema  gegeben: 


(53) 


0, 
.0,      0, 

und  da  für  nnimodulare  Substitutionen  die  Einheiten  durch  die  Be- 
dingung B8s"=  1  verknüpft  sind,  so  ergibt  sich  für  die  Formen  der 
vierten  Art  (48)  die  Anzahlt  gleich  4,  wenn  p  =  1,  3  (mod.  8) 
ist;fürj)^5, 7(mod.8)  aber  fallen  sie  aus  derBetrachtung  aus. 
18.  Soll  ferner  die  Substitution  (51)  den  Ausdruck  (50  c)  in  sich 
transformieren,  so  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 

V    +(2a'-l)  a^  +4haW'  +  2a"a''    =4 

ß^^   +  (2a  -  1)  ß''  +  Abß'ß''  +  2a" f^    =  2a 

y^^    -f.(2a'-l)/2    J^Uyf  +  2a'Y^    ^2a' 

ccoßo  +  (ßa  ~  1)  aß'  +2b {aß''  +  a"ß')  +  2a"aß"  =  2 
ß,y,+  {2a'-  1)  /3'/  +  2h {ß'f+  ßY)  +  2a''ß'Y  =  2b 
7o«o  +  {2a  ~  1)  ya  +  2b{ya'+  /V)  +  2a'Ya'=0. 

Da  die  Form  f  {y,  £)  positiv  ist,  kann  die  erste  von  ihnen  nur  statt- 
haben, wenn  ßj^^  ^  4,  also  nur,  wenn  entweder  a^  =  2t  oder 
a^  =  £  oder  0^0  ==0  ist. 

Im  ersten  Falle  muß  cc'  =  oi"=0,  also  «=  ^  sein,  und  aus 
der  vierten  und  sechsten  der  Gleichungen  folgt  /5q  =  e,  y^^^^  wo- 
durch die  übrigen  Gleichungen  die  Gestalt  annehmen: 

{2a  -  1)  ß'^    +  A:bß'f  +  2a'ß"^    =^2a  ~1 

{2a  ~  1)  y'    +  UyY  +  2ay    =  2a' 

{2a  -  1)  ßY  +  2b {ßY  +  ß'V)  +  2a'ß'Y  ==  2b 

und  die  Substitution  /ß\    y 

\ß  ,  7 

als  eine  nnimodulare  automorphe  Substitution  für  die  binäre  Form 
^(«/,  z)  ergeben,  deren  es  bei  der  Determinante  —  2p  nur  diese  gibt: 

Die  Substitution  (51)  erhält  also  die  Gestalt: 
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mit  der  Bedingung  £  =  1,  in  welcher  zwei  verschiedene  Substitu- 
tionen vereint  sind. 

Im  zweiten  Falle  müßte  wegen  der  ersten  der  Gleichungen 
(53)  die  Zahl  3  durch  die  Form  ipiy^  ^)  darstellbar  sein,  was  nur 
sein  kann,  wenn 

(M)  (=a  =  «-)=». 

d.  h.  ^9  ~  1  (mod.  3)  ist;  dann  ist  i^(i/,  2)  äquivalent  mit  der 
Form  (3,  2,  -^-^^  \ .  Es  erweist  sich  dann  wieder  der  Ausdruck 
(50  c)  äquivalent  mit 

ß,  «',  «"\  /  2,  2,  ^  \ 

und  die  Form  (,     „     ^1  mit  der  Form  ,  welche  in 

\i,  0,  1 ;  \^i,  0,    1  7 

der  Tat  eine  Form  des  verlangten  Geschlechts  ist,  da  aus  der  Bedin- 
gung (|-)  =  1  sich  (=^)  =  (^)  ==  (|-)  =  1  ergibt.  Für  diese 
Form,  d.  h.  für  die  Werte 

2a  -1  =  3,      &=1,      a"  =  ^±^ 

gibt  die  erste  der  Gleichungen  (53) ,  da  o;^  =  £  gedacht  ist,  a  =  f ', 
also  a  ==  "^-  j  und  0;"  ==  0.  Aus  der  zweiten  folgt  ^^  ^  4,  und  so 
stellen  sich  wieder  drei  Fälle  ein: 

1)  /3o  =  0;  dann  müßten  nach  der  zweiten  Gleichung  /5',  ^"  gerade 
sein,  und  demnach  wäre  1  durch  die  Form  (3,  2,  -^y"-)  darstell- 
bar, welche  somit  äquivalent  wäre  mit  (1,  0,  2p),  was  nicht  sein 
kann,  da  3  durch  letztere  Form  nicht  darstellbar  ist.  Dieser  FaU  ist 
also  unmöglich. 

2)  i^o  -  ^o;  /5'==  ^1;  also  /5  =  ^'-~"S  und  §!'  =  0.  Nach  diesen 
Werten  folgt  aus  der  vierten  der  bezüglichen  Gleichungen  (53) 

mithin  £  =  — 5^,  €'==fj.  Dann  geben  die  folgenden  Gleichungen 
7o^o  +  '^/^i  +  2  Ai  =  2,       ~  ^^0^0  +  ^  A  +  2/'^i  =  0, 
also  27^0^0  =  2,     }^o  =  ^o     nnd  3/ +  2/'=- ^1? 

24* 
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wodurch  die  dritte  der  öleichungen,  in  die  Gestalt 

gesetzt,  zur  Gleichung  y"  =  e"  führt:  dann  wird 

y  =    '  -g ,     also  £    =  -  f^,     r  =  ^1 

und 

Man  erhält  also  endlich  das  Schema: 

2     '      2 

0,      0, 

in  welchem  jedoch,  damit  die  Determinante  gleich  1  wird^  ^0  ^  ^  ^^ 
wählen  ist.    So  ergeben  sich  nur  zwei  automorphe  Substitutionen: 

-  1,  0,  0  \ 

1,      1,      1     )     und 

0,     0,  - 1/ 

3)  /3q  -=  2£q^  also  der  zweiten  der  Gleichungen  (53)  zufolge  /3'==0 
mit  ß=  £qj  und  ß"  =  0.  Die  vierte  gibt  dann  a  =  f ^  und  die  fünfte 
^^0^0  ""  2,  also  ^0  =  ^0'    Damit  nun  die  Substitution 

£,       0,    y 
0,        0,    y' 

unimodular    sei,    muß  B^By'  ==  —  1   sein,    was  y"  =  •—  e^s'  ergibt. 
Dann  folgt  aus  der  dritten  Gleichung  (53) 

1  -AsqsY  +  3/2  =  0 
oder 

(3/ -2^,0^=1, 

also  y  =  r=___±L_^i^  d.  i,  /  =  5^^'  und  y  =  ^0  ~~'^^~.     Damit    aber 

noch  die  letzte  der  Gleichungen  (53)  erfüllt  wird^  muß  e^  =  —  1  ge- 
wählt werden.    So  ergeben  sich  noch  zwei  weitere  Substitutionen: 


und 
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Der  dritte  Fall,  in  welchem  a^  =  0  ist,  führt  zunächst  zur  Glei- 
chung (2a  -  1)  a''  +  Ua'a"  +  2a'a''  =  4, 

und  da  aus  «^  =  0  sich  a  und  damit  auch  cc"  als  gerade  herausstellt, 
zur  Darstellung  von  1  durch  die  Form  ip{yy  ^),  die  folglich  mit  der 
Form  y^  +  2p  z^  äquivalent  sein  müßte.  Dann  fände  sich  wieder  der 
Ausdruck  (50  c)  äquivalent  mit  dem  anderen : 

(2x  +  yy  +  y'  +  2p^\ 

d.  h.  f  äquivalent  mit  der  Form 

^2,  1,  p\      ^      /p,  2,  l^ 


,0,0,1/    ^^^^   VI,  0,0 

von  der  zweiten  Art  (48),  und  wäre  daher  schon  durch  die  Betrach- 
tungen der  vorigen  'Nr.  erledigt. 

19.  Denkt  man  sich  aber  die  übrigen  Formen  /' der  dritten  Art 
(48)  in  ihre  Klassen  verteilt,  so  entspricht  jeder  Klasse  vermittels 
ihres  Repräsentanten  nach  (50  c)  eine  binäre  Form  il^{y^  0)   mit  der 

Determinante  —  2jo,  für  welche  ( — ~]  =  1  ist,  sowie  die  Klasse  sol- 
cher Formen,  der  sie  angehört,  und  zwei  verschiedenen  Klassen  von 
Formen  f  auch  zwei  verschiedene  solcher  Klassen ;  denn,  wäre  für 

den  Repräsentanten  {  ,  ^  ^  )  der  anderen  Klasse  die  nach  der 
Gleichung 

^  '  L'  0'  0  )  ^  (2^'+  yj  +  (2e~  1)  y''  +  4d^V  +  2d'^' 

gebildete  binäre  Form  (2c'— 1,  2d,  2c')  äquivalent  mit  f(yj0) 
und  ginge  ^{y,  0)  in  sie  über  durch  eine  Substitution  I  I,  soer- 

gäbe  sich  nach  den  Bedingungen 

(2a  -  1)  k^  +  4bXv  +  2ci'v^^2c-  1 
(2a  —  1)  Xii+2b{kQ  +  ^v)  +  2a'vQ  «  2d 

X  als  ungerade  und  /x  als  gerade,  und  die  Form  ( 7.     n     -<    I  gi^g®  ^^ 

/2,  c,   c\ 

-,    ,.     ^    )  durch  die  Substitution 
W,  0,    1  / 

,  %  1        ,  IL        ,  ,  , 
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über,  wäre  ihr  also  äquivalent.  Umgekehrt  ist  in  jeder  Klasse 
des  gedachten  Geschlechts  binärer  Formen,  wie  leicht  zu  sehen, 
eine  Form  von  der  Gestalt  «^  {y,  0)  enthalten,   der  also  eine  Form 

f  =  !  I  des  Hauptgeschlechts  und  damit  auch  deren  Klasse 

entspricht;  aber  zwei  einander  entgegengesetzte  der  Formen  (^  (^,  d) 
führen  zu  ein  und  derselben  Klasse  ternärer  Formen,  da  für  letztere 
zwischen  eigentlicher  und  uneigentlicher  Äquivalenz  kein  Unterschied 
ist.  Nun  gibt  es  für  binäre  Formen  mit  der  Determinante  —  2p  nur 
zwei  Geschlechter  und  nur  zwei  ambige  Klassen,  welche  durch  die 
Formen  iß  -f-  2p0^  und  2y^  -{-  p^^  repräsentiert  werden.  Von  diesen 

kommt  die  erste  der  Bedingung  i -j  =  1  gemäß  unter  den  Formen 

il){y,  z)  nur  vor,  wenn  i     A  =  1^  d.  h.  p^l  (mod.  4)  ist,  und  die 

andere  nur,    wenn   (     -)  ==  1,  d.  h.  _p  ^  1,  3  (mod.  8)  ist.   Aber  sie 

/2,    1,    ^\  (p,    4,    3\ 

führen  dann  zu  den  ternären  Formen  I  I,  bzw.  \^      .      ^1, 

d.  h.  zu  Klassen,  die  schon  im  vorigen  gezählt  sind.  Bezeichnet  man 
daher    mit  Ti(2p)    die    Anzahl  Klassen    der  vorgedachten    Formen 

^(2/,  <e),  für  welche  (    -  \  =  1  ist,  so  werden  sie,  nach  Abrechnung 

jener  Klassen, 

wenn  p  ^^  2  (mod.  3)  ist, 

2  '    ~^  2  ^    ~~2'"^' 

Klassen  ternärer  Formen  des  Hauptgeschlechts  liefern, 
deren  Transformationszahl  B  gleich  2  ist,  je  nachdem  dann 
p^2,  3,  ^  —  1,  ^  ™  7  (mod.  8)  ist; 

wenn  dagegen  p  ^^1  (mod.  3)  ist,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Klassen  um  1  geringer;  außerdem  gibt  es  dann  eine  Klasse 
von  Formen,  welche  durch  die  Form 

^.'^.'¥\ 
,1, 0,  1  ' 

repräsentiert  wird,  mit  der  Transf ormationszahi  ö  =  6. 

20.  Es  bleibt  noch  übrig,  für  die  Formen  (50  a)  die  Anzahl  ihrer 
automorphen  Substitutionen  zu  ermitteln.  SoU  das  Schema  (51)  eine 
solche  sein,  so  müssen  nachstehende  Gleichungen  erfüllt  sein: 
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«2  +  aW^   +  2ha  a"  +  a'a^    =  1 

^2  _j_  ^'p  ^  2hß'ß''  +  a'ß"^    =  a 

f  +  a:y^  +  21  yy"  +  a'f^    =  a" 

aß  +  aaß'  +  l  {af  +  a'ß')  +  a'a'ß''  ==  0 
ßy-V aßV  +  h ißY  +  ß'V)  +  a'ß^'f  ^  h 
ya-f-aya-f-oija    ■j-yaj-f-aya    =U. 

Nach  der  ersten  von  ihnen  muß  entweder  a  =  0  oder  cc==£  und 
dann  a  =  a'  =  0  sein.  Im  ersten  Falle  wäre  1  durch  die  Form 
q)  (tjf  z)  darstellbar,  diese  Form  also  mit  y^  +i>^^  und  die  ternäre  Form 

[i  0,'  0  )  "^"  (oi  oi  o)  '^^'  (oi  o!  o)  äquivalent,  und  wir 
kämen  auf  eine  bereits  gezählte  ternäre  Klasse  zurück.  Im  zweiten 
Falle  folgten  aus  der  vierten  und  sechsten  der  Gleichungen  jS  =  0, 
^  =  0 ,  und  die  übrigen  ergäben 

als  eine  unimodulare  Substitution  für  die  binäre  Form  {o! ^  h^  a')^ 
deren  es  bei  der  Determinante  —  p  nur  die   Substitution  ( ^ 


gibt. 

Somit 

nähme 

(51) 

die  Gestalt 

an: 

A; 

0, 

^\ 

0, 

«'; 

0 

Vo, 

0, 

b'J 

und  es  müßte  dabei  noch  8  =  1  sein.    Wir  finden  also  nur  zwei 
automorphe  Substitutionen  für  die  Formen  (50a). 

Nun  entspricht  wieder  jeder  Klasse  ternärer  Formen  des  Haupt- 
geschlechts eine  binäre  Form  (p{yj  z),  für  welche  (— ^)  ==  1  ist,  so- 
wie die  Klasse,  der  sie  angehört,  und  verschiedenen  ternären  Formen- 
klassen auch  verschiedene  binäre;  umgekehrt  entspricht  auch  jeder 
binären  Klasse  eine  ternäre,  aber  zwei  entgegengesetzten  binären  ein 
und  dieselbe  ternäre  Klasse.  Die  Formen  g?  (t/,  i)  können  eigentlich 
und  uneigentlich  primitiv  sein,  letzteres  jedoch  nur,  wenn^^3(mod.4) 
ist.  In  diesem  Falle  gibt  es  nur  ein  Geschlecht  eigentlich  primi- 
tiver binärer  Formen  mit  der  Determinante  —  p  und  nur  eine 
ambige  Klasse  mit  dem  Repräsentanten  y^  +  p  ^^.  der  aber  unter  den 

Formen  (p(y,  0)  wegenf — -)  ==  1  nicht  auftritt;  wird  also  mit  Ji{p) 
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die  Anzahl  der  eigentlicli  primitiven  Klassen  von  Formen  ^{y,  ^) 
bezeichnet,  so  entstehen  in  diesem  Falle  ans  ihnen  ^£Ti{p)  ternäre 
Klassen.  Im  gleichen  Falle  gibt  es  auch  nur  ein  Geschlecht  uneigent- 
lich primitiver  binärer  Formen  mit  der  Determinante  —  jj  und  nur 
eine  ambige  Klasse  mit  dem  Repräsentanten  [2,  i^-?-T_  -\    j^^^  ^ber 

wegen  /    -^  j  =  1   nur  dann  zu   den  Formen  cp  (y^  ^)  zählt^    wenn 

I \  =  1^  d.  h.  j)  ^  3  (mod.  8)  ist,  und  in  diesem  Falle  führt  die 

binäre  Form  zur  ternären  Form 


welche  äquivalent  ist  mit  I     ^      ^  j  ?  also  zu  einer  bereits  zu- 

,0,      0,     l) 

vor  gezählten  Klasse  ternärer  Formen.  Ist  daher  h'  {p)  die  Anzahl 
uneigentlich  primitiver  Klassen  von  Formen  cp  (y^  0),  so  ist  die  Anzahl 
der  ihnen  entsprechenden  Klassen  ternärer  Formen  gleich  ^Ti  {p)  oder 
^Qi{p)  —  1),  je  nachdem  p^l  oder  i:>  =  3  (mod.  8)  ist.  — -  Wenn 
dagegen  xj^l  (mod.  4)  ist,  so  werden  solche  Klassen  nur  durch 
eigentlich  primitive  Formen  (p{yy  z)  geliefert.  In  diesem  Falle  gibt 
es  zwei  Geschlechter  binärer  Formen  mit  der  Determinante  -—  p  und 
zwei  ambige  Klassen  mit  den  Repräsentanten 

deren  zweiter  jedoch  nur  dann  zu  den  Formen  9  {y,  z)  zählt,  wenn 
\~~~~-\  =  I7  also  p  ^:\  (mod.  8)  ist.   Beide  Formen  aber  führen  zu 

ternären  Klassen  mit  den  Repräsentanten     ^    a    a  / 1  1 

die  bereits  gezählt  worden  sind.  Demnach  liefern  jetzt  die  For- 
men   (p{y,  0),    wenn  ^9^1  (mod.  8)  ist,    -^ und,    wenn 

j9^5(mod.  8)  ist,  --^~--  ternäre  Klassen. 

21.  Faßt  man  diese  Ergebnisse  zusammen,  so  läßt  sich  folgendes 
aussagen : 

Die  Anzahl  H^  der  Klassen  mit  zwei  automorphen  Substitutionen 
ist  im  Fallej?  —2  (mod.  3),  je  nachdem  dann ^9  —  3,  7,  5,  1  (mod.  8) 
ist,  bzw.  gleich 
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h{2p)—l 


Hp)         ,   h'ipy 

2                "^            2 

Mp)            ,     ^'  ip) 
2                "^2 

hip)~l 
2 

ri(p)~2 

2 

d.  i.,  wenn 

(20) 

$)(ß)  =  fo(i>)  + 

2 

H2p) 
2 

h{2]))--  1 

_____ 

^(2p)  —  2 


+ 

+ 
+ 


gesetzt  wird,  je  nach  den  vier  unterschiedenen  Fällen^  gleich 

im  F  all  e  |j—  1  (m  0  d.  3)  sind  die  Anzahlen  um  je  eine  Einheit  geringer. 
Man  kann  ^  (p)  auch  einfacher  durch  die  Klassenzahlen  h(p)^ 
l%{p),  h(2p)  für  die  Determinanten  —p,  —2p  ausdrücken.  Ist 
nämlich  p^l  (mod.  4),  so  ist  sets  Ti{p)  =^0^  da  es  in  diesem 
Falle  keine  uneigentlich  primitive  binäre  Formen  gibt;  von  den  zwei 
dann  vorhandenen  Geschlechtern  eigentlich  primitiver  Geschlechter 

mit  gleich  viel  Klassen  kommt  wegen  i j  =  1   nur  das  eine  in 

Betracht,  demnach  ist  dann äQ:>)  ==  \'h{p).  Ist  dagegen ^j ^ 3(mod. 4)^ 
so  gibt  es  nur  ein  Geschlecht  eigentlich  primitiver  Formen  mit 
dem  Repräsentanten  (1,  0,  p)  und   dem  Charakter  +  1,   also  keine 

Form  (pj  für  welche  (- — -\  ==  1  wäre,  somit  ist  dann  Th{p)  =  0.  Das 

eine   dann  vorhandene  Geschlecht  uneigentlich  primitiver  Formen 

mit  dem  Repräsentanten  (2,  1     "^    j  hat  den  Charakter  ( — j  =  +  l; 

wegen  (— --)  ==  ( — " J  =  1  ist  daher  }h{p)  nur  dann  von  NuU  ver- 
schieden, wenn  i>  ^  3  (mod.  8)  ist,  und  dann  gleich  h\p).  Endlich 
ist  Ti{2p)  stets  gleich  ~li{2p),  da  von  den  zwei  für  die  Determinante 
—   2p    vorhandenen    Geschlechtern    nur    das   eine   der  Bedingung 

/    _^\  =^  1  genügt.    Hiernach  ist 

rfüri^^l  (mod.  4)  ^{p)-iJi{p)  +  \M'^p) 

(55)  für  p~?>  (mod.  8)  §  {p)  =    h\p)  -\- \h  {2p) 

\  für  p~l  (mod.  8)  §  {p)  =  |  h  (2p) . 

Nun   folgt  aus  (45)  und  (46),  da  sich  H^^  und  H^^  gleich  Null 
herausgestellt  haben, 
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Nach  den  vorigen  Ergebnissen  kann  man  also,  entsprechend  den 
verschiedenen  Fällen,  welche  der  Rest  von  p  (mod.  24)  darbietet^ 
folgende  Tabelle  aufstellen,  in  welcher 

gedacht  ist: 


p  = 

1 

5 

7 

11 

Ö"" 

13 

1 

0 

-2 

24 

17 

1 

0 

1 

-2 

19 

23 

(mod.24) 

Hs 

1 

1 

0 

0 

0 

H, 

1 

0 

1 

0 

1 

-2 

14 

24 

29 

0 

H, 

1 

0 

0 

-1 

8 
24 

1 

-1 

6 
24' 

13 

H, 

11» 
-3 

-1 

9 
24 

A 

23 
24 

15 
24" 

A 

47 

19 

17 

35 

31 

Nun  ist  nach  einer  allgemeineren  Formel,  die  man  auch  Eisen- 
stein verdankt,  der  sie  in  der  erstgenannten  Arbeit  hergeleitet  hat, 
für  den  hier  vorlieoienden  Fall  das  Maß 


M{ii) 


48 


Daher  findet  sich  endlich  als  Wert  der  Klassenanzahl  ter- 
närer  Formen  mit  der  Determinante  p  und  im  Hauptge- 
schlechte  ^  ^      ^       ^^  i. ; 

(56)  ^(i^)=-^P(i>)+    48    . 

worin  für  l  der  in  der  Tabelle  verzeichnete,  dem  jedesmali- 
gen Reste  von^  entsprechende  Wert  zu   setzen  ist.  — 

In  der  zweiten  der  obgenannten  Arbeiten  hat  Eisenstein  noch 
allgemeinere  Sätze  ausgesprochen,  die  ganz  analogen  Charakter  tra- 
gen und  in  ähnlicher  Weise  zu  begründen  sind,  doch  wird  die  Her- 
leitung dann  entsprechend  komplizierter  und  muß  deshalb  hier  unter- 
bleiben. — 


Zwölftes  Kapitel. 

Die  zerlegbaren  Formen. 

1.  Eine  besonders  wichtige  und  interessante  Anwendung  von  der 
Reduktion  positiver  quadratischer  Formen  ist  die,  welche  auf  die 
Theorie  der  zerlegbaren  Formen  ö;emacht  werden  kann  und  die  Lehre 
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von    den   quadratischen  Formen  mit  derjenigen  der  algebraischen 
Zahlenkörper  verbindet.^) 

Unter  einer  Form  F{x^y  x^,  .  .  .,  x^)  mit  n  Unbestimmten 
wird  fortan  eine  homogene  ganze  Funktion  der  letzteren 
verstanden,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  sind.  Sie 
heißt  irreduktibelj  wenn  sie  nicht  in  Faktoren  der  gleichen  Be- 
schaffenheit zerlegt  werden  kann.  Wir  beschränken  unsere  Betrach- 
tungen auf  irreduktible  Formen,  deren  Grad  oder  Dimension  der  An- 
zahl der  Unbestimmten  gleich,  also  gleich  n  ist.  Eine  solche  wird 
zerlegbar  genannt,  wenn 

(1)  F{x^,x,,  .  .  .,xj=  ü,'ü,  .  .  .  ü, 

gesetzt  werden  kann,  wo 

U,  =  ^a  X,  +  a^^x.^  +  '"  +  a.,,  x^^ 

Linearformen  sind.  Die  notwendige  Beschaffenheit  ihrer  Koeffi- 
zienten, die  für  irreduktible  Formen  nicht  ganzzahlig  sein  können, 
wird  sogleich  festgestellt  werden.  Unter  den  ganzzahligen  quadra- 
tischen Formen  sind  die  binären  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie  zu- 
gleich die  einzigen  zerlegbaren  quadratischen  Formen  sind,  und 
in  dieser  ihrer  Eigenschaft  liegt  der  Grund  dafür,  daß  ihre  Theorie 
im  wesentlichen  mit  der  Theorie  des  quadratischen  Zahleukörpers 
identisch  ist.  Für  die  übrigen  quadratischen  Formen  aber  ist  es  eben 
erst  die  Reduktion,  welche  sie  zur  Theorie  algebraischer  Zahlen- 
körper in  Beziehung  setzt  und  mit  ihr  verbindet. 
Setzt  man  die  Determinante  der  n  Gleichungen  (2) 

(3)  -D  =  i%|, 
so  soll 

(4)  I=i)^==la«r 

die  Invariante  der  Form  F  heißen.    Wird  nun  auf  die  Form  (1) 
eine  ganzzahlige  Substitution 

angewandt,  so  geht  sie  in  eine  andere  zerlegbare  Form 
(6^  ^        G'0/i,2/2,  •  ••,!/„)  =F,.F,..     F„ 

1)  Vgl.  hierzu  Stouff,  Theorie  des  formes  ä  coefficiens  entiers  decom- 
posables  en  facteurs  lineaires,  Ann.  fac.  des  Sciences  de  V  nnir.  de  Toulouse, 
5  (1903),  p.  129. 
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über,  deren  Linearfaktoren  V^  durch  die  Gleichungen 

gegeben  werden,  worin 

n 

d.  li.  gleicli  dem  Werte  ist,  den  U^  erhält,  wenn  die  Unbestimmten 
Xj  =  Ujj.  gesetzt  werden.  Da  hiernach  die  Determinante  der  Glei- 
chungen (7)  gleich  i  &.  J  =  1  a.  .1  .  U- J 

ist,  wird  die  Invariante  der  neuen  Form  G 

I  ^ik  I     —  [ßij  1        I  ^jk  I 

und  folglich  derjenigen  der  ursprünglichen  Form  jP  dann  und  nur 
dann  gleich,  wenn  der  Modul  der  Substitution  (5)  gleich  ±  1  ist. 
In  diesem  Falle  werden  die  Formen  J?',  G  einander  äquivalent  ge- 
nannt; alle  einander  äquivalenten  aber  fassen  wir  in  eine  Klasse 
zusammen.  Nach  den  Formeln  (7  a)  findet  sich  für  den  Koeffizienten 
von  2//  ii^  der  Form  G  der  Wert 

hk  'hk'"   Kk  =  F{^lk^   ^2/c?   •  •  •;   ^nl)' 

Da  nun,  wie  leicht  einzusehen  ist,  eine  Form  F  nicht  für  alle  ganz- 
zahligen Wertsysteme  ihrer  Unbestimmten  verschwinden  kann,  so 
lassen  sich  ganze  Zahlen  c^^;^,  a^^,  .  .  .,  a,^^^  und  genauer  solche  ohne 
gemeinsamen  Teiler  wählen,  für  welche  F  von  Null  verschieden  ist. 
Man  kann  daher  eine  Substitution  (5)  aufstellen,  deren  Modul  1  ist, 
in  welcher  die  Zahlen  a^^,^  a^^y  . .  .,  a^^^  die  1^^  Kolonne  der  Koeffi- 
zienten bilden  und  durch  welche  F  in  eine  äquivalente  Form  über- 
geht, mit  einem  von  NuU  verschiedenen  Koeffizienten  der  höchsten 
Potenz  t//  einer  beliebigen  der  Unbestimmten.  Oder,  was  dasselbe 
sagt,  man  darf  die  Ausgangsform  F  so  in  ihrer  Klasse  gewählt  den- 
ken, daß  dieser  Koeffizient  einer  beliebigen  der  Unbestimmten,  für 
die  wir  der  Bestimmtheit  wegen  x-^  wählen,  von  NuU  verschieden 
ist.    Da  der  Koeffizient  A  von  x^"^  in  F  durch  das  Produkt 

A  =  a^-^a^^  .  .  .  a,,i 

gegeben  wird,  ist  alsdann  keine  der  Zahlen  a^^,  %i?  •  •  •;  ^^ni  gleich 
NuU,  und  folglich  sind  die  Größen 

(8)  '^ 


Nr.  1.    Reduktion  der  zerlegbaren  ganzzahligen  Formen  381 

und  die  Koeffizienten  der  linearen  Ausdrücke 

a.„  a 

»        «.,     ^  a  ,     ^ 

(9)  ''  '' 

(^  =  1.  2,  ...,  n) 

von  endlicbem  Werte.    Nun  ist 

und  die  Koeffizienten  des  entwickelten  Produktes  sind  rationale  Zah- 
len. Yersteht  man  daher  unter  F^(0)  denjenigen  Bestandteil  dieser 
Entwicklung^  welcher  in  bezug  auf  die  Unbestimmten  x^^  x^^  .  .  ., 
^^  von  der  ¥^^  Dimension  ist^  so  daß 

^('jIl^-aJ'A  =  f(^)  H-  Fi(5)  +  .  •  •  +  F„(0) 
gesetzt  werden  kann,  so  ist  auch 

n 

(10)  F(^)  =  ]T(^-^.-) 

eine  ganze  Funktion  von  ^  vom  Grade  n  mit  rationalen  Koeffizien- 
ten und  n 

i=l  h  >    z. 

<      ■( 

ein  in  x^j  Xj^^  . ..,  x.^^  linearer  Ausdruck,  der  bezüglich  z  vom  Grade 
n  —-  1  ist,  mit  ebenfalls  rationalen  Koeffizienten.  Ist  folglich  z^  eine 
einfache  Wurzel  der  Gleichung 

(11)  F(5)  =  0, 
so  ergibt   sich 

oder 

und  somit  t'^  als  ein  in  x^,  x^y  . ..,  x^  linearer  Ausdruck,  dessen  Koef- 
fizienten rationale  Funktionen  von  0^  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
sind.  Werden  die  sämtlichen  Werte  (8)  als  voneinander  verschieden 
vorausgesetzt,  so  gilt  für  jeden  der  Ausdrücke  v.  das  gleiche  wie 
für  v^  und  die  allgemeine  Beziehung 

(12)  '      ^(^'^ 

(i  =  1,2,  ...,«) 
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2.  Der  eben  gemachten  Annahme  aber  kann  man  immer  genügen. 
Ist  sie  nämlich  für  die  Form  F  nicht  schon  erfüllt,  so  transformiere 
man  F  durch  eine  unimodulare  Substitution  (5),  welche  nur  die  Un- 
bestimmten ^2?  ^3?  •  •  •?  ^'^n  d^i'ct  ebenso  viele  andere  y^,  y.,  ...,  y^ 
ersetzt.  Da  bei  einer  solchen  a^^  =  1,  für  ^>  1  aber  a^^  =0,  ß^i^^^O 
ist,  findet  sich 

(13)  ^..  =  ^,,^^  +  Ja^^^  +  .,.^^<^^^_ 

(i  =  l,  2,  ...,«) 
Man  setze  nun 

und  betrachte  die  Reihe 

(14)  L„L„...,L^. 

Versteht  man  unter  ^^3,  ^4;  .  .  .,  ä;^^  ein  beliebiges  System  von  n~-2 
ganzen  Zahlen  und  erteilt  der  Unbestimmten  x^  eine  Anzahl  -i-^-  -^  -f  1 
verschiedener  ganzzahliger  Werte 

x/)    (ä  =  1,2,3,.../-^V"^^  +  i) 

so  beschaffen,  daß  x^^^'^  x^^  x^^  •  •  •;  ^w  ^^^^  gemeinsamen  Teiler  sind, 
so  erhält  man  ebenso  viele  Systeme 

zugehöriger  Werte  (14),  unter  denen  wenigstens  eins,  wie  wir  zeigen 
wollen,  aus  lauter  verschiedenen  Werten  bestehen  muß.  Denn,  wäre 
in  jedem  von  ihnen  ein  Paar  gleicher  Werte  vorhanden,   so  müßte, 

da  die  Anzahl  der  Paare  nur     ^    ^ —    beträgt,  wenigstens   in   zwei 

Systemen  dasselbe  Paar  gleiche  Werte  erhalten,  also  etwa 


d.h. 


^2  + 

*« 
"n 

002"+ 

^  =  Lj!,   L!'  =  i/' , 


tl  ftl  «1  ßl 


iT. 


+  •••  +  —  ^.  =  —  <+  —  ^.  +  •  •  •  +    --  ^^ 


a  A-l  yfcl  ^^1 

sein.    Hieraus  findet  sich  zunächst 


a 
j 


^  *"  (i^2  .       ^2    )  "  f^.      V*^2  ^2    j  5 
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d.  h.  -^  =  ~^,  und  darauf 

tl  kl 

~x^  +  --  +  -^x^===-^x^+  .-.4-  — ^.,, 

tl  tl  kl  k\ 

also^  da  die  ganzen  Zahlen  x^^  .  .  .,  x^  beliebig  sind, 


Demnach  würden  die  beiden  Linearfaktoren  TJ^y  ü^  von  F  einander 
proportional  sein,  und  die  Form  F  erhielte  zwei  gleiche  Linearfak- 
toren, was  mit  der  angenommenen  Irreduktibilität  derselben  unver- 
träglich  ist.  Es  gibt  also  ein  ganzzahliges  Wertsystem  x^yX^^.  .  .yX^ 
ohne  gemeinsamen  Teiler,  wir  nennen  es 

(lö)  «22?  ^32?  •  '  -y  ^w2? 

für  welches  alle  Ausdrücke  (14)  ungleich  werden,  d.  h.  für  welches 
die  Quotienten  (13)  verschieden  sind.  Ihm  entsprechend  kann  man 
aber  für  die  Unbestimmten  x^y  x^,  ,  .  .^  x^  eine  unimodulare  Substi- 
tution finden,  deren  erste  Koeffizientenkolonne  aus  den  Zahlen  (15) 
besteht,  und  folglich  eine  Substitution   (5)  der  oben  bezeichneten 

Art,  durch  welche  F  in  eine  äquivalente  Form  G  übergeht  mit  lauter 

h 
verschiedenen  Quotienten  t*-  . 

Hiernach  dürfen  wir  F  selbst  schon  so  gewählt  denken,  daß  die 
bezüglich  der  Zahlen  (8)  in  voriger  Nr.  gemachte  Voraussetzung  er- 
füllt ist  und  deshalb  die  Formeln  (12)  und  ihre  erwähnte  Beschaffen- 
heit Bestand  haben.  Das  Ergebnis  dieser  ganzen  Betrachtung  aber 
läßt  sich,  wie  folgt,  aussprechen: 

Setzt  man  eine  zerlegbare  Form  F,  in  welcher  der  Koef- 
fizient von  x^  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  A  hat, 
in  die  Gestalt: 


(16)        F^Ä-[J(x,  +  c,,x,  +  ---  +  c,„x„), 


so  können  die  einander  in  den  Linearfaktoren  entsprechen- 
den Koeffizienten  als  die  gleichen  rationalen  Funktionen 
von  je  einer  Wurzel  0^^  einer  Gleichung  n^^^  Grades 

(17)  F(5)  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten,  in  Zeichen:  für  jfc  =  2,  3, . . .,  n 

ii  =  l,2,...,n) 
vorausgesetzt  werden. 
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Die  Funktion  F  (^)  ist  nicht  in  Faktoren  derselben  Art  zerfällbar. 
Denn^  hätte  F(^)  einen  rationalzahligen  Faktor  fQ{^),  so  würde  schon 
das  Produkt  der  zu  seinen  Wurzeln  gehörigen  Linearfaktoren  in 
(16)^  weil  in  bezug  auf  letztere  symmetrisch^  rational  sein,  was  der 
Annahme  der  Irreduktibilität  von  F  zuwider  ist. 

Die  Invariante  I  von  der  Form  F  ist  das  Produkt  aus  Ä^  in  das 
Quadrat  der  Determinante 

^?   ^12?   ^137    •  •  •  ?   ^in 


(19) 


^f   ^n2)   ^riB    '  '  '  ^   ^nn 


also  offenbar  eine  rationale  symmetrische  Funktion  von  den  Wur- 
zeln der  Gleichung  (17)  und  demzufolge  eine  rationale  Zahl. 
Ist  sie  von  Null  verschieden^  so  sind  es  auch  diesämtlichen 
Koeffizienten  c.^.  Denn^  wäre  etwa  Cjj,=^Of  so  bestände  der 
Formel  (18)  gemäß  eine  rationale  Gleichung 

also  erhielte  man  wegen  der  Irreduktibilität  von  (17)  für  jede 
Wurzel  ^.  dieser  Gleichung  die  Beziehung 

d.  h.  für  jeden  Index  i  die  Gleichung  c-j.  =  0,  also  würden  aUe  Glie- 
der einer  Kolonne  in  der  Determinante  (19)  und  damit  diese  Deter- 
minante selbst^  also  auch  I  gleich  Null,  gegen  die  Voraussetzung. 
Hieraus  folgt  weiter^  daß  in  einer  irreduktibeln  Form  F  mit  nicht 
verschwindender  Invariante  die  Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen 
jeder  der  Unbestimmten  von  Null  verschieden,  also,  da  sie  ganzzahlig 
vorausgesetzt  sind,  absolut  genommen  ^  1  sein  müssen. 

3.  Ohne  daß  diese  Betrachtungen  im  wesentlichen  sich  ändern, 
dürfen  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (17)  als  ganze  Zahlen,  der 
höchste  von  ihnen  gleich  1  gedacht  werden,  da  hierdurch  die  Wurzeln 
^j.  höchstens  durch  ein  ganzes  Vielfaches  derselben  ersetzt  werden. 
Die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  der  Wurzel  s!  einer 
solchen  Gleichung  heißt  bekanntlich  ein  Zahlenkörper,  den  wir  durch 
K(0)  bezeichnen  woUen.  So  entsprechen  den  n  verschiedenen  Wur- 
zeln ^^,  «sfj,  .  .  .,  0^  der  Gleichung  (17)  ^^  konjugierte  Zahlenkörper 

(20)  Kis,),Ki,,},...,K{0„). 

Sind  unter  den  Wurzeln  ^  reeUe  Wurzeln <0^,  ^2?  •  •  •?  -^^^  ^^^  ^  Paare 
konjugiert  imaginärer  ?^,  £/,  . .  .,  g,.,  £/  vorhanden,  so  daß 
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ist;  so  werden  auch  ^  jener  Körper  reell  sein  und  die  andern  in  v 
Paare  konjugiert  imaginärer  Körper  zerfallen.  Dem  eben  Gesagten 
gemäß  sind  die  Koeffizienten  der  einzelnen  Linearfaktoren  von  F 
Zahlen,  welche,  den  gedachten  Körpern  angehören^  und  die  Linear- 
faktoren selbst  einander  konjugiert.  Da  jede  Zahl  eines  Körpers 
durch  Multiplikation  mit  einer  ganzen  rationalen  Zahl  eine  ^^ganze'^ 
Zahl  des  Körpers  wird,  so  werden,  wenn  F  mit  einer  passenden 
ganzen  rationalen  Zahl  multipliziert  wird,  die  Koeffi.zienten  c.^  sämt- 
lich zu  ganzen  Zahlen  des  entsprechenden  Körpers.  Die  Eigen- 
schaften der  Form  F  und  eines  beliebigen  Vielfachen  derselben  sind 
aber  wesentlich  dieselben.  Demnach  dürfen  wir  fortan  die 
Form  F  in  der  Gestalt  (1)  voraussetzen  und  unter  den  ein- 
ander entsprechenden  Koeffizienten  a.^  für  ^  =  1,  2,  .  .  . ,  n 
konjugierte  ganze  Zahlen  der  Körper  (20)  verstehen. 

Indem  wir  aber  die  reellen  von  den  komplexen  Faktoren  in  der 
Bezeichnung  unterscheiden  wollen,  schreiben  wir 

(21)  F^ilB,.Yls,-s:, 

WO 

I B,  =  r^^  X,  +  r-ä  a^^  +  •  •  •  +  r.„  «„ 
(21  a)  8.,  =  s,i  «1  +  s,s  a:j  +  •  •  •  +  s,.„  x^ 

l  O^-    ==  Sil  X^     1     5/3^2  "T"   •  '   •  "T~  Sin^np 

die  Koeffizienten  r.^^  reell,  die  Koeffizienten  5/^,  Sa  konjugiert  imagi- 
när zu  denken  sind. 

Nach  der  Theorie  der  Zahlenkörper  erhält  man  sämtliche  ganzen 
algebraischen  Zahlen  eines  Körpers  K{0)  durch  eine  Formel 

(22)  OiO^'i  +  co.^or^  +  '  "  +  co,^x^^, 

in  welcher  cö^,  cj^,  .  .  .,  co^^  gewisse  dieser  Zahlen  bedeuten,  also  ge- 
wisse rationale  Funktionen  von  0  sind,  indem  man  die  x-  sämtliche 
rationalen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  läßt;  die  Zahlen  co.  werden  eine 
Basis  der  Gesamtheit  jener  ganzen  algebraischen  Zahlen  vonir(^)  ge- 
nannt. Setzt  man  für  0  die  n  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 
(17),  so  erhält  man  die  n  Basen  für  die  entsprechenden  konjugierten 
Körper  (20),  die  wir  durch 

(23)  (D,(%  co,('\  .  .  . ,  mj^ 

(i=l,2,...,n) 

bezeichnen;   die  ersten  ^  dieser  Systeme  bestehen  aus  reellen  Zahlen: 


(23a)                                   9i»,9Ä-- 

0  ^^ 

(i=l,2,., 

•,.«) 
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die  anderen  sind  einander  paarweise  konjugiert  imaginär: 


(24) 


(i  =  1,  2,  .  .  .  ,  v) 

Dementsprechend  erhält  man  für  die  Koeffizienten  r.,.  bzw.  s,j.  For- 
meln folgender  Gestalt: 

(i=l,  2,  ...,  ,a) 

s«  =  öi'''>M,j  +  (j/(%2,  +  •  •  •  +  ö;(''m„, 

(i=l,  2,  ...,a') 

mit  denselben  ganzzahligen  Koeffizienten  Uj^^. 

Ist  Z  =  f{£)  eine  Zahl  des  Körpers  K{ß)^  so  heißt  das  Produkt 
dern  konjugierten  d.  i.  den  ^^  Wurzeln  von  (17)  entsprechenden  Werte 

f{,,),  fi0,), . . .,  f(,„) 

die  Norm  von  f(^),  in  Zeichen: 

Sie  ist  für  jede  ganze  Zahl  des  Körpers  eine  rationale  ganze 
Zahl.  Ist  sie  gleich  +  1^  so  heißt  f(^)  eine  Einheit  des  Körpers. 
Dirichlet  hat  gezeigt^  daß  die  sämtlichen  Einheiten  £(^) 
eines  Zahlenkörpers  K (0)  durch  X  =  ^  -{-  v—  1  fundamentale 
Einheiten  i^i  (^)^  7^2  C*^)?  •••;  '^a('^)  ^^^  positiver  Norm  ausge- 
drückt werden  können,  nämlich  aus  dem  Ausdrucke 

(25)  8  iß)  ^±a'^'  7]^  {0f^  .  7i,  (0)'-  ...ri;  {0)  h^ 

in  welchem  a  eine  dem  Körper  angehörige  Einheitswurzel  bedeutet, 
erhalten  werden,  wenn  man  li,  \y  Ä'g;  •  •  •;  ^^x  sämtliche  ganzen  Zah- 
len durchlaufen  läßt;  beschränkt  man  sich  auf  Einheiten  mit  positi- 
ver Norm,  so  ist  hierbei  das  negative  Vorzeichen  nur  zulässig,  wenn 
^gerade  ist.  Im  5.  Teile  der  ,,Zahientheorie"  des  Verfassers  ist 
gezeigt  worden^),  wie  dieser  Satz  aus  dem  in  Nr.  6  des  7.  Kapitels 
des  vorliegenden  Bandes  gegebenen  allgemeinen  Minkowskischen 
Satze  von  den  Linearformen  hergeleitet  werden  kann,  so  daß  wir 
davon  Abstand  nehmen,  dies  hier  zu  wiederholen. 

4.  Betrachten  wir  nur  diejenigen  zerlegbaren  Formen,  welche  der- 
selben   Gleichung   (17)   zugehörig   sind,  und  unter  ihnen  nur  die. 


1)  Allg.  Arithmetik  der  Zablenkörper,   Kap.  8  Seite  321. 
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weiche  gleiche  Invariante  I  haben!  Sie  verteilen  sieh,  wenn  stets 
die  einander  äquivalenten  zusammengefaßt  werden^  in  eine  Anzahl 
von  Klassen.  Hier  stellt  sich  dann  wieder  die  Frage  nach  der 
Reduktion  der  Formen  ein,  und  Hermite  hat  gezeigt,  wie 
die  Reduktion  der  zerlegbaren  Formen  auf  die  der  positi- 
ven quadratischen  zurückgeführt  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  stellt  er  der  zerlegbaren  Form  (21)  die  positive 
quadratische  Form 

(26)  9^  =  2  «.•^':'  +  ^-2  ft^.-  •  ß'^i' 

wo  die  a.  reelle  positive,  die  /3.,  /3/  konjugiert  imaginäre  Zahlen  be- 
deuten, an  die  Seite.  Da  einander  proportionale  Formen  die  gleichen 
Eigenschaften  haben,  darf  man  zwischen  den  Parametern  a-,  ß.  irgend- 
eine Beziehung  festsetzen,  und  wir  wählen  sie  daher  stets  so,  daß 

(27)  c,,,u„...,a^-(M,y  ...{ß^y--^ 

ist.  Dieser  Festsetzung  zufolge  wird  die  Determina^nte  von  (p  gleich 
(—  l)"-mal  dem  Quadrate  der  Determinante 


d.  i.  gleich  (-  1)^  •  1. 

Wenn  nun  für  irgendein  der  Beziehung  (27)  genügen- 
des Wertesystem  der  Parameter  die  Form  cp  reduziert  ist 
(wobei  die  Definition  reduzierter  Formen  nach  Belieben  gewählt 
werden  kann),  so  soll  auch  die  zerlegbare  Form  i^  reduziert 
genannt  werden. 

Dann  unterliegen  die  Koeffizienten  der  Form  (p  gewissen  ungleich - 
heitsbedingungen,  durch  welche  sie  beschränkt  werden.  Insbesondere 
besteht  für  die  Hauptkoeffizienten  von  g?,  welche  A^^  A^^  .  ,  .,  A^ 
heißen  mögen,  eine  Ungleichheit 

in  welcher  X^^  einen  numerischen  Faktor  und  D  den  absoluten  Wert 
der  Determinante  von  cp  bedeutet-,  mithin  ist 

(28)  _  Ä,.Ä,  ...  A^<X,,-I. 
Nun  ist 

U  V 

(29)  A,=  2  ^i'-i"  +  2  2  A/3/  •  s,,s/, 


388  Zwölftes  Kapitel.     Die  zerlegbaren  Formen 

eine  Summe  von  n  wesentlicli  positiven  Werten,  also  das  Produkt 
der  letzteren  bekanntlich  kleiner  als  die  n^"^  Potenz  ihres  arithmeti- 

Ä 

sehen  Mittels  -^ .    Aber  jenes  Produkt  findet  sich  wegen  (27)  gleich 

dem  Quadrate  des  Koeffizienten  von  ^/  in  F,  der  als  ganze  Zahl 
absolut  nicht  kleiner  als  1  ist,  und  demnach  ergibt  sich  für  jeden 
Index  Je  ^ 

Da  somit 

A-^2    •••    A-1-  A  +  1   •••    A^'^^''~' 

ist,  folgt  aus  (28)  für  jeden  Index  h  die  Schranke 

X     I 

Daraus  schließt  man  wegen  (29),  daß  auch  alle  Größen  r.^]/«^  und 
ß.s.^f,  dem  absoluten  Betrage  nach  endlich  beschränkt  sind,  und  da 
aus  ihnen,  mit  Beachtung  von  (27),  die  Koeffizienten  der  zerlegbaren 
Form  F  nur  durch  Multiplikationen  und  Additionen  entstehen,  so  gilt 
das  gleiche  auch  für  sie,  so  daß  sie,  da  sie  zugleich  ganze  Zahlen  sind, 
nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Werte  haben  können. 

Man  erkennt  auf  solche  Weise  zunächst  den  wichtigen  Umstand, 
daß  die  Anzahl  der  möglichen  reduzierten  zerlegbaren  For- 
men der  oben  angegebenen  Art  nur  eine  endliche  ist. 

Sollte  aber  g?  für  kein  der  Bedingung  (27)  genügendes  Wertesystem 
der  Parameter  reduziert  und  daher  auch  F  keine  Reduzierte  sein,  so 
reduziere  man  q)  für  ein  beliebig,  aber  mit  (27)  verträglich  gewähltes 
Wertesystem  der  Parameter  mittels  einer  unimodularen  ganzzahligen 
Substitution  (5).  Dadurch  geht  cp  in  eine  äquivalente  Form  ^  über, 
welche  für  jenes  Wertesystem  reduziert  ist,  und  man  findet  für  sie  den 
Ausdruck 


(30)  9  ^^c^.B,'  +  2^  ß,ß;s,s:, 


worm 


und 


i?,= 

=  n-i 

■  Vi  +  »"/s  • 

1/3  +■••+?,„  ■ 

■  y» 

Sr- 

=  Sn 

•  ?yi  +  «iä  • 

^2   +  •   ■  •    +  S,-„  ' 

•«/» 

s;- 

=  s.'i 

•  Hl  +  s/s  ■ 

n 

■y« 

Sa  = 

n 

'2 

Sii  ■  <^iV 

n 

h 

j==l 
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ist.  Zugleich  aber  verwandelt  ^sich  durch  jene  Substitution  jF  in  die 
ihr  äquivalente  zerlegbare  Form 

IJ.  v 

die  nun  nach  der  Her  mit  eschen  Definition  eine  Reduzierte  ist.  Man 
findet  also,  daß  in  jeder  Klasse  der  zerlegbaren  Formen  von 
der  angegebenen  Art  wenigstens  eine  Reduzierte  vorhanden 
ist.  In  Verbindung  mit  dem  zuvor  festgestellten  Umstände  ergibt 
sich  hieraus  der  wichtige  Satz: 

Für  die  angegebenen  zerlegbaren  Formen  mit  gegebener 
Invariante  I  ist  nur  eine  endliche  Anzahl  Klassen  äquiva- 
lenter Formen  vorhanden. 

5.  Die  Anwendung  des  Hermiteschen  Satzes  vom  Minimum  einer 
positiven  quadratischen  Form  auf  die  Form  q)  läßt  weitere  interessante 
und  bedeutsame  Sätze  für  die  Theorie  der  zerlegbaren  Formen,  bzw. 
für  die  der  algebraischen  Zahlenkörper  erschließen.  Wir  geben  zu- 
nächst eine  feine  Betrachtung  wieder,  welche  man  Hermite  selbst 
verdankt. 

Sei  m  eine  positive  ganze  Zahl,  in  bezug  auf  welche  als  Modul  die 

Kongruenz  ^.  .        „      ,       ,      ^ 

^  F(<^)  =  0     (mod.m) 

in  ganzen  rationalen  Zahlen  lösbar  ist,  und  sei  z.  B, 

(31)  ¥(a)^0     (mod.m). 

Aus  den  Wurzeln  ^.  der  Gleichung  F(<2?)  =  0  bilde  man  die  Linear- 
formen 

(32)  ü,  =  mx,  +  (^,  ~  a)x,  +  (^/ -  a')x^  +  •  •  •  +  (^r^' ^  «''~')^. 

(i  ^  1,  2,  .  .  .,  n) 
oder,  wenn 

mx^  ~  ax^  —  a^x^  —  ...  —  a''-'^x^  =  X^ 

gesetzt  wird 

c^.  =  X,  +  ^iX,  +  z^x,  +  •  •  •  +  ^r'^n- 

(i  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

Für  jedes  nicht  verschwindende  ganzzahlige  System  oc^,  oo^,  -  -  -^  ^n 
ist  ihr  Wert  eine  aus  0.  gebildete,  von  Null  verschiedene  komplexe 
ganze  Zahl  /(^,.),  also  die  Form 

(33)  F{x,,x,,  ..-^^J^ri^^ 
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die  Norm  derselben  und  somit  eine  von  Null  verschiedene  rationale 
ganze  Zahl;  diese  aber  ist  teilbar  durch  m,  denn  nach  (32)  ist 

[7.  ^  (^.  —  a)  '  ifjiß.)     (mod.  w), 

wo  ip(^^^  eine  ganze  komplexe  Zahl  in  0.  ist^  und  demzufolge  ist 

F=±  F(a.)  .  JV^'(.0.)     (mod.  m), 

wo  nun  Nip{0.)  eine  ganze  und  F(a)  eine  —  nach  (31)  —  durch  m 
teilbare  ganze  Zahl  ist.  Für  jedes  nicht  verschwindende  ganzzahlige 
System  x^,  x^,  .  .  •  ^  x^  darf  man  also  setzen 

(34)  F^m-  M, 

wo  iltf  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  ist.  Setzt  man  nun  wieder 
F  in  die  Gestalt  (21)  und  bildet  ihr  zugehörig  nach  (26)  die  Form 
(fj  so  erhält  man 

li,  =  Xj  +  ,.x,  +  z^x,  +  .  .  .  +  z--^x,^ 
S,  =  X,  +  i,x,  +  g>3  +  •  •  ■  +  t,"-'^.. 

s;  =  Xj  +  t;x,  +  t;'x,  +  ■■■  +  g/"-  'x^ 

und  für  die  Determinante  D  von  9  den  Ausdruck 

!  ')n,  z^  —  a^  z^-  —  ü",  .  .  . ^  ^i''^  —  al^~ 


dessen  absoluter  Wert  sich  leicht  gleich  m'^-mal  der  Diskriminante  A 
der  Gleichung  F(^)  =  0  ergibt.  Da  nun  nach  Hermite  der  Minimal- 
wert von  g?  kleiner  als  n-i 

ist^  findet  er  sich  kleiner  als 


(9  ■  -^Ä 


und  demzufolge  das  Produkt  aller  n  positiven  Summanden,  aus  denen 
jener  Wert  von  g?  besteht,  d.  i.  das  Quadrat  des  entsprechenden  Wertes 
von  F^  nämlich  m^M^y  kleiner  als 

w-  1 

^i/ \  W(7i-1) 
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eine  üngieichlieit;  aus  welcher  die  weitere: 

hervorgeht.  Es  gibt  also  ein  ganzzahliges  Wertesystem 
x^,  x^^  .  .  .,  x^^  für  welches  der  Faktor  M  in  der  Formel  (34) 
die  vorstehende  Ungleichheit  erfüllt. 

Wir  wählen  jetzt  im  besonderen  für  die  Gleichung  (17)  die  Kreis- 
teilungsgleichung 

(36)  '^51  =  0, 

wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ist,  verstehen  also  unter  den  z^  die 
imaginären  ^*®^  Einheits wurzeln.  Bekanntlich  ist  diese  Gleichung  als 
Kongruenz  (mod.  yn)  stets  auflösbar,  wenn  m  eine  Primzahl  von  der 
Form  fcp  +  1  ist.^)  In  unserem  Falle  ist  A  =  p^~^  und  nimmt  die 
Ungleichheit  (35)^  in  der  jetzt  M  positiv  ist,  da  F  aus  paarweise 
konjugiert  imaginären  Faktoren  besteht,  die  Gestalt  an: 


Für  jö 


und  folglich  üf  ==  1.    Daraus  erschließt  man  den  zuerst  von  Ja- 
cobi^)  ausgesprochenen  Satz,  daß  jede  Primzahl  m  von  der 
Gestalt  5fc  +  1  als  Norm  einer  aus  fünften  Wurzeln  der  Ein- 
heit gebildeten  komplexen  ganzen  Zahl  darstellbar  ist. 
Ebenso  kommt  für  p  =  1 

15 


3I< 

■v; 

5 

ergibt  sich 

M< 

(-S)■|/i^ 

20 

~  27 

Yb  <  2 

M<(ff.yi<,. 


Da  nun  die  Norm  einer  aus  p^^^  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 
komplexen  ganzen  Zahl  (mod.  p)  nur  der  NuU  oder  der  Einheit  kon- 
gruent sein  kann,  aus  (34)  aber  F  ^  M  (mod.  p)  hervorgeht,  so  kann 
im  jetzigen  FaUe  M  wieder  nur  gleich  1  sein;  demnach  ist  jede 
Primzahl  von  der  Gestalt  7&  +  1  als  Norm  einer  aus  sie- 
benten Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  komplexen  ganzen 
Zahl  darstellbar. 


1)  Siehe  des  Verfassers  „Lehre  von  der  Kreisteikmg"  S.  241. 

2)  Siehe  Journal  f.  d.  r.  n.  a.  Math.,  Bd.  19,  S.  314;  Ges.  Werke,  Bd.  6,  S.  275. 
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Ferner  wählen  wir  statt  der  Gleichung  (17)  die  Gleichung^  welche 

die  ^—^ —  zweigliedrigen  Perioden  der  Kreisteilungsgleichung  (36)  zu 

Wurzeln  hat.     Sie  gestattet,  als   Kongruenz  aufgefaßt,  nach  jedem 
Primzahlmodul  m  =  hp  +  1  eine  Lösung.^)    Ihre  Diskriminante  ist 

p  ^  .    Demnach  nimmt  die  Ungleichheit  (35)  für  solchen  Wert  m 
die  Gestalt  an 

(i>-l){i>'-3) 


^^<(l) 


P-8 


m 


Für  den  besonderen  Wert  p  =  1  kommt  also 

^<(l)VS  =  T.'<ä- 

Die  Norm  einer  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  Kreisteilungs- 
gleichung  (36)  gebildeten  komplexen  ganzen  Zahl  ist  aber  (mod.  p) 
nur  einem  der  Reste  0^  1  oder  —  1  kongruent.  Da  nun  aus  (34)  hier 
JF^  ±  M{mod.p)  hervorgeht,  so  ist  im  Falle  p  =  7  nur  der  Wert 
M  ==  1  zulässig/und  man  erhält  den  Satz:  Jede  Primzahl  7n  von 
der  Gestalt  IJc  ±  1    kann  als  Norm   einer  aus  einer  Wurzel 

der  Gleichung  «         ^      c^         ^       /^ 

^  2^  +  0"^  —  20  ~  1  ==  0 

gebildeten  komplexen  ganzen  Zahl  dargestellt  werden. 

6.  Indem  wir  nunmehr  eine  wichtige  Anwendung  des  Hermite- 
schen Satzes  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlenkörper  ent- 
wickeln wollen,  müssen  wir  dem  Leser  ein  paar  Begriffe  und  Sätze 
dieser  Theorie  zur  Kenntnis  oder  in  Erinnerung  bringen. 

Unter  einem  Ideale  eines  Körpers  ^(^)  versteht  man  eine 
Gesamtheit  solcher  ganzen  algebraischenZahlen  desselben, 
welche  die  zwei  folgenden  Eigenschaften  hat: 

1.  je  zwei  Zahlen  der  Gesamtheit  geben  sowohl  addiert  als  auch 
subtrahiert  wieder  eine  ihrer  Zahlen, 

2.  jede  Zahl  der  Gesamtheit  mit  irgendeiner  ganzen  algebraischen 
Zahl  des  Körpers  multipliziert  ist  auch  eine  Zahl  der  Gesamtheit. 

Ist  a  eine  ganze  Zahl  in  K{0)  und  bedeutet  o  jede  ganze  Zahl  des 
Körpers,  so  heißt  insbesondere  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  (oa  ein 
Hauptideal  und  soll  durch  (a)  bezeichnet  werden. 

Man  erhält  alle  Zahlen  eines  Ideals  j,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

(37)  a^x^  +  ofg^g  H h  a^^x.^, 


1)  Siehe  des  Verfassers  „Lehre  Yon  der  Kr  ei  Stellung",  S.  242 — 243. 
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in  welchem  cc^^  a^,  .  .  .,  a^  gewisse  Zahlen  des  Ideals  bedeuten^  die 
X.  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen  läßt;  die  Zahlen  cc^ycc^,  •  •  •  ? ^^^ 
werden  eine  Basis  des  Ideals  genannt. 

Sind  jj  ^öd  J2  zwei  Ideale,  so  bildet  die  Gesamtheit  aUer  Pro- 
dukte aus  je  einer  Zahl  aus  j^  und  einer  Zahl  aus  j^  und  aller  Summen 
solcher  Produkte  wieder  ein  Ideal  ^',  welches  das  Produkt  jener 
beiden  genannt  wird,  in  Zeichen 


J  —  Ji  '  J2      J2  '  Ji' 

Hier  gilt  dann  der  Satz:  Zu  jedem  Ideale  j^  kann  ein  anderes 
J2  angegeben  werden  von  der  Art,  daß  ihr  Produkt  j^  -  j^  ein 
Hauptideal  wird. 

Dies  vorausgeschickt,  seien  nun  wieder  0^^  ^^y  -  -  -y  ^n  ^^^  verschie- 
denen Wurzeln  der  Gleichung  F(;S')  =  0.  Der  Formel  (37)  des  Ideals 
entsprechen  n  einander  konjugierte  Ausdrücke 

a,^^x,  +  a^)x^  +  •  •  •  +  ci^j^x^, 
(i  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 

welche  n  den  einzelnen  Körpern  K{p^^K(s^^  .  .  .,  K{z^  angehörige, 
einander  konjugierte  Ideale  bestimmen.  Man  betrachte  dann  die  zer- 
legbare Form 

in  welcher 

(38)  U,  =  a^x,  +  a^^)x,  +  •  -  •  +  a}^x^ 

ist,  und  die  ihr  nach  (26)  zugeordnete  positive  quadratische  Form  g?, 
deren  Determinante  gleich  ( —  l)^'-mal  dem  Quadrate  der  Determinante 


(39)  Ä  =-- 


ist.  Da.  die  Basiszahlen  a^^^  a^^\  .  .  .,  aj^'^  dem  Körper  -S'(^,)  ange- 
hörige ganze  algebraische  Zahlen  sind,  so  können  sie  nach  (22)  als 
lineare  ganzzahlige  Funktionen  der  Basiszahlen  co^^^\  cag^'^,  .  .  • ,  oj'^ 
desselben  dargestellt  werden.   Schreibt  man  dementsprechend 

a^ii)  =  03/^)^1  (^)  -f-  (o^^^a^^  H h  G}/^ctny 

(h  ^==  1,  2,  .  .  .,  n) 

wobei  die  a^.^*)  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so  zerlegt  sich  die  Deter- 
minante A  nach  einem  bekanntem  Determinantensatze  in  das  Produkt 
der  beiden  folgenden; 
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Sl  = 


CO, 


^2   y 


co„ 


und 


Ä-= 


so  daß 


«/"), 

-,<"\ . 

«„(") 

«l'> 

«2',    • 

«; 

«1, 

«2    ,      . 

««" 

«IH 

«äC),  . 

aj") 

A  =  ß  .  ^ 


gesetzt  werden  kann.  Das  Quadrat  von  Sl  ist  eine  ganze  Zahl,  welche 
die  Grundzahl!)  des  Körpers  K{^)  heißt,  und  der  absolute  Wert 
der  ganzen  Zahl  Ä  bezeichnet  die  sog.  Norm  des  Ideals  j,  welche 
durch  das  Zeichen  N'(j)  ausgedrückt  wird.  Demnach  wird  die  Deter- 
minante von  (p  gleich 

(-  ly  ■  N(jy  ■  D 

und  dem  He  r  m  i  t  e  sehen  Satze  zufolge  der  Minimalwert  von  g?  kleiner  als 


fi„-yNUT\^ 


I  ? 


wo  fi.^^  ein  gewisser  numerischer  Faktor  ist.  Dem  ganzzahligen  Systeme 
x^j  x^^  .  .  .,  x^^j  durch  das  dieser  Minimalwert  dargestellt  wird,  ent- 
spricht also  ein  Wert  der  Form  F,  für  welchen 


n< 


(n 


\  Nur  • !  i>  I 


(Ö""'-  N(j)  ■YlD] 


ist. 


Das  heißt:  es  gibt  im  Ideale  j  eine  Zahl 

a  --=  a^x^  +  a^x^  +  '  ■  '  ■+  %x^^, 
deren  IsTorm  absolut  kleiner  ist  als 

% 


(5)   '•  -^(i)  •  1/1^  I 


Mit  der  Zahl  a  ist  aber  auch  das  ganze  Hauptideal  {a)^  dessen 
Norm  mit  dem  absoluten  Werte  der  Norm  von  cc  identisch  ist,  in  j 
enthalten,  und  es  gilt  der  Satz,  daß  wenn  ein  Ideal  in  einem 
anderen  Ideale  j  enthalten  ist,  ein  neues  IdealJ'  von  der  Be- 
schaffenheit sich  angeben  läßt,  daß  jenes  gleich  jj'  gesetzt 
werden  kann;  alsdann  ist  seine  Norm  gleich  dem  Produkte 
N(j)  •  N{f).  Hieraus  ergibt  sich  hier  für  das  Ideal  j'  die  Ungleichheit 


(40) 

und  damit  der  Satz: 


A^o-xß'fVi^i 
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Zu  jedem  Ideale  j  gibt  es  ein  Ideal  j'  mit  einer  durch 
die  Ungleichheit  (40)  endlich  beschränkten  Norm,  mit 
welchem  multipliziert  es  zu  einem  Hauptideale  wird.  Oder, 
da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Idealen  mit  derselben  Norm  gibt, 
so  genügt  eine  endliche  Anzahl  von  Idealen,  um  durch  Mul- 
tiplikation mit  einem  von  ihnen  jedes  Ideal  in  ein  Haupt- 
ideal zu  verwandeln. 

Ferner  aber  schließt  man  aus  jener  Ungleichheit,  da  die  Norm 
eines  jeden  Ideales  eine  positive  ganze  Zahl,  also  mindestens  gleich 
1  ist,  die  weitere: 


(41)  |D|>(^ 


nl 


Wählt  man  hier  für  ft^  den  im  achten  Kapitel  bei  (51)  ermittelten 


Wert 


so  ist 


-(■+:)''• 


(I)' 


4r! 


\         nj 

stets  größer  als  1,  und  ( — j    wächst  zugleich  mit  n  über  jede  Grenze 

hinaus.  Daraus  folgen  die  beiden  äußerst  wichtigen  Sätze:  erstens: 
Die  Grundzahl  D  jedes  algebraischen  Zahlenkörpers  ist 
absolut  größer  als  1  und  demnach  jedenfalls  durch  min- 
destens eine  Primzahl  teilbar.  Zweitens:  Der  Grad  der  Kör- 
per, denen  eine  gegebene  Zahl  als  Grundzahl  eigen  ist, 
kann  eine  durch  sie  bestimmte  endliche  Grenze  nicht  über- 
steigen. Da,  wie  sich  zeigen  läßt^),  die  Anzahl  der  Körper  des- 
selben Grades,  denen  die  gleiche  Grundzahl  zukommt,  nur  eine  end- 
liche ist,  so  folgt  dieser  selbe  Umstand  nun  auch  für  Körper  eines 
beliebigen  Grades. 

7.  Kehren  wir  zu  den  Betrachtungen  der  Nr.  4  zurück.  —  Wenn 
die  Form  cp  für  kein  mit  (27)  verträgliches  Wertesystem  der  Para- 
meter reduziert,  also  auch  F  keine  Reduzierte  war^  so  reduzierten  wir 
(p  für  irgendeines  jener  Wertesysteme  durch  eine  unimodulare  Sub- 
stitution S  und  erhielten  eine  für  das  Wertesystem  reduzierte  Form 
9  und  entsprechend  die  mit  i^  äquivalente  Reduzierte  F .  Aber  durch 
die  Ungleichheiten,  welche  cp  als  reduzierte  Form  charakterisieren,  ist 
das  Wertesystem  der  Parameter  in  endliche  Grenzen  gebannt,  d.  h.  ^ 


1)  Siehe  des  Verfassers  5.  Teil  der  „Zaliientheorie" :  „Allgemeine  Arithme- 
tik der  Zahlenkörper",  S.  344. 
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ist  nur  in  einem  endlicli  begrenzten  Teile  6r  des  Gebietes  G  aller  mit 
(27)  verträglichen  Wertesysteme  der  Parameter  reduziert  und  hört  auf 
es  zu  sein,  wenn  bei  steter  Veränderung  dieses  System  an  irgendeiner 
Stelle,  die  wir  durch  das  System 

(42)  7\,n,---,r„  X,  V,  •••,*.,  ^; 

bezeichnen,  die  Begrenzung  von  6r  überschreitet.  Dann  bedarf  es 
einer  neuen  unimodularen  Substitution  S',  um  ^  wieder  zu  reduzieren, 
und  es  entsteht  eine  neue,  wieder  in  einem  endlichen  Teile  G  von  G 
reduzierte  Form  9  und  entsprechend  eine  neue  mit  F  äquivalente 
Reduzierte  F.  Offenbar  erhält  man  die  Form  p  auch,  wenn  man  un- 
mittelbar die  Form  g)  für  das  neue  Wertesystem  (42)  der  Parameter 
reduziert.  So  fortfahrend,  d.  h.,  um  mit  Hermite  zu  sprechen,  durch 
stete  Reduktion  (reduction  continuelle)  der  Form  cp  für  alle 
mit  (27)  verträglichen  Wertesysteme  der  Parameter  erhält 
man  eine  Reihe  reduzierender  Substitutionen  S,  S',  S'\  .  .  .  und  durch 
sie  eine  Reihe  reduzierter  quadratischer  Formen  ^,  9,  ^;  .••;  denen 

eine  ebensolche  Reihe  mit  F  äquivalenter  Reduzierten  t\  F,F,  ... 
zugehört.  Die  Reihe  der  Substitutionen  ist  unbegrenzt.  Denn,  denkt 
man  sich  die  Parameter  aj.,/3^.,/3/  als  ganze  Funktionen  eines  einzigen 
Parameters  X  und  die  Veränderung  der  Parameter  speziell  dadurch 
bewirkt,  daß  X  alle  reellen  Werte  durchläuft,  so  werden  auch  die 
Koeffizienten  von  (p  ganze  Funktionen  von  A,  und  die  für  reduzierte 
Formen  erforderliche  Bedingung  (28),  in  welcher  die  linke  Seite  eine 
ganze  Funktion  von  X  wäre,  könnte  jedesmal  nur  in  einem  endlichen 
Intervalle  für  X  erfüllt  sein;  bei  unendlich  wachsendem  X  sind  also 
unbegrenzt  viele  Reduktionen  ei'forderlich. 

Dagegen  ist  die  Anzahl  verschiedener  Reduzierten  in  der  Klasse 
von  F,  wie  schon  bewiesen,  nur  endlich.  Nun  ist  zwar  jede  dieser 
Formen  F  auf  unendlich  viele  Arten  in  Linearfaktoren  zerlegbar; 
denn,  ist 

'  (.IV 

eine  Zerlegung,  so  kann  man  auch  setzen 

i-t  «=l 

wenn  man  die  Multiplikatoren  e.,  t].,  rj.'  als  irgendwelche,  der  Be- 
dingung ,  ,       , 

genügende  und  dabei  rj-y  7]f  als  konjugiert  imaginäre  Zahlen  wählt. 
Betrachtet  man  aber  alle  diese  Zerlegungen  als  nur  unwesentlich  ver- 
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schieden,  so  gibt  es  entsprecliencl  der  endlichen  Anzahl  der  Redu- 
zierten in  der  Klasse  von  F  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  wesent- 
lich verschiedener  Systeme  M-,  8^^  S-  von  Linearformen  derselben. 
Daraus  folgt,  daß  gewiß  zwei  der  genannten  Substitutionen  —  sie 
heißen  >Si,Ä2  —  zu  ebendemselben  dieser  letzteren  Systeme  hinführen 
müssen,  so  daß  die  Substitution  8-^  die  Paktoren  JR^-,  8-^  S.'  in 

die  Substitution  82  in 

verwandelt.  Demgemäß  wird  dann  die  zusammengesetzte  unimodu- 
lare  Substitution  T  =  8^  -  8^-'^  die  Faktoren  i?.,  8-,  5/  in 

^i^i7         ^Ä?         W^iJ 

WO 

E.  =  £.,  '  b'J-,     H.  =  rj.,  •  rTh     H.'  ==  ??'    ■  w."^ 

gesetzt  ist,  und  folglich  F  in  sich  selbst  verwandeln.    Die  Substi- 
tution T  bezeichnet  also  eine  Automorphie  von  F. 
Stellen  wir  sie  durch  die  Gleichungen 

(43)  X.  =  a,^y^  +  a.,jj.,  -[-•••  +  a,.^ij,^ 

(i^-1,  2,  ...,^) 

dar,  so  erhält  mau,  da  sie  R.  in  E-  •  i?,  verwandelt,  die  folgende  Be- 
Ziehung:  V      V  r      V 

welche  in  die  n  Beziehungen: 

n 

(j=l,  2,  ...,  n) 

zerfällt.  Sie  lehren  zunächst,  daß  E,.  eine  Zahl  des  Körpers  K(z)  sein 
muß.   Schreibt  man  sie  aber  in  der  Gestalt: 

ni(«n  -  E/)  +  ''•,ä«2i         +  •  •  ■  +  n-»««i        =  0 
n-i«!!        +nä(«23-Ei)H —  +  n-n««3        =0 

»'a«i«        +  n-2«3,.        +  •  •  •  +  n-,.(«««-  E.-)  =  0, 


398  Zwölftes  Kapitel.     Die  zerlegbaren  Formen 

SO  ergibt  sich  die  Determinante 

I         ^12;      ^22         ^iJ   •  •  • ;  ^w2       i A 

I        ^; 
I    • i 

!  «In;  %«;        -'^^nn-^i\ 

lind  demnach  ist  E^  Wurzel  einer  Gleichung  n^^"^  Grades  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten,  deren  höchster  gleich  (~  1)"  und  deren  letzter 
der  Modul  der  Substitution  (43)^  also  1  ist.  Dies  zeigt,  daß  E,. 
eine  Einheit  des  Körpers  K(^-)  ist,  die  Multiplikatoren 

Ej,  .  .  .,  E^,  Hl,  H/,  .  .  .,  H^,,  H/ 

also  konjugierteEinheiten  der  Körper  (20),  und  zwar  solche 
mit  positiver  Norm  sind. 

Somit  hat  die  stete  Reduktion  der" Form  cp  die  Existenz  einer 
Einheit  des  Körpers  K^s)  ergeben,  indem  sie  uns  tatsächlich 
eine  solche  Einheit  lieferte. 

8.  Man  kann  aber  leicht  einsehen,  daß  man  durch  sie  auch  sämtliche 
Einheiten  des  Körpers  mit  positiver  Norm  erhält.  Dies  beruht  auf 
folgendem  einfachen  Satze:  (vgl.  Kap.  3,  Nr.  12): 

Nimmt  die  Form  (21)  für  das  ganzzahlige  Wertesystem 
Ij,  §2?  •••;  ?w  ^®i'  Unbestimmten  einen  absolut  kleinsten 
Wert  an  und  sind  /',  '/;.,  $.,  s-  die  entsprechenden  Werte  von 
F^  i?.,  S.^  S-,  so  erhält  auch  die  Form 


-2{W^^- 


i^l  '  1=1      ^ 


für  dasselbeWertesystem  der  Unbestimmten  ihren  kleinsten 
W^ert.  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  würde  der  Minimalwert 
31  von  jp  kleiner  als  ^a  -{-  2v  =  n  sein,  und  da  das  Produkt  der  n  po- 
sitiven Bestandteile  von  ip  bekanntlich  absolut  genommen  nicht 
größer  sein  kann  als  die  n^^  Potenz  ihres  arithmetischen  Mittels,  so 
ergibt  sich  dann 


f-J7(t)-/i(i)'(l)"=?©"<(::)'='. 


d.  h. 


F'ß 

i^Kiri 


gegen  die  Voraussetzung,  nach  welcher  f  absolut  genommen  den  Mi- 
nimalwert von  F  bedeutet. 
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Verstellt  man  nun  im  besonderen  unter  F  die  Form 


(44)  F,=li  U„ 

1  =  1 

in  welcher  .,,  /-       ,       /■^       .  ,       r\ 

IJ.  =  cj^ihx^  +  (D^^'^X^  H +  (0^^'^X^ 

ist  —  die  wir  als  Hauptform  bezeichnen  wollen  — ^  d.  i.  für  jedes 
ganzzahlige  Wertsjstem  der  Unbestimmten  die  Norm  einer  ganzen 
algebraischen  Zahl  des  Körpers  K{^)j  so  ist  der  kleinste  absolute 
Wert  dieser  Form  gleich  eins  und  wird  erhalten^  wenn  der  allgemeine 
Faktor  des  Produkts  als  eine  Einheit 

des  Körpers  K(0^)  genommen  wird.  Dem  voraufgeschickten  Satze  zu- 
folge wird  also  das  Wertes jstem  ^t-  §2;  •  •  •  ?  §«  ^i^^  Minimaldarstellung 
für  die  der  Hauptform  (44)  entsprechende  quadratische  Form 


i=l 


:{z^J     '    --^  Eiti)     E(ß 


sein.  Dies  ist  aber  die  zu  F^  gehörige  Form  ^q,  wenn  ihren  Para- 
metern die  offenbar  mit  (27)  verträglichen  Werte 

^^^^  ""^^Bißj)^'  ^^^E(^^  ^^^'m 

erteilt  werden.  Läßt  man  also  die  Parameter  dieser  Form  cp^  alle 
mit  (27)  verträgliciien  Wertesysteme  stetig  durchlaufen  und  bestimmt 
jedesmal  die  Minimaldarstellungen  der  Form  cp^,  was  durch  die  Re- 
duktion der  Form  erreicht  werden  kann^  so  stößt  man  notwendig  auf 
jedes  einer  Einheit  entsprechende  Wertesystem  der  Unbestimmten,  da 
ja  die  veränderlichen  Parameter  dann  auch  das  Wertesystem  von  der 
Art  (45)  erhalten. 

Die  Form  -ip  kann  mehr  als  die  eine  Minimaldarstellung  zulassen. 
Jeder  von  ihnen  entspricht  aber  auch  eine  Einheit.  Denn  der  Mini- 
malwert von  rlj  war,  wie  bemerkt,  gleich  n]  aus  iIj  =  n  aber  folgt 

und  somit  |  i^^  |  ==  1,  da  NE(0.)  =  1  und  der  Wert  der  Form  Fq  nur 
ganzzahlig  ist.  Nun  nimmt  aber  bekanntlich  das  Produkt  der  n  po- 
sitiven Bestandteile  von  ip  nur  dann  seine  obere  Schranke  1  an,  wenn 
alle  Bestandteile  gleich,  also  hier  gleich  1  sind.  Daraus  folgen  die 
Gleichungen 


(.i^y=^  1    ..^ .  _^  ^  1 
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oder,  wenn  wieder  der  allgemeine  Faktor  von  F^,  der  eine  Einheit 
ist.  mit  C7j.  bezeiclinet  wird,  die  Bedingung,  daß  der  absolute  Betrag  von 

für  jede  Wurzel  z^  der  Gleichung  F(<2f)  =  0  gleich  1  sei.  Dieser  Quo- 
tient ist  aber  wieder  eine  Einheit.  Demnach  unterscheiden  sich  TJ^ 
und  E(^^.)  bekanntlich  nur  um  einen  Faktor,  der  eine  Einheits- 
wurzel  Q  ist:  ^^  _.   . 

Faßt  man  nun  alle  Einheiten  des  Körpers^  die  sich  nur  in  dieser 
Weise  voneinander  unterscheiden^  in  eine  Gruppe  zusammen,  so  liefern 
also  alle  Minimaldarstellungen  von  ip  eine  ganze  solche  Gruppe^  denn 
offenbar  liefern  auch  umgekehrt  die  aus  obiger  Formel  sich  ergeben- 
den Unbestimmten  der  Linearformen  U-  eine  Minimaldarstellung  von 
^,    Sooft  nämlich  die  Gleichung  F(^)  ==  0  eine  reelle  Wurzel  hat, 

kann  der  ihr  entsprechende  Wert  des  Quotienten  p-7~x;  weil  reell,  nur 

±  1  sein;  da  dann  für  eine  Wurzel  ^.  der  irreduktibeln  Gleichung 
F(^)  ==  0  die  Gleichung  ?7^  =  ±  EC-^J  stattfindet,  so  besteht  sie  für 
alle  ihre  Wurzeln,  und  aus  den  so  hervorgehenden  Gleichungen  er- 
sieht man,  daß  in  diesem  Falle  die  Form  ip  nur  zwei  einander  ent- 
gegengesetzte Minimaldarstellungen  besitzt,  denen  zwei  entgegenge- 
setzte Einheiten  entsprechen.  Hat  aber  F(^)  =  0  nur  imaginäre  Wur- 
zeln, so  fällt  die  erste  Summe  in  ip  aus,  und  es  entsprechen  in  der 
zweiten  den  konjugiert  imaginären  Faktoren  auch  konjugiert  ima- 
ginäre Einheitswurzeln  ^,  deren  Produkt  gleich  1  ist. 

9.  Die  Automorphien  einer  zerlegbaren  Form  sind  von 
zweierlei  Art.  Entweder  führt  eine  solche  durch  Formeln  von 
der  Art  (43)  einen  Faktor  U^  der  Form  in  den  entsprechenden  f\k- 
tor,  d.  i.  in  einen  Ausdruck  E^.  •  U-  über,  was  durch  die  Gleichungen 


^<^ii'^> 


kj  ~  ^i  '  ^ij 

ausgesprochen  wird.  Ihnen  zufolge  ist  E^.  eine  Zahl  des  Körpers  j5r(^J ; 
diese  Gleichungen  bedeuten  also  eine  rationale  Beziehung  für  die  Wurzel 
^.  der  irreduktiblen  Gleichung  F(^)  =  0  und  bestehen  daher  für  jede 
dieser  Wurzeln,  d.  h.  die  sämtlichen  Faktoren  U^  gehen  über  in 
Ej  •  üiy  wo  die  E^.  konjugierte  Zahlen,  und  zwar,  wie  in  Nr.  7  ge- 
zeigt, Einheiten  der  Körper  (20)  mit  positiver  Norm  sind.  Der- 
artige Automorphien  sollen  eigentliche  genannt   werden. 


Nr.  9.    Die  eigentlichen  Automorpliien  der  Hauptform  401 

Oder  aber  die  Automorphie  (43)  verwandelt  jeden  Faktor  11^  in 
einen  ihm  nicht  entsprechenden,  etwa  U^  in  s.  •  Üj^,^  was  sich  aus- 
spricht in  den  Gleichungen 


(47)  ^' «a  •  %• -- ^r  ^/.,P    Ä-  +  0' 

Hier  steht  dann  links  eine  ganze  rationale  Funktion  von  0-,  im  Faktor 
von  €.  rechts  eine  solche  von  ^j^^  die  beide  vom  Grade  n  ~  1  gedacht 
werden  dürfen;  die  n  Gleichungen  dienen  mithin  dazu,  die  Potenzen 
von  0j^_  durch  diejenigen  von  0.  auszudrücken,  und  ergeben  insbeson- 
dere 0j^_  selbst  als  eine  ganze  rationale  Funktion  von  0,.,  etwa 

Den  Formeln  (47)  zufolge  ist  s^  eine  rationale  Funktion  von  0.  und 
0^.,  jedenfalls  also  eine  Zahl  des  zur  Gleichung  F(^)  =  0  gehörigen 
Galois sehen,  d.  h.  aus  allen  ihren  Wurzeln  zusammengesetzten 
Zahlenkörpers.  Die  Funktion  il^  bleibt  für  jeden  Index  i  ==  1,  2,  ..  .^n 
die  gleiche.  Hiernach  kann  eine  Automorphie  der  zweiten  Art,  die 
uneigentlich  heißen  möge,  für  die  zerlegbare  Form  F  nur  statt- 
finden, wenn  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(0)  =  0  eine  transitive, 
d.  h.  jede  von  ihnen  durch  eine  von  ihr  verschiedene  ersetzende  Sub- 
stitution 


angebbar  ist,  bei  welcher  jedes  Element  0;,.  der  neuen  Anordnung  die 
gleiche  rationale  Funktion  des  entsprechenden  Elementes  0.  der  ur- 
sprünglichen Anordnung  und  einer  Zahl  s-  des  zur  Gleichung  gehörigen 
Galois  sehen  Körpers  ist;  diese  Zahlen  s^  erfüllen  zudem  die  Bedingung 


n 


s,  =  l. 

--1 

Wir  wollen  hier  weiter  nur  die  eigentlichen  Automor- 
phien  behandeln. 

Jeder  eigentlichen  Automorphie  einer  der  Gleichung 
F(^)  =  0  zugehörigen  zerlegbaren  Form  der  oben  bezeich- 
neten Art  entspricht,  wie  wir  sahen,  eine  Einheit  des  Kör- 
pers K(.e)  mit  positiver  Norm.  Dies  gilt  insbesondere  auch 
für  die  Hauptform 

n 
B  a  c  h  m  a  n  n ,  Zahlentheorie  IV  2  26 
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Hier  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte^  daß  jeder  solchen 
Einheit  E  eine  eigentliche  Äutomorphie  von  F^  zugehört. 
In  der  Tat  bestehen,  da  jede  der  Zahlen 


»."^  •  E, 


eine  ganze  Zahl  des  Körpers  K{z^  ist,  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  s^j^  welche  für  alle  Werte  des  Index  i 
die  gleichen  sind.  Macht  man  also  in  der  Hauptform  Fq  die  Substi- 
tution T:  ,  ,  . 

{11=1,2,  ...,n) 
so  verwandelt  sich  der  allgemeine  Faktor 


derselben  in 


h        k  k 


und  somit  ist  T  eine  der  Einheit  E  zugehörige  eigentliche  Äuto- 
morphie von  Fq.  Diese  Äutomorphie  ist  aber  auch  eindeutig  be- 
stimmt.   Denn  aus  den  eine  solche  charakterisierenden  Gleichungen 


2 


*>/'  •  %,■  =  E,  •  cop 


{i=\,2,...,n) 

bestimmen  sich  die  Größen  a^^  a^j,  .  .  .,  cc^jy  ^-  ^'  ^^^  Koeffizienten 
jeder  einzelnen  Kolonne  der  Substitution  und  somit  die  Substitution 
selbst  in  ganz  bestimmter  Weise. 

Nun  wollen  wir  voraussetzen,  daß  der  Körper  -E'(^)  keine 
einer  imaginären  Einheitswurzel  gleiche  Einheit  enthalte,  in  der 
Formel  (25)  mithin  der  Faktor  a^'  zu  unterdrücken  sei,  was  z.  B.  stets 
der  FaU  ist,  wenn  die  Gleichung  F(^)  =  0  wenigstens  eine  reelle 
Wurzel  hat.^)  Dann  gehört  dem  Zuvorgesagten  gemäß  zu  jeder  der 
fundamentalen  Einheiten  "r^^,  %,--',  V?.  P  ®^^®  g^^^  bestimmte  Äuto- 
morphie jT^,  Tg,  .  .  .,  T;  der  Form  Fq,  aus  deren  Zusammensetzung 


1)   Siebe   des  Yerf.  „Zahlentheorie",  Teil  5:   Allg.  Arithmetik  der  Zahlen- 
körper, S.  357. 
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eine  zur  Einheit 

(48  a)  £(/j  =  i?,(0/-%(^y--...%(^)*'- 

gehörige  Automorphie  T  —  weil  offenbar  die  eigentlichen  Automor- 
phien von  Fq  bei  der  Zusammensetzung  rertauschbar  sind  —  durch 
die  entsprechende  Formel 

(49  a)  T  ==  T/^ .  Tg^'^^  .  .  .  T/a 

erhalten  wird.  Die  Einheit  —  1  ist  nur  dann  eine  solche  mit  posi- 
tiver Norm,  wenn  n  gerade  ist,  und  dann  besteht  die  ihr  zugehörige 
Automorphie  einfach  darin,  daß  die  Unbestimmten  von  F^  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  genommen  werden;  somit  entspricht  danu 
der  Einheit 

(48  b)  a{^  =  ---ri,{zf^.ri,{sy^...y^,{^)h 

eine  Automorphie 

(49  b)  T  ^  -  T^'^ '  T^'^  ...  T^h^ 

die  aus  der  Automorphie  (49  a)  entsteht,  wenn  alle  Unbestimmten  in 
ihr  entgegengesetzt  genommen  werden.  Da  nun  auch  umgekehrt  jeder 
Automorphie  von  Fq  eine  Einheit  mit  positiver  Norm  entspricht,  die 
durch  eine  der  beiden  Formeln  (48  a),  (48  b)  bestimmt  werden  muß, 
und  dieser  Einheit  auch  nur  eine  einzige  Automorphie  zugehören 
kann,  so  muß  jede  Automorphie  von  Fq  durch  eine  der  beiden  For- 
meln (49a),  (49  b)  gegeben  werden.  Es  gibt  also  für  die  Haupt- 
form Fq  eine  Anzahl  X  fundamentaler  Automorphien  T^, 
Tgj..-?^;.?  aus  denen  jede  eigentliche  Automorphie  T  der- 
selben nach  der  Porniel 

T=±T/-r/^^ ...  T/^ 

zusammensetzbar  ist. 
10.  Ist  jetzt 

n  n 

i  =  l  Ä  =  l 

irgendeine  der  Gleichung  F(^)  =  0  zugehörige  zerlegbare  Form,  so 
daß  allgemein 

(^,  Ä=  1,  2,  ...,n) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  gesetzt  werden  kann,  so  geht  F  offen- 
bar aus  der  Hauptform  Fq  durch  die  Substitution  8: 

26* 


404  Zwölftes  Kapitel.     Die  zerlegbaren  Formen 


hervor,  deren  Inverse  S'  heiße.  Daraus  folgt  ersichtlich,  daß,  wenn 
T  jCeine  eigentliche  Aiitomorphie  von  F^  ist,  welcher  die  Einheit  E 
entspricht,  die  Form  F  durch  die  Substitution  S'  -  T  -  S  in  sich  selbst 
überö'ehen  muß,  indem  ihre  einzelnen  Linearfaktoren  U:  mit  E,- 
multipliziert  wiedererscheinen.  Aber  im  allgemeinen  ist  diese  Substi- 
tution keine  Automorphie;  nämlich  ihre  Koeffizienten  sind  nicht  ganz- 
zahlig, da  diejenigen  von  S'  es  nur  sind,  wenn  der  Modul  von  S 
gleich  4:  1,  d.  h.  die  Form  F  von  gleicher  Invariante  wie  die  Haupt- 
form ist.  Wenn  somit  nicht  jeder  eigentlichen  Automorphie  von  F^ 
auch  eine  solche  von  F  entspricht,  so  gilt  doch  das  Umgekehrte, 
denn  der  Einheit  E,  welche  einer  eigentlichen  Automorphie  T  von 
F  entspricht,  gehört  ja  auch,  wie  gezeigt,  eine  solche  T  von  F^  zu. 
Und  zudem  ist 

(50)  T  =  Ä'  •  T  .  S; 

denn  diese  zusammengesetzte  Substitution  führt,  ebenso  wie  T,  jeden 
Linearfaktor  TJ-  von  F  in  E.  •  ü^  über,  und  eine  derartige  Substitution 
ist,  wie  schon  bemerkt,  nur  eindeutig  bestimmt. 

Nun  kann  es  nicht  mehr  als  X  unabhängige  eigentliche  Automor- 
phien  von  F  geben,  d.  h.  wenn  T^,  T^,  .  .  . ,  T^^  mehr  als  l  solcher 
Automorphien  bedeuten,  so  gibt  es  ganze,  nicht  durchweg  verschwin- 
dende Exponenten  w^,  m^^  .  .  .,  m^  der  Art,  daß 

•1  "2       •  •  •     '^    ^        -^; 

nämlich  der  identischen  Substitution  gleich  ist.  In  der  Tat  gibt  es 
solche  Zahlen,  für  welche 

(51)  Tj'"-.  T^'^  .  .  .  T^'^^^l 

ist,  wo  die  T.  die  nach  der  Formel  (50)  den  T.  entsprechenden  Auto- 
morphien von  Fq  sind;  denn  derartige  Automorphien  gibt  es,  da  sie 
durch  /l  fundamentale  ausgedrückt  werden  können,  nicht  mehr  als  X 
unabhängige.    Aus  (51)  aber  folgt 

Es  läßt  sich  aber  weiter  zeigen,  daß  auch  nicht  durch  weniger  als 
X  Automorphien  T.  jedes  T  ausgedrückt  werden  kann,  daß  also  die 
Anzahl  der  fundamentalen  eigentlichen  Automorphien  von 
i^  ebenfalls  X  ist.    Um  dies  zu  erkennen,  nehme  man  die  Form  F 
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wieder  in  der  Gestalt  (21)  an  und  verfahre  bei  der  steten  Reduktion 
der  ilir  nach  (26)  zugeordneten  Form  (p  in  der  folgenden  besonderen 
Art.  Man  verstehe  unter  r^,  rg;  .  .  .,  r^,,  5^^?  ^2?  •  •  •?  ^V  irgendwelche 
reelle  Zahlen,  welche  die  Bedingung  erfüllen 

(52)  r,  +  .  . .  +  r^  +  25i  +  •  .  .  +  25,  ==  0, 

und  unter  K  eine  gegebene  Zahl^  unter  7nK  jedes  ihrer  Vielfachen. 
Werden  dann  die  Parameter  a.^  ß.  so  gewählt,  daß 

(i=l,2,...,^<i)     (i=^.l,2,...,i/) 

ist,  so  erfüllen  sie  die  Bedingung  (27).  Die  Substitutionen,  welche 
für  alle  diese,  den  verschiedenen  Vielfachen  von  K  entsprechenden 
Wertesysteme  der  Parameter  die  Form  (p  reduzieren,  werden,  wenn  K 
hinreichend  groß  und  damit  die  erwähnten  Werts jsteme  hinreichend 
voneinander  verschieden  gedacht  werden,  eine  unbegrenzte  Reihe  ver- 
schiedener Substitutionen  ausmachen,  denen  doch  wie  in  Nr.  7  nur 
eine  endliche  Anzahl  wesentlich  verschiedener  Linearformen  jR,^,  S*,., /S/ 
zugehört.  Demnach  müssen  unendlich  vielen  Vielfachen  mK  Substi- 
tutionen entsprechen,  weiche  dasselbe  System  von  Linearfaktoren  und 
damit  eine  eigentliche  Automorphie  T  der  Form  F  herbeiführen.  Es 
seien  m^Kj  rn^K  zwei  solche  Vielfachen  und  /S^,  S^  die  zugehörigen 
Substitutionen.  Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  von  Nr.  7 
entsprechen  den  Substitutionen  5^,  S^  die  beiden  reduzierten  Formen 


2 


e-.  •>. .  s«,  «>  +  2  2«"'  "■  ■  In  In  Sß' 


=    1  1=1 


H 


Da  in  ihnen  die  Koeffizienten  endlich  beschränkt  sind,  so  gilt  dies 
insbesondere  von  den  Koeffizienten  von  x^^,  d.  i.  von  den  Ausdrücken 


2 


^1 


g™,Av, .  ,2^  ^2^  +  2^6"«.  ^»<  •  ,y,.ii?;i  s,,s;. 


also  auch  von  ihren  einzelnen  positiven  Summanden;  und  da  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  Reduzierter  in  der  Klasse  von  F  gibt,  also 
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f.^y  ^n?  ^n  ^^^'  endlich  viele  verscliiedene  Werte  haben  können,  auch 
von  den  Werten 

die  auch  zugleich  eine  untere  Grenze  haben,   da  sie  durch  die  Glei- 
chungen ^^      ^ 


=1 

1 


i  = 1  i  =  l 

miteinander  verknüpft  sind.  Setzt  man  sie  daher  gleich  Ä.^ ,  Ä-nj  B.^^B.^ 
bzw.,  so  sind  die  Logarithmen  dieser  Werte  endlich  und 

log%i<2  =  -     '^iK^i  +  logJ?/i;    log>?/2V2  =  -     mg/ls.  +  logJS.s. 

Also  bestehen  für  die  der  Automorphie  T  zugehörige  Einheit  E  die 
Gleichungen 

I     log  E.  =  -  I  (m,  -  m,)Kr,  +  log  Ä.,  -  log  Ä,, 
^^'  ^         llogH.H/  =  -     K  -  m,)Ks,  +  logB,,  -  log  J5,,. 

Wäre  nun  diese  Automorphie  durch  weniger  als  X  fundamentale  Auto- 
morphien  T^,  Tg, . . . ,  T^  mit  den  zugehörigen  Einheiten  E^^E^^ . .  .^E^ 
ausdrückbar,  so  daß 

T  =  T  ^1  •  JJ'         T  ^o 

I  ' 1  '2        '    '    '     *  Q  ^^ 

also  auch 

E  =  E,'-^'E,'^-  ...  E^\> 

gesetzt  werden  kann,  so  erhielte  man  l  +  1  Gleichungen  für 
logE.     und     logH.H/, 

(i=l,2,  ...,iL.)     (.•=!,  2,  ...,..) 

aus  deren  X  ersten  die  ^  <  A  Größen  E^  eliminiert  werden  könnten, 
so  daß  sich  eine  Beziehung  ergäbe  von  der  Gestalt: 

.t<  »'— 1 

t~l  i  =  l 

mit  nicht  durchweg  verschwindenden  C^,  D.,  welche  mittels  der 
Gleichungen  (53)  in  die  folgende: 
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t  =  i  i  =  l  i  =  ]  ^       -  1''  4  =  1  2  i^ 

übergeht.    Da  nun  hierbei  K  beliebig  groß  gedacht  werden  kann^ 
so  erschlösse  man  durch  Grenzübergang  eine  Gleichung 


/<  V  —  1 

/==1  ?=1 


c,n-  +  2'As,  =  o, 


während  doch  die  r^.,  s^   in  ihr  beliebig  annehmbar   sind^    da   dann 
immer  noch  s^,  der  Gleichung  (52)  gemäß  bestimmt  werden  kann. 
Nachdem  so  die  obige  Behauptung  erwiesen  ist^  seien 

(54)  T„T„...,T, 

die  l  fundamentalen  Automorphien  für  -Fund 

(55)  E„E„...,E, 

die  zu  ihnen  gehörigen  Einheiten.  Jede  von  diesen  kann  durch  eine 
der  Formeln  (48  a)^  (48  b)  mittels  der  Fundamentaleinheiten  des 
Körpers  K(0)  ausgedrückt  werden  und  umgekehrt  jede  der  letzteren 
und  folglich  auch  jede  Einheit  E  des  Körpers  als  ein  Produkt  von 
Potenzen  der  ersteren  mit  rationalen  Exponenten^  und  somit  ist  für 
jede  Einheit  E  des  Körpers  eine  gewisse  ganze  Potenz  E^  in  der 
Gestalt  ^m  _  ß^k,  .  Ej.,  ^  ^  ^  ßjc- 

mit  ganzzahligen  Exponenten  darstellbar.  Ihr  gehört  also  die  eigent- 
liche Automorphie         T  =  T  ^i  .  T  '^^         T  h 

von  F  zu.  Ist  nun  Tq  die  der  Einheit  E  entsprechende  eigentliche 
Automorphie  von  Fq^  so  ist  Tq^'^  diejenige,  welche  E"*  entspricht,  die 
also  der  Automorphie  T  nach  der  Formel  (50)  zugeordnet  ist.  Man 
findet  daher  T  =  ^'  -  T  ^^'  •  S 

und  demnach  den  Satz: 

Entspricht  zwar  nicht  jeder  eigentlichen  Automor- 
phie der  Hauptform  F^  auch  eine  solche  der  Form  F^  so 
gibt  es  doch  immer  eine  gewisse  Potenz  der  ersteren,  der 
eine  solche  zugeordnet  ist.  — 
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Dreizehntes  Kapitel. 
Die  quadratischen  und  kubischen  Irrationellen. 

1.  Die  allgemeinen  Betrachtungen  des  vorigen  Kapitels  sollen 
jetzt  an  einfachen  Beispielen  noch  eingehender  erläutert  werden. 

Im  Falle  n  =  2  handelt  es  sich  um  die  binären  quadratischen 
Formen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 

(1)  F{x,y)=^  ax^ -{-2})xy  +  cif. 

"Wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  von  solchen  mit  positiver, 
nicht  quadratischer  Determinante 

(2)  D=-h^-ac, 
Derartige  Formen  sind  stets  zerlegbar  in  das  Produkt 

(3)  Fix,  y)^a{x  —  co^ij)  {x  —  w^y), 
worin 

(4)  ^^^ — :tj_^„^       ^^^ ^L__. 

konjugierte,  dem  quadratischen  Zahlenkörper  K\]/Dj  angehörige  re- 
elle Irrationellen  sind. 

War  nun  m  eine  reeUe  Irrationelle,  so  wurden  die  sukzessiven 
Minima  der  quadratischen  Form 

(5)  f{x,y)  =  (x- (oyf  +  X'^y'- 

bei  stetig  abnehmendem  Parameter  X  (s.  Kap.  2,  Nr.  14)  erhalten, 
wenn  x,  y  den  Zählern  und  Nennern  der  aufeinanderfolgenden 
Näherungsbrüche  des  gewöhnlichen  Kettenbraches  für  m  gleichge- 
setzt wurden.     Bei  Reduktion  der  Form  für  irgendeinen   Wert  des 

llh  ^\  . 
Parameters    X    mittels    einer    unimodularen   Substitution  1  ist 

aber  der  erste  Koeffizient 

{p  —  coqy  +  X^q^ 
der  neuen  Form  der  diesem  X  entsprechende  kleinste  Wert  der  Form 
f{x,  y),  und  folglich  —   einer   jener  Näherungsbrüche.     Nun    seien 
.  .  Xq,X,X\,..  die  Werte  des  Parameters,  denen  die  aufeinander- 
folgenden   Minima    der    Form    f\x,  y)    entsprechen   und    .  .  .  — , 

— ,      ,,  ...  die  zugehörigen  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüche. 

Jene  Parameterwerte  sind  dann  auch  diejenigen,  für  welche  jedes- 
mal eine  neue  Reduktion  der   Form  f{x,  y)  erforderlich  wird.     So 
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entsteht  eine  unbegrenzte  Reihe  unimodularer  Substitutionen  .. .  Sq^ 
Sj  S',  .  .  .,  welche  jenen  Parametern  entsprechen,  und  es  seien 

S   =  \  mit  ps    —  qr    =  1 

(p'y  r'\ 
S  =  1    ,     ,     mit  ps  —  qr  ==  1 

die  zu  A,  X'  gehörigen  beiden.  Jede  von  ihnen  ist  eindeutig  be- 
stimmt. Denn  durch  l  sind  zunächst  j^?,  q  festgelegt;  ist  aber  r,  s  ein 
zulässiges  Wertesystem,  so  könnte  jedes  andere  nur  von  der  Form 
r-\-hpy  s  +  hq  sein,  wo  h  ganzzahlig  ist-,  wenn  nun  die  Form  f(Xy  y) 

(Pf  *"\        .  . 

durch  I         I  in  eine  reduzierte  Form  (^,  JS,  (J)  übergeht,  in  welcher  also 

A  .  .  .      .      /P?  ^  +  ^^P\ 

B  zwischen  -f  -tt  liesjt,  so  geht  sie  durch  die  Substitution  .   ,     ) 

-   2       ^  ^      ^  \q,  s  +  hql 

in  eine  Form  (J.,  B\,  C)  über,  in  weicher  jB'  ==  JB  +  hA,  also  nicht 

A.  .  ,  ,  . 

mehr  zwischen  +  —  enthalten  ist,  die  folglich  nicht  mehr  reduziert 

wäre.  Dies  vorausbemerkt  bestehen  nun,  unter  s  die  mit  passen- 
dem Vorzeichen  genommene  Einheit  verstanden,  die  Beziehungen 

pq  -pq  =  c,       p^q  ~pq^==-  e. 

Daraus  erkennt  man  leicht,  daß 

(6)  r  =  sp\       s  =  £q 

sein  muß.  Der  Parameterwert  A'  ist  nämlich  dadurch  bestimmt,  daß  bis 
zu  A  ^  A'  hin  (p  —  coqY  +  X^q^y  von  /l  =  A'  an  aber  (q'  —  coqy  +  X^q'^ 
das  Minimum  der  Form  f(x,  y)  ist;  für  X  ==^A'  besteht  mithin  die 
Gleichung 

{p  —  coq)'  +  X'^q^  ==  {p  —  mq)^  +  X'^q^, 

und  für  jedes  ganzzahlige  System  Xy  y  ist 

{x  -  myy  +  l'hß  5  (/  -  mif  +  A'^3'^ 

insbesondere  also,  unter  8  die  positive  oder  negative  Einheit  ver- 
standen, j-^-^  _  j/  _  cj  {8g  -  <i)f  +  7!^  ißq  -  qf 

(P-  «2)'  +  ^''ä'  ^  2d  ({p -  coq)  (/  -  mq')  +  X'^qq')  . 

Wenn  also  die  Gleichungen  (6)  gelten,  ist  in  der  aus  f(x,  y)  durch 
die    Substitution   S    entstehenden  Form   {A,  B,   G)  noch  für  den 


Sq 
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Grenzwert  A  =  A'  des  Parameters  Ä  der  Minimalwert  und 

2\B\^A, 
die  Form  also  noch  reduziert:  die  Substitution 

fp,  ep 

S  == 

\q,   sq 

ist  daher  bis   zu   2  ==  )J  hin  die   eindeutig  bestimmte  reduzierende 
Substitution.    Desgleichen 

für  das  Intervall  bis  a  =  A  hin. 

Seien  die  entsprechenden  reduzierten  Formen  /jj,  f.    Dann   erhält 
man  offenbar  /'  aus  /"q  durch  die  zusammengesetzte  Substitution 

^9.^    ^P  \      (P,  ^P\  __(     ^^     ^  \ 

Qqj    Pol     W;fW"\-^.    ^{pW  -P%V' 

Nun  ist  /  ,  r  . 

P  =9P  +Poj     g.  -  f/Q  +  qoy 

wo  g  eine  positive  ganze  Zahl,  nämlich  der  dem  Näherungsbruche 

—   entsprechende    Teilnenner   des    Kettenbruchs   für  g)  ist.     Daher 

nimmt  die  Substitution,  welche  /Jj  in  /*  verwandelt^  die  Gestalt  an 

So  ergibt  sich  also  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Substitutionen 


C?) 


in  welcher  die  g-  die  aufeinanderfolgenden  Teilnenner  des  Ketten- 
bruchs für  CO  sind  und  durch  welche  die  bei  der  steten  Reduktion 
der  Form  f(x,  y)  auftretenden  aufeinanderfolgenden  Reduzierten  jede 
in  die  nächstfolgende  übergehen.  Demnach  ist  eine  etwaige  Periodi- 
zität des  Kettenbruchs  mit  einer  Periodizität  in  der  Reihe  jener  Sub- 
stitutionen T^  identisch.  Dies  stimmt  vollkommen  mit  den  Betrach- 
tungen in  Kap,  2,  Nr.  9  und  11,  die  in  der  Tat  auch  nur  in  der  Auf- 
fassung von  den  hier  entwickelten  verschieden  sind.  Man  schließt 
nun  aus  den  Ergebnissen  der  letzteren^  daß  dasbekannteKriterium 
für  quadratische  Irr ation eilen  jetzt  auch  folgendermaßen  gefaßt 
werden  kann : 
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Damit  eine  reelle  Irrationelle  cd  Wurzel  einer  quadra- 
tischen Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Reihe  der  Substitu- 
tionen, welche  die  bei  steter  Reduktion  der  Form 

(x  —  GoyY  +  X^Hf 

für  alle  Werte  des  Parameters  k  auftretenden  aufeinander- 
folgenden Reduzierten  jede  in  die  nächstfolgende  über- 
führen, periodisch  sei. 

2.  Wir  stellen  nun  der  Form  F{x,  y),  wie  im  vorigen  Kapitel,  die 
positive  quadratische  Form 

(8)  (p  {x,  tf)=={x~-  m.i/f  +  P  {x  -  cj^t/y 

an  die  Seite  und  reduzieren  die  letztere  für  alle  unendlich  abneh- 
menden Werte  des  Parameters  X.  Greschieht  dies  für  einen  Wert  von 
X  durch  die  unimodulare  Substitution 

X  =  ax'  -f  ßy'j     y  ==  7'x'  +  Sy, 

so  geht  (p  ix,  y)  —  vgl.  Kap.  3,  Nr.  1  —  über  in 

(9)  Jl^ {x\  tj)  =  {a-  ycD^Y  •  qp'(^^',  ?/), 

""^  cp\x\  /)  =  (x  -  m.Yf  +  X\x  -  00,  yj 

(10)  r^_g£^)'.A^ 
und  £ö/,  C5/  durch  die  Beziehungen 

oder 

(11)  «;  =  _  L=i-x       ^;  _  _  t:zlfi 

bestimmt  sind.  Gleichzeitig  verwandelt  sich  die  Form  F{x,  y)  in 
die  äquivalente  Form 

(12)  F\x\  tf)  -  a(x  -  o,'y)  (x  -  m^'y), 
in  welcher 

(13)  a'  =  a(a  —  co^ y)  [oc  —  co^y) ^ 

und  deren  zugeordnete  positive  quadratische  Form  q)\Xy  y)  ist.  Die 
Determinante  der  einander  äquivalenten  Formen  (p,  ip  ist 

(o,  +  Pco.y  -  (1  +  A^)  («1^  +  iw)  =  -  ^'(«1  -  «»)'  =  ^=^~  ■ 

Da  nun  ip  reduziert  ist,  was  wir  im  Lag  ran  gesehen  Sinne  denken 
wollen,  so  bestehen,  wenn  f  ==  (A,  B,  G)  gesetzt  wird,  die  Ungleich- 
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heiten 

4  DX^ 
und  wegen  ÄC  =  B^  +  — -.-  die  weitere 


^c<  '«^^' 


Andererseits  ist 


woraus 


3  6*2     • 

0  =  iß  ~  co.dy  +  x\ß  -  w,dy, 


also 

(14)  \a\^\a\'(a~(x)^y)  {a  —  co^y)  <  |/' 

ferner 

also 

d.  i. 


3"^ 


und  ebeDSo 


X\a  -  (D,^yy  <Ä,     (^  ~  co.dy  <  c, 
\X(a~m^y)  (ß-  co^ Ö)  \  <  ]/IC, 

|a(c^~CÖ2>^)(/3-03id)|<4]/^ 

|a(«-  G^ir)  (/5- 092^)1  <  4  ]/~ 


hervorgeht.    Den   Gleichungen  (11)  zufolge   sind   die   letzten    zwei 
Ungleichheiten  nichts  anderes  als  diese: 


F'{x',  y',)  =  a'x'^  +  2h'x'y'  +  c'y'^, 


'D 
Setzt  man  also 


^^^^^^  ,     -h'  +  y'B  ,     _2>'-|/^ 


^2 


SO  liegen  die  Ausdrücke  —  V  ±  VD,  während  a\  h\  c  ganze  Zahlen 
bedeuten^    für  jeden    Wert    von    l    zwischen    ±41/"-;     zufolge 

dieses  Um  Standes  und  der  Ungleichheit  (14)  können  daher  a,  V,  also 
auch  (x)^\  co^'  nur  endlich  viele  verschiedene  Werte  haben.  Reduziert 
man  daher  cp  für  alle  Werte  von  A,  so  wird  man,  da  ifj  nur  in  einem 
endlichen  Intervalle  für  A  oder  X'  reduziert  bleiben  kann,  für  zwei 
hinreichend  verschiedene  Werte  A^.,  2^  des  Parameters  auf  zwei  redu- 
zierte Formen  von  der  Gestalt 

A{x,  y)  =  («,  -  Y,m,y  .  [{X  -  il.yf  +  k,'  {x  -  Sl^yf] 

t,{x,  y)  =  («,  -  nm,f  .  [(X  -  H^yf  +  A,^  (x  -  £l,yy] 
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mit  gleichen  Wurzeln  P^^,  Pj^  stoßen  müssen^  in  denen  X.j  X^^  durch 
die  Formeln 

\  ^i  —  Yi  «1  /        '      ''       V«/,  —  n  ^1  / 
mit  A^^  also  durch  die  Formel  A;/  =  Ä;^  •  A/^  worin 

/^  ^   fa  —  n^^s)   K-  — /e^i) 

gesetzt  ist^  miteinander  verbunden  sind.  Bestimmen  dabei  die  Un- 
gleichheiten ^  >  A.  >  V  das  Intervall  des  Parameters  A,  für  welches 
tp.  reduziert  bleibt,  so  bestimmen  diese  anderen:  Ic^  >  A;^  >  hv  das- 
jenige, in  welchem  ijj^^  es  bleibt.  Man  darf  annehmen,  daß  &  <  1  sei. 
Wenn  nun  A.  bei  Abnahme  des  Parameters  kleiner  als  v  und  somit 
eine  neue  Reduktion  erforderlich  wird,  so  wird  die  Substitution,  wel- 
che dies  für  ip.  leistet,  wegen  der  Übereinstimmung  ihrer  Wurzeln 
üj,  'Sl^  niit  denen  von  il^j^  für  ^//^^  offenbar  dasselbe  bewirken,  und  da 
eben  wegen  dieser  Übereinstimmung  die  neuen  ZAvei  Formen  in  der- 
selben Beziehung  zueinander  stehen  werden  wie  ij;.  zu  ^jj^^  so  erhält 
man  von  ip.  aus  die  gleiche  Reihe  reduzierender  Substitutionen  wie 
von  iIjj^  aus,  und  da  notwendig  in  der  ersteren  Reihe  sich  eine  be- 
findet, welche  zur  Form  il^j^  führt,  so  besteht  von  ip.  an  die  Reihe  der 
reduzierenden  Substitutionen  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  sich 
periodisch  wiederholenden  Substitutionen.  So  findet  man  den  Satz: 
Sind  (Dj,  (Dg  di  e  Wurzeln  der  ganzzahligen  quadratischen 

mit  positiver  Determinante  oder,  was  dasselbe  sagt,  zwei 
konjugierte  reelle  quadratische  Irrationellen,  so  ist  die 
Reihe  der  Substitutionen,  welche  die  bei  steter  Reduktion 
der  Form  ^^^^  y)  ^  (x  -  a>,yy  +  k' (x  -  a>,yf 

auftretenden  Reduzierten  der  Reihe  nach  ineinander  über- 
führen, periodisch. 

Man  kann  dies  anders  ausdrücken.  Nennt  man  die  Größen  ca^,  cö^ 
den  Stamm  von  (59  und  zwei  Formen,  die  sich  nur  durch  den  Wert 
des  Parameters  sowie  etwa  durch  einen  positiven  konstanten  Faktor, 
der  ja  bei  der  Reduktion  gleichgültig  ist,  voneinander  unterscheiden, 
Formen  gleichen  Stammes,  so  ist  gezeigt,  daß  unter  den  bei 
steter  Reduktion  von  ^)  auftretenden  Reduzierten  sich  zwei  For- 
men jp.y  jpj^  gleichen  Stammes  befinden  müssen;  die  nächsten  aus 
ihnen  durch  dieselbe  Substitution  entstehenden  Reduzierten  sind 
dann  ofienbar  wieder  gleichen  Stammes  usw.  Da  man  nun  auf 
solche  Weise  von  ip,.  aus  schließlich  zu  ^'^  gelangt,   so  findet  man: 
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Wenn  co^^  Og  zwei  konjugierte  reelle  quadratische  Irra- 
tionellen sind,  so  bestellt  die  Reihe  der  bei  steter  Reduk- 
tion der  Form  q)  auftretenden  Reduzierten  aus  einer  un- 
endlich oft  wiederholten  Periode  von  Formen,  deren  ent- 
sprechende Glieder  Formen  gleichen  reellen  Stammes  sind. 
Dieser  Satz  läßt  sich  umkehren  und  bezeichnet  demnach 
einen  aritlimetischen  Charakter  jedes  konjugierten  Paares  re- 
eller quadratischer  Irrationellen.  Denn,  ist  die  Reihe  jener 
Reduzierten  in  dem  bezeichneten  Sinne  periodisch,  so  treten  in  ihr 

f^y     ß 
zwei  Formen  z/;^.,  iIj^  gleichen  Stammes  Sl^^  ^2  ^^f?  ^^^  ist  I 

die  Substitution,  welche  tjj.  in  ipj^  überführt,  so  bestehen  die  beiden 
Beziehungen  ^        gSl.  +  ß  __  aSl,  +  ß 

denen  zufolge  Sl^j  Sl^  die  beiden  Wurzeln  einer  quadratischen  Glei- 
chung mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sind.  Da  aber  gj^,  cög  mit  ihnen 
bzw.  äquivalent  sind,  so  müssen  auch  co^,  cog  solche  Wurzeln,  d.  h. 
zwei  konjugierte  reelle  quadratische  Irrationellen  sein.  — 

3.  Der  nächste  Wert  n  =  5  führt  zu  den  kubischen  zerlegbaren 
Formen  mit  drei  Unbestimmten.    Sei 

(15)  F  (u)  =  0 

eine  irreduktible  Gleichung  dritten  Grades  in  u  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  und  mit  den  Wurzeln  co^,  cög^  c^o.  Wir  betrachten  dann 
die  Form 

(16)  F(x,y,0)  =  f(<D,)^f{co2)'f(co,\ 

{i  =  1,  2,  3) 

gedacht  ist.  Sie  bezeichnet,  wenn  die  Unbestimmten  ganzzahlig  ge- 
wählt werden,  die  Norm  einer  komplexen  ganzen  Zahl  des  Körpers 
K(ti).  Die  Reduktion  solcher  Formen  auf  Grund  der  Her  mit  eschen 
Methode  (s.  Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  40,  S.  286/9)  ist  von  Leon 
Charve  in  einer  großen  Arbeit  (Theses  pres.  ä  la  fac.  des  Sc.  de 
Paris,  1880)  sehr  eingehend  behandelt.  Darin  hat  er  sich  auf  eine 
Art  der  Reduktion  ternärer  quadratischer  Formen  gestützt,  welche 
von  Selling  (dasselbe  Journ.,  Bd.  77,  S.  143)  angegeben  und  von  der 
im  Kap.  6  eingeführten  wesentlich  verschieden  ist.  Da  wir  ihrer  auch 
an  späterer  Stelle  bedürfen  werden,  müssen  wir  zunächst  hier  ihre 
hauptsächlichsten  Gesichtspunkte  klarlegen. 
Ist 

(17)  f(x,  y,  0)  =  ax"  -f  ly'"  +  c^^  -f-  ^gyz  +  2A^^  +  ^^xy 
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eine  positive  ternäre   quadratische  Form^  so  führe  man  durch,  die 
Gleichungen  ^  +  ;,  +  ^^jr_0,      6  +  yk+^  +  m  =  0 
c  +  g  +  h  +  n  ==-  Of      d-\-l+m+n=0^ 
aus  denen  sich 

d  =  a  +  h  +  c  +  2g  +  2h  +  2k  =  f{l ,  1,  1) 
ergibt,  vier  neue  Größen  l^  m^  n,  d  ein.    Setzt  man  dann 

(18)  f(x^y^,^t)^ 

-g(y-0y-h{0-xY-k(x-yy--l(x--ty~-w.(y-ty--n(0-ty, 
so  findet  man  sogleich 

(19)  f(x,  y,  z,  t)-^f{x-%y-i,z-  t), 
insbesondere  also 

(19  a)  f(^^jy,^,O)=f{x,y,0), 

Zu  kurzer  Bezeichnung  werde  die  quaternäre  Form  f  die  Variierte 
von  f  genannt.  Werden  die  Unbestimmten  x,  y,  z,  t  ganzzahlig  ge- 
dacht, so  stellen  beide  Formen  dieselbe  Gesamtheit  von  Zahlen  dar; 
denn  einerseits  entsprechen  den  ganzen  Zahlen  x,  y,  ^,  t  auch  ganze 
Zahlen  i,  =  x  —  t,  rj  =  y  —  t^  ^  =  z  —  t,  andererseits  aber  ganzen 
Zahlen  ^,  rj^  ^  nach  willkürlicher  Annahme  einer  ganzen  Zahl  t 
auch  ganze  Zahlen  x^  y,  z,  t  durch  die  Gleichungen  i,=^  x  —  t, 
ri  =  y  —  t,  ^  =  z  ~  tf  und  somit  folgt  die  Behauptung  aus  der  Be- 
ziehung (19)  zwischen  den  beiden  Formen. 

Nun  gehe  f  durch  die  unimodulare  Substitution 

j  x==aX+aY+a''Z 

(20)  y=^ßX  +  ß'Y+rZ 
[  s='yX-\-y'Y-\-  y"Z 

in  die  äquivalente  Form  g  (X,  Y,  Z)  über,  und  es  sei  g  (X,  Y,  Z,  T) 
die  aus  g  ebenso  wie  f  aus  f  gebildete  Form.  Dann  verwandelt  sich 
f  wegen  (19)  durch  die  Substitution 

x-t=a{X-T)  +  cc'{Y-  T)  +  a"{Z  -  T) 

y-t  =  ß(X-T)  +  ß'{Y-  T)  +  f{Z-T) 

z-t^y{X-T)  +  y{Y-  T)  +  y'{Z-  T) 

i^  g{X-T,Y-T,Z-T)  =  g{X,Y,Z,T), 

und  f  durch  die  Substitution 

ic  =  a(Z  -  T)  +  a{Y-  T)  +  ci."{Z -  T) 

y  =  ß{X~T)  +  ß\Y-  T)  +  ß\Z-  T) 

B  =  y{X-T)  +  y\Y-  T)  +  y\Z-T), 
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endlich  also  f  {x,  y,  z,  t)  durch  die  Substitution 

x  =  a{X~T)  +  tt\Y--  T)  +  a"{Z-  T) 
y^ßiX-  T)  +  ß'{Y-  T)  +  ß"{Z  -  T) 
z^y{X~T)  +  y\  Y  -  T)  ^  y"{Z  -  T) 


(21) 


in  dieselbe  Form  g  [X,  Y^  Z,  T).    Die  letzte  Substitution  läßt  sich 
folecenclermaßen  schreiben: 


(21a) 

wenn  man  u"\  ß' 

(21b) 


x^  aX  +  aY  +  cc'Z  +  a''T 
y  =  ßX  +  ß'Y+fZ+rT 

t  =  0, 
,  y''  durch  die  drei  Gleichungen 

a  -f-  a  -r  ci    -\-  a     =U 
ß  +  ß'+ß"  +  ß"'^0 

r  +  r  +  r  +r  =o 


bestimmt.  Da  aber  in  f  nur  die  Differenzen  x  —  t,  y  —  t,  z  —  t  auf- 
treten, kann  man  die  Substitution  (21a)  auch  durch  die  folgende 
ersetzen:  x  =  a,X -^  a^Y  +  a,Z  +  a,T 

y^ß,X  +  ß,Y  +  ß,Z+ß,T 

z^y,X  +  r,Y+y,Z+y,T 
{  t=d,X+d,Y+d,Z+d,T, 


(21c) 


in  welcher  dg,  dj,  d^,  d^  beliebige  ganze  Zahlen  und 

u.  =  «('•>  +  d,,    ß,  ^  ßV)  +  ä„     y,.  =  y(')  +  d. 

(i=l,2,  3) 
ZU  setzen  sind. 

4.  Dies  vorausgeschickt,  definieren  wir  nun  nach  Selling 
die  Form  f  als  eine  Reduzierte,  wenn  in  ihrer  Variierten 
f  sämtliche  Koeffizienten  g^  h,  ft,  l,  m^  n  negativ  oder  Null 
sind.  Es  ist  dann  zu  zeigen,  daß  in  jeder  Klasse  äquivalen- 
ter Formen  f  wenigstens  eine  Reduzierte  zu  finden  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bemerken  wir  zunächst  die  aus  den  Grleichungeu, 
durch  welche  Z,  m,  7z,  d  bestimmt  wurden,  folgende  Beziehung 

/17.7.7,  I      \         a  4- h  4-  c  4-  d 
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Es  sei  nun f  keine  Reduzierte,  also  mindestens  ein  Koeffizient  in  f  po- 
sitiv; da  es  offenbar  gleich  ist,  von  welchem  wir  dies  voraussetzen^ 
so  sei  etwa  ^  >  0.    Dann  führt  die  unimodulare  Substitution 

x=^  —  X  -\-  t'j    y  =  —  y  +  ff    ^  =  —  X  +  /,    i  =  0 
die  Form  /'  in  die  folgende  äquivalente: 

f  =  -g(x'  ~y-/  +  tj  -  Ä  (/  -  ty  -l{x  ~  yj 
-l{x  -  ty  -  m  {y  -  ty  -  n  {ß'  -  xy , 
d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Identität 

{x  -y'  -B  +  ty  =--{y~  ^y  +  (/  -  xy  +  (/  -  yy 
-  {x'  -  ty  +  {y  -  ty  +  (/  -  ty 

in  die  Form 

f'^g  {i/  -  /f  -iff  +  n)  (/  -  xj  -(ß  +  h)  {X  -  y'f 

+  ((/  -  0  {x  -  ty  -  (5f  +  m)  {y'  -  ty  ~{g  +  h)  (/  -  ty 

über.  In  dieser  Form  ist  die  der  Summe  s  analoge  Summe  s'  aUer 
Koeffizienten  e'  —  o  __  r/ 

also  verringert.  Wären  nun  in  f '  noch  nicht  aUe  Koeffizienten  nega- 
tiv oder  NuU,  so  könnte  man  daraus  eine  neue  Form  f "  herleiten^ 
in  welcher  die  analoge  Summe  s"  wieder  kleiner  wäre,  usv/.  Man 
erhielte  so  eine  Reihe  von  Formen  f^  f\  f"^  . . .,  die  nicht  unbegrenzt 
sein  kann.  Denn,  heißt  ^(X,  Y,  Z,  T)  irgendeine  der  Formen,  sind 
Aj  B,  G,  D,  G,  Hj  K,  i,  Jf,  N  die  a,  h,  c,  d^  g,  h,  h,  Z,  m^  n  ent- 
sprechenden Koeffizienten  und  ist  (21a)  die  zusammengesetzte  Sub- 
stitution, durch  welche  man  unmittelbar  von  f  zu  g  übergeht,  so 
wäre  nach  Voraussetzung 

__  ( G  +  jj  4-  X  +  L  +  it?  +  i^)  =-  ^+-^f-^^^  <  s 

Da  diese  Koeffizienten  positive,  durch  die  vorige  Ungleichung  be- 
schränkte Werte  sind,  so  ist  bekanntlich  auch  die  Anzahl  der  sie  durch 
/  darstellenden  Zahlen  a,  ß,  y]  ci\  ß',  y']  .  .  .  eine  beschränkte  und 
somit  auch  die  Anzahl  der  zulässigen  Substitutionen  (21a)  sowie 
der  durch  sie  entstehenden  Formen,  d.  i.  die  gedachte  Formenreihe 
nur  endlich.  Man  kommt  sonach  notwendig  auf  eine  Form  g^  deren 
sämtliche  Koeffizienten  negativ  oder  Null  sind,  d.  h.  auf  eine  redu- 
zierte Form  g  in  der  Klasse  von  f. 

B  a c  h  m  a  n n ,  Z&hlentheorie  IV  2  27 
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Es  ist  von  Bedeutung,  daß  in  jeder  Klasse  von  Formen  nur 
eine  solche  Reduzierte  vorhanden  ist^),  und  man  findet  dafür 
bei  Charve  (S.  14 — 18)  den  Beweis;  doch  bedürfen  wir  dieses 
Satzes  hier  für  unsere  Zwecke  nicht  weiter.  Indem  wir  also  nur 
auf  jenen  Beweis  hindeuten,  bemerken  wir  noch,  daß  dort  auch  eine 
neue  Begründung  für  den  zuerst  von  Gauss  bestätigten  Satz  yöu 
Seeber  (s.  Kap.  6,  Nr.  9)  zu  finden  ist. 

5.  Nunmehr  müssen  wir  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle  unterscheiden  und  getrennt  behandeln.  Entweder  hat 
die  irreduktible  Gleichung  (15)  nur  eine  reelle  Wurzel  co^  und 
zwei  konjugiert  imaginäre  Wurzeln  co^^  cög,  oder  alle  ihre  drei 
Wurzeln  sind  reell.  Wir  wollen  drei  Größen  oj^,  cö^,  «3,  von 
denen  keine  einer  Gleichung  ersten  oder  zweiten  Grades  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  Genüge  leistet,  kurz  ein  Tripel  nicht  qua- 
dratischer Ir rationellen  nennen.  Sind  sie  zugleich  Wurzeln 
einer  gemeinsamen  kubischen  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten, 
so  heiße  das  Tripel  ein  kubisches,  und  zwar  der  ersten  oder  der 
zweiten  Art,  je  nachdem  nur  eine  der  drei  Größen  oder  alle  drei 
reell  sind. 

Wir  behandeln  jetzt  zunächst  den  ersten  Fall  der  Glei- 
chung (15),  setzen  also  co^^  cog,  co^  als  ein  kubisches  Tripel  erster 
Art  und  etwa  cd^  als  reell  voraus.  Der  kubischen  Form  F(x^  y,  z) 
stellen  wir  die  ternäre  positive  quadratische  Form 

^    •  9^  (ä^  V,  ^)  -  f'M'  +  ^'  •  /"(cog)  fico,), 

(23)  (f  (x,  y,  z) 

-=  {x  -h  (o^y+to^^zf  +  l^{x  +  a)^y  +  co^^z)  ix-\- m.^y-\~(o^h) 

an  die  Seite  und  bewirken  in  der  von  Hermite  angegebenen  Weise 
die  Reduktion  von  F{x,  y,  s)  durch  die  stete  Reduktion  von  cp  für 
alle  Werte  des  reellen  Parameters  X.  Wir  wollen  dabei  die  Reduk- 
tion der  quadratischen  Form  in  dem  früheren  Seeb ersehen  Sinne 
verstehen.  Ist  dann  cp  für  einen  bestimmten  Wert  des  Parameters  A 
nicht  reduziert  und  demnach  F{x,  y,  s)  nicht  selbst  schon  eine  Re- 
duzierte ihrer  Klasse,  so  sei 
X  ==ax  +  ay  +  a'z\     y  =  ßx  -\-  ß'y  -f  ß^'z,     z^yx  +  yy  +  y'z 

eine  unimodulare  Substitution,  durch  welche  q)  reduziei*t  wird.    Die 
so  aus  (p  hervorgehende  reduzierte  Form  ist 

(24)  1^^  (.<  y%  z')  =  (P((o,)rr'  +  P'((Di)/  +  'P'\m^)zJ 

-4-  A2(P((D2)^'  +  PH)y'  +  ^"(0^2)0 •  (P(o3)^'+  'P\^^)y  +  ^'\^%)^')\ 

1)  Hierbei  werden  zwei  Yariierte,  welche  sich  nur  durch  eine  verschiedene 
Anordnung  ihrer  Koeffizienten  unterscheiden,  als  identisch  angesehen. 
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(*=1,  2,  3) 

gedacht  ist.    Wir  setzen  ferner 

r  St    =  P   («J^  +  A^  •  P    (m,)  P    («3) 

(26)  Sr  =  P'  (cDi)«  +  A^ .  P'  ((02)  P'  («3) 

i   r  =  P"((a,)^+A^-P"(«,)P"(ra,,); 

diese  positiven  Größen  sind  die  Hauptkoeffizienten,  d.  li,  die  Koeffi- 
zienten von  x^,  y^y  /^  in  der  reduzierten  Form  ^.  Demnach  ist  31 
der  kleinste  von  ihnen,  und  nach  dem  Seeb  er  sehen  Satze  ist 

wenn  A  die  Determinante  der  äquivalenten  Formen  (p^  ijj  ist*  diese 
aber  findet  man  gleich 

wenn  D  die  Diskriminante  der  kubischen  Gleichung  bedeutet.  x\lso  ist 

(27)  nWW'<^^f, 

folglich  n<V^'^ 

Setzt  man 

I   P    K)  .  P(a,,)  ■  P(a>3)  =  ^ 

(28)  P' (oj,)  ■  P(«,)  •  P(«3)  =  D, 

I  P"(«i)-P(«2)-P(o^s)  =  5Ru 

so  sind  5ß,  O^,  9t,  von  Null  verschieden,  da  keiner  der  Faktoren, 
aus  denen  sie  sich  zusammensetzen,  verschwinden  kann.  Da  ferner 
aus  der  ersten  der  Formeln  (26) 


erschlossen  wird,  so  folgt  daraus 

(29)  ^^Kj/y". 


27** 
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Zudem  ergeben  sicli  aus  (26)  die  Ungleichheiten 

also  mit  Rücksicht  auf  (27)  und  auf  die  Ungleichheit  21  ^  Sr  die 
folgende  14  j) 

l^  .  P'(C3J2P((D2)2P((D3)2  <  r  21^  <  -f 

und  demnach 

(29a)  _        ^  |rij<|/|. 

Ebenso  ergibt  sich 

(29b)  |3^J<1/|. 

Nun  sind  die  Ausdrücke  Q^,  ^^  ganze  Funktionen  von  ca^,  die  als 
solche  geschrieben  werden  können,  wie  folgt: 

(30)  Dl  =  g  +  g'oi  +  2"  09, 2,     gti  ==  r  +  /»i  +  /'coi^; 

sie  sind  reell  und  ihre  Koeffizienten  rationale  Zahlen,  deren  Nenner 
ebenso  wie  der  von  5ß  eine  durch  den  höchsten  Koeffizienten  der 
Gleichung  (15)  fest  bestimmte  Zahl  ist;  wegen  (29  a)  aber  darf  man. 
unter  e  einen  Wert  verstehend,  der  absolut  kleiner  als  1  ist, 

(31)  g  +  2'«,  +  ^'V  =  fi.}/'| 
setzen.    Bezeichnen  ferner  D^?  ^3  ^^^  Ausdrücke 

P'(<ös)-P(«s)-J'(«'i) 

d.  i.  die  Funktionen 

g  +  g'wg  +  g"«/,       ^  +  g'ö3  +  3"%^ 
welche  einander  konjugiert  imaginär  sind  und  deshalb  in  der  Gestalt 

mit  ^  >  0  geschrieben  werden  können,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

p^  =  P'(»,)-P'(a)3)-P(a.,)-^. 
Andererseits  geben  die  Formeln  (26)  die  Ungleichheiten 

X'  .  Pia,,)  .  ^  =  P(co,y  .  l'P(m,)  Pico,)  ^  (|)' 

und 

A^P'(«,)P'(aj3)<r, 

denen  zufolge  aus  der  vorigen  Gleichung 

^^  <  ~ ,     also  Q  <  -^: 

8  2}/ 2 
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hervorgellt.    Man  darf  daher,  unter  rj  wieder  einen  absolut  unter 
1  liegenden  Wert  versteh end, 

setzen,  und  diese  Formeln  zusammen  mit  (31)  lassen  erkennen,  daß 
die  Zahlen  q^  q,  q    m  endliche  Grenzen  gebannt  und  daher  nur  in 
endlicher  Anzahl  vorhanden  sind.    Dasselbe  findet  sich  in  ganz  ähn- 
licher Weise  für  die  Zahlen  r.  r\  r\ 
Nun  läßt  sich  i/;,  wenn 

(32)  X''  ^  ^^ 


gedacht  wird,  in  folgender  Gestalt  schreiben: 

(33)  ^(^;/,/)  =  P(«,)^.[(:.-'  +  ^/  +  |/)' 

+  X'^  ■  [x  +  I  y  +  I  /)  {x'  +  f  2/'  +  I  /)] , 

welche  also  die  gemeinsame  Gestalt  aller  durch  stete  Reduktion  von 
qp  hervorgehenden  Reduzierten  ist.  Die  darin  auftretenden  Größen 
^,  Dl,  D2,  CI3,  SRi,  3^2,  fRg  oder  die  rationalen  Zahlen  ^,  g,  q,  q\ 
r,  r\  r"  mögen  wieder  kurz  als  Stamm  der  Form  ^  bezeichnet 
werden.  Da  sie  nun  nach  dem  zuvor  Bewiesenen  nur  endlich  viele 
verschiedene  Werte  annehmen  können,  erschließt  man,  daß  in  der 
unbegrenzten  Reihe  reduzierter  Formen  sich  gewiß  einmal  zwei 
Formen  1/;;^,  i)^.  vorfinden  müssen,  die  gleichen  Stamm  aufweisen,  sich 
also  nur  im  Werte  von  X  und  im  Faktor  1^  {p^  voneinander  unter- 
scheiden. Je  zwei  solche  Formen  nennen  wir  Formen  gleichen 
Stammes.  Sind  ihre  Parameter  X^^,  A^  <  k^  und  Pj^(g)^j  Pki^i)  ^i® 
zugehörigen  Werte  von  P((X)^)^  so  hat  man  die  Beziehungen 


also  V  =  Gn^%  wobei  p^^(„j8 

ist.  Dem  Intervalle  ^  bis  o^  <  /i  des  Parameters  A;^,  in  welchem  ifj^^ 
reduziert  ist,  entspricht  das  Intervall  G^  bis  Gv  für  den  Parameter 
l^,  in  welchem  ip^  es  ist.  Man  bemerke  nun,  daß  der  Stamm  einer 
Form,  die  aus  einer  Form  ^  durch  eine  lineare  Substitution  ent- 
steht, offenbar  außer  von  dieser  Substitution  nur  vom  Stamme  von 
^  bestimmt  wird;  zwei  Formen  gleichen  Stammes  liefern  also  bei 
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gleicher  Substitution  wieder  zwei  solche  Formen.  Wenn  aber  bei  steter 
Abnahme  des  Parameters  A;^  die  Form  i^,^  aufhört,  reduziert  zu  sein, 
und  daher  eine  Substitution  S  erforderlich  wird,  durch  welche  aus 
ijjf^  eine  neue,  in  einem  gewissen  Intervalle  v  bis  ^  <  v  des  Para- 
meters reduzierte  Form  tj^^i  hervorgeht,  so  verwandelt  dieselbe  Sub- 
stitution ßS  die  Form  ipj^  in  eine  Form  ^^.^i,  die  für  ein  entsprechen- 
des Intervall  des  Parameters  reduziert  bleibt.  Dem  Gesagten  zufolge 
werden  i^j,^i  und  tj^^i  wieder  Formen  gleichen  Stammes  sein,  für 
welche  daher  die  gleiche  Betrachtung  wiederholt  werden  kann.  Da 
man  aber  beim  Fortgange  derselben  von  ^^^  aus  notwendig  einmal 
auf  die  Form  ip^^  geführt  wird,  tritt  in  der  Reihe  der  reduzierenden 
Substitutionen  von  der  Form  ^^  an  eine  Periodizität  ein.  Man  ge- 
langt demnach  ganz  wie  bei  den  quadratischen  Formen  zu  folgender 
Aussage : 

Für  jedes  Tripel  kubischer  Irrationellen  erster  Art  ist 
die  Reihe  der  Substitutionen,  welche  die  bei  steter  R.eduk- 
tion  der  Form  cp  entstehenden  Reduzierten  der  Reihe 
nach  ineinander  überführen,  periodisch.    Oder: 

Ist  ein  nicht  quadratisches  Tripel  mit  einem  reellen  Ele- 
mente G3j  und  zwei  konjugiert  imaginären  Elementen  w^, 
0)3  ein  kubisches  Tripel,  so  weist  die  Reihe  der  Reduzierten 
der  Form  cp  eine  periodisch  wiederkehrende  Reihe  ratio- 
naler Stämme  auf. 

6.  Der  letzte  Satz  ist  umkehrbar  und  gibt  demnach  einen 
arithmetisclieii  Charakter  eines  jeden  kubischen  Tripels  erster 
Art  ganz  analog  demjenigen  für  ein  Paar  reeller  quadrati- 
scher Irrationellen.  In  der  Tat,  sind  o^,  cög,  eog  drei  Irrationelle, 
deren  erste  reell,  die  beiden  anderen  konjugiert  imaginär  sind,  wäh- 
rend eine  Gleichung 

(34)  Ä  +  B(o,  +  Cß>/  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  für  keinen  der  Werte  i  =  1,  2,  3  statt- 
finden kann,  so  sei  r-  /  n 

F  (^i)  =  0 

die  kubische  Gleichung,  der  sie  als  Wurzeln  genügen.  Ist  dann  q) 
die  aus  ihnen  gebildete  positive  quadratische  Form  und  ist  die  Reihe 
der  durch  stete  Reduktion  von  cp  für  alle  Werte  des  Parameters  ?. 
gebildeten  Reduzierten  von  der  angegebenen  Beschaffenheit,  so  gibt  es 
zwei  Reduzierte  gleichen  rationalen  Stammes.  Sei  die  Form  (33), 
in  welcher  der  zu  (34)  gemachten  Voraussetzung  zufolge  die  mit  ^, 
D^,  ?fti  bezeichneten  Größen  nicht  Null  sein  können,  die  eine  von 
ihnen  und 
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Ä  = 


h',  h" 


\C,    c,    c  J 

die  unimodulare  Substitution,  durch  welche  sie  iu  die  andere  über- 
geht, so  bestehen,  da  deren  Stamm  derselbe  sein  soll,  zwei  Glei- 
chungen folgender  Gestalt: 


(35) 

I  ^^a    +  £1,6"  +  3t,c"  =  I  (^a  +  ^fi  +  9t,c) . 

(i  =  1,2,3) 

Aus  ihnen  ergibt  sich  für  £l^  durch  Elimination  von  9i^  eine  Glei- 
chung vierten  Grades,  deren  höchster  Koeffizient  aber,  wie  man 
leicht  feststellt,  Null  ist.  Jede  der  drei  als  verschieden  gedachten 
Größen^)  Q^,  Dg?  O^  ist  also  Wurzel  einer  gemeinsamen  ku- 
bischen Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Dasselbe  gilt 
für  die  drei  Größen  SR^,  Stg;  ^s-  Demzufolge  sind  die  einfachen 
symmetrischen  Punktionen  der  Größen  D^,  Qg?  ?^3  sowie  der 
Größen  9?^,  SR2?  ^^s  i'ational.  Wäre  jetzt  einer  der  Koeffizienten 
(l\  t"  gleich  Null,  mithin  Q^.  oder  5ft^.  eine  lineare  Funktion  von  ca^. 
mit  rationalen  Koeffizienten,  so  folgte  unmittelbar,  daß  auch  cd^,  oj^; 
(ög  die  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten sind.  Wir  setzen  deshalb  jetzt  (('^  r"  als  von  Null  verschie- 
den voraus. 

Nun  folgt  aus  den  Ausdrücken  der  Größen  Q.,  5R. 

(clr"  —  (i'r)  (D.  =  q'r  —  qr'  +  r'£i.  —  q'^. 

(i==  1,2,3), 


1)  Da  diese  Größen  von  der  in  voriger  Nr.  bezeichneten  Beschaifenheit 
der  St'ämme  vorausgesetzt  sind,  so  sind  sie  als  verschieden  voneinander  zu 
denken,  da  sie  es  dort  sind.  In  der  Tat  sind  sie  dort  die  Wurzeln  einer  ku- 
bischen Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten;  hätte  diese  gleiche  Wurzeln^ 
so  hätte  sie  einen  Teiler  tnit  ihrer  Ableitung  gemein,  also  jedenfalls  einen 
rationalen  Faktor  ersten  Grades ;  eine  der  Größen  O^  wB,ve  also  rational,  d.  h. 
2'  =  (jr"  ==  0,  also  Cli  =  O2  =  ^31  ^^'^^  nicht  sein  kann,  da  sonst  die  De- 
terminante von  1/;,  in  deren  Ausdruck  der  Faktor 

Ol      3i,  ! 


1  , 


eingeht,  fälschlieh  Null  würde. 


$' 

ü, 

9t, 

f ' 

^ 

ö. 

% 

?' 

f 
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cö^  ==  m  +  n  Q^  +  'p'üi 

{i  =  1,  2,  3) 

mit  rationalen  Koeffizienten  m,  n,  p^  deren  beide  letzten  Yon  Null 
verschieden  sind.    Mithin  ist 

cö,  +  CO,  +  £03  =  3m  +  n  (ü,  +  D^  +  O,)  +p{n^  +  %  +  %) 

ein  rationaler  Wert.    Jeder  der  beiden  Gleichungen 

Dl  -f  D2  +  O3  =  3^  +  q     (cOi   +  CÖ2  +  %)  +  q     (cOj^  +  032^  +  (03^) 

9ii  +  3^2  +  9^3  =  3r  +  /  (g9,  +  c^,  +  w,)  +  /^  (05,^  +  cd/  +  0.3^) 

zufolge  ist  daher  auch  Oj  ^+  (0^^+  cog^  und  somit  auch  oj^  033+  cog  C3g+  cog  m^ 
einem  rationalen  Werte  gleich.  Da  man  aber  für  diese  Summe 
den  folgenden  Ausdruck: 

3m2  +  2mn  (D^  +  Dg  +  D3)  +  2mp  (SR^  +  IR^  +  %) 

+  n'  (ß^^,  +  D2D3  +  D3DJ  +p'{%%  +  ^R^S^s  +  %^i) 

+  njp  (D,  +  D2  +  D3) (a^i  +  9^2  +  9^3)  -  np{^^%  +  D,3t2  +  D39I3) 

erhält,  so  erkennt  man  auch 

als  einen  rationalen  Wert.  Nun  läßt  sich  dieser  Ausdi'uck  schreiben, 
wie  folgt: 

@  =  r  (Dl  +. Ds  +  D3)  +  r  (DiG^i  +  DgCDg  +  DgCDg) 

+  /'(D,coi^  +  D2  0^2' +  03(^3'), 
desgleichen  der    rationale  Ausdruck  %  =  D^^  +  Dg^  +  Dg^'    in  der 
^^o™     2:  _  ^  (O,  +  D2  +  D3)  +  ^'  (öiG3i  +  Dg«^  +  Dg  (Dg) 

+  f  {^1^<^1^  +  Ö2Ü?2^  +  ögGJg^), 

woraus  sich  auch  r>,  ^^     i    o  ..     1    o,  .. 

=  ^  (Cöi  +  0^2  +  aig)  +  q[{(D^^  +  fö./  +  «3^)  +  g"(03i^H-  (ög^  +  (»3^) 

und  folglich  auch  C3^^  +  m^^  +  eog^,  sowie  cOiCOgCOg  als  rational  er- 
gibt. Demnach  sind  g)^,  co^,  oo^  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nach  der  zu  (34)  gemachten 
Voraussetzung  irreduktibel  ist,  und  bilden  somit  ein  kubisches  Tripel 
erster  Art,  w.  z.  b.  w. 

Diese  Betrachtungen  haben  aber  zur  Voraussetzung,  daß 

ff/        ffi 
qr    —  q  r 
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niclit  Null  sei.    Daß  dies  jedoch  nicht  sein  kann,  ersieht  man  un- 
mittelbar daraus,  daß 

(36)  g'r"-g"r==^ 

ist.    In  der  Tat  entstehen  die  Ausdrücke 

jX  =  P{a>,)x'  +  P'K)/  +  p"i<^iy 

(37  a)  r  =  P(w,)x  +  P'K)/  +  P"((o,)0 

1  Z=  P{m,)x'  +  P'((o,)y  +  P"ic>,)s' 
oder 

einerseits  durch  Zusammensetzung  der  beiden  Systeme: 

Xo==ax+uy+a'/,    y^==  ßx  +  ß\j  +  f  0,    ^^^-yx  +  y  y -{-y' b% 
andererseits  durch  Zusammensetzung  der  folgenden  drei: 

^'ö=^i+«>i2/i  +  05i%,    ^0—^1  +  ^22/1+03/^1;    ^o=^i  +  ^3  2/i  +  «53^%; 

x^  ^^x  +  qy  +  r0,      y,  =  (jy  +  //,  0^=  q'y  +  r" z  ; 

durch  Gieichsetzung   der  zusammengesetzten  Determinanten  ergibt 
sich  die  behauptete  Gleichheit. 

Man  kann  noch  einwenden,  daß  die  kubischen  Gleichungen  für  O^. 
oder  9i^.  vielleicht  identisch  erfüllt  sind;  doch  läßt  sich  einsehen,  daß 
dies  nicht  der  Fall  ist.  Wäre  es  nämlich  etwa  die  Gleichung  für  O^^ 
so  beständen  die  Beziehungen  (35)  bei  jeder  Annahme  für  d^..  Setzte 
man  also,  unter  z  einen  beliebigen  rationalen  Wert  verstehend; 

so  erhielte  man  zwei  Gleichungen,  aus  denen  die  folgende: 

5P(>'  -  al'z)  =  %{h"z'  +  (c"-6')«  -  C) 
liei"vorgelit,  die  sich  auflöst  in  die  drei  anderen: 

(38)  {  0  =r'  {h"s^  +  {c"  -¥)ii-c) 

0  ^r"(b"s''-^-{c"  --V)z-c'). 
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Nun  können  nicht  gleichzeitig  r\  r'  verschwinden^)^  da  sonst  Stj  =  r 
rational  würde,  was  zu  einer  Gleichung 

f 


p-K)  =  {,  •  PK). 


d.  i.  zu  den  Beziehungen 

führte,  den  Modul  der  Substitution 

(r  f/  \ 

ß,  ß\  r 

also  zu  Null  machte,  während  er  gleich  1  vorausgesetzt  ist.  Man 
schließt  also  aus  den  Beziehungen  (38),  daß 

V's^  +  (c"  -  b>  -  c'  =  0,     a  -  as  =  0 

sein  muß.  Da  ^  ein  willkürlicher  rationaler  Wert  ist,  so  ergeben 
sich  folgende  Gleichungen: 

r  =  0,     c'^h\     c  =0,     a  =0,     a"  =  0. 
Dann  nimmt  aber  die  erste  der  Beziehungen  (35)  die  Gestalt  an 

woraus 

^(6'  —  d)  -=  qh  +  rCy     0  =  g'^  +  rc,     0  ==  q'h  +  r'c, 

also  6  =  0,  c  =  0  und  somit  die  Substitution  8  schließlich  als  die 
identische  hervorgeht,  ihrer  Bedeutung  zuwider.  — 

7.  Wir  setzen  jetzt  den  höchsten  Koeffizienten  der  irreduktibeln  ganz- 
xahligen  Gleichung  (15)  gleich  1  voraus,  eine  Voraussetzung,  der- 
zufolge  5ß,  qj  q,  q^  r,  r',  r"  ganze  Zahlen  sein  werden.  Sei  jetzt 
^(^';  y^  ^0  irgendeine  Form  in  der  Periode  der  Reduzierten,  W 
irgendeine  der  Formen  gleichen  Stammes  wie  sie  und  B  die  Substi- 
tution, durch  welche  sie  aus  ^  entsteht.  Schreibt  man  die  letztere 
Form  in  der  Gestalt  ^  ,     f     ,\ 

so  unterscheidet  sich,  abgesehen  von  einem  anderen  Werte  des  Para- 
meters, ^da von  nur  dadurch,  daß  der  Multiplikator —-^-  durch  diesen 
anderen  p/^»  \t 


1)  S.  die  Anmerkung  auf  S.  423. 
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ersetzt  ist.     Hier  ist  '^a  +  £lj)  +  "St^c^  wenn  darin  für  Q^,  M^  ihre 
Ausdrücke  (30)  eingeführt  werden^  eine  komplexe  Zahl  von  der  Form 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

(35)  hat  man  ^(    )  ,   £i,  ,    ,   m, 


aus  welchen  Gleichungen  sich    \;,      und  deshalb  auch  -^-  ^    k^^^^  er- 
gehen als  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

a  ~  0,         hj  c      \ 

a\      V  —  0^      c       =0 
a  ,  b  ,    c   —^1 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  höchster  gleich  1  ist,  also  als 
ganze  algebraische  Zahlen  des  Körpers  K.(g))j  und  ferner,  da 

ja,     &,     c    \ 

fi^i)   t\^,)   /K)  _  i  ^'    h'    z''  ^  —  1 

^ $ f   "" :  ^  ^    ^  ^    ^    I  ~  ^ 

\  a  ^  0  j  c    I 

ist,    als    Einheiten    dieses    Körpers.      Dabei    ist    -~^-   eine   Zahl 

Sl  +  Sicoi  +  ©(ö^^    mit   ganzzahligen   Koeffizienten.      Denn  aus   den 
obigen  drei  Gleichungen  folgen  diese  drei  anderen: 

=  %  -{a  .  P(03i)  +  l  '  P\co,)  +  c  .  P'\co,)) 
a'  .  /'((O,)  +  ß^  .  co./'Ca^,)  +  y  •  a),Y(a.,)  «=  /-(co,)  •  P' {co,) 

=  5ß  •  {a  .  P(a),)  +  6'  •  P\m,)  +  d  •  P'\a>,)) 
a"  .  /(CO,)  +  f-  coJX^,)  +  y"  •  o.,V'(^i)  =-  /*(«i)  *  ^''(^i) 

=  5ß  .  K-  P(£üi)  +  r .  P'(a3,)  +  c'^P''K)), 

durch  deren  Auflösung  also  auch  f{p^  von  der  Form 

mit  ganzzahligen  31,  S3,  S  gefunden  wird. 

Aus  jeder  Substitution,  welche  eine  Form  in  der  Periode 
der  Reduzierten  in  je  ein  entsprechendes  Glied  einer  spä- 
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teren  Periode  überführt,  geht  hiernach  eine  Einheit  des 
Körpers  von  der  Gestalt  21  +  Sco^  +  Eca^^  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  hervor. 

8.  Auf  solche  Weise  aber  erhält  man  dies-e  auch  sämtlich. 
Um  dies  zu  zeigen,  bemerken  wir  zunächst,  daß  wegen  (36) 

und  die  erste  dieser  Gleichungen  in  der  Gestalt 

«, .  PK)  -r"  .  P'K)  +  q".  P"(«i)  =  i^"^  ■  P(ß>i) 

geschrieben  werden  kann,  woraus  die  Zahlen 

q'r  —  qr"  q'r  —  qr'       ,      q  r  —  qr"       ,f 


als  ganz  und  folglich,  da  a, «',  a'  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  auch 
- — vr"  ^^  ^^^^  ganze  Zahl  erkannt  wird.  Dasselbe  ergibt  sich  aus 
der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  für    -- — —^ —    Ist  daher 

F{co^)  =  21  +  S3o3,  +  ScDi^ 

eine  komplexe  Zahl  des  Körpers  K{p^  mit  ganzzahligen  Koeffizienten, 
so  kann  man  ihr  auch  die  Gestalt  geben 

(39)  F{a>,)  =  a  +  b.^  +  c-^ 

mit  ganzzahligen  a,  6,  c.  Ebenso  gelten  Gleichungen  wie  die  folgenden: 

9^1  •  ^(c^i)  =  (^'^  +  \--^  +  (^^'-^ 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Da  aber  der  ersteren  von  ihnen  auch 
der  Ausdruck 

$  .  P'(a3,)i^'(^,)  =  a,Fim,)  +  \F\m,)  +  c,r\m,) 

gegeben  werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Zahlen 


Nr.  9,    Reduktion  einer  Form  mit  einem  Tripel  kubischer  Irrationellen    429 

und  folglicii  auch  %,  h^,  q  als  ganze  durch  5ß  teilbare  Zahlen  ^  •  a, 
5ß  •  &',  5ß  •  c'  und  auf  gleiche  Weise  aus  der  zweiten  der  obigen  Glei- 
chungen 0^2,  62;  ^2  ^^  ganze  durch  ^teilbare  Zahlen  5ß  •  a\  ^  •  V\ 
5P  •  c'\  uüd  demnach  kommt 


(39) 


^(co,)  =  «'  +  5' .  1?- +  c' 


SP 


77»/  \  "1      T."       '^'1        1       ^"       ^1 


Aus  den  drei  Gleichungen  (39)  folgen  aberi^(c3j)  und  also  auch  jP(a92X 
F(g)^)  als  Wurzeln  der  ganzzahligen  kubischen  Gleichung 


und  folglich  ist 


a  —  2, 

h 

c 

a', 

V~z, 

c 

a  , 

h", 

c"-z 

a, 

h,      c 

)F{<^,)- 

= 

a', 

b',     c 

a", 

b",     c 

=  0, 


Ist  also  F(g)^)  eine  Einheit  in  K(g)^)j  so  wird  diese  Determinante 
gleich  1^  und  durch  die  unimodulare  Substitution 


verwandelt  sich  t/;,  da  aus  den  Gleichungen  (39)  die  Beziehungen  (35) 
folgen,  in  eine  äquivalente  Form  gleichen  Stammes,  die  in  einem  ge- 
wissen —  dem  für  ^  geltenden  entsprechenden  —  Intervalle  ihres 
Parameters  reduziert,  mithin  ein  der  Form  ^  entsprechendes  Glied 
W  einer  späteren  Periode  sein  muß;  F{m^)  ist  diejenige  Einheit, 
welche  aus  der  Substitution  S,  durch  welche  W  aus  jjj  entsteht,  her- 
vorgeht. 

9.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  den  zweiten  der  in  Nr.  5  un- 
terschiedenen Fälle  zu  behandeln,  in  welchem  alle  drei 
Wurzeln  oj^,  (»2,  cog  der  kubischen  Gleichung  (15)  reell  sind. 
In  ihm  ordnen  wir  der  kubischen  Form  F{Xj  y,  d)  die  folgende  po* 
sitive  quadratische  Form  zu: 

(40)  cp{x,  y,  3) 

-=  (^  +  G}^y  +  m^^sf  +  l^ix  +  c^a^  +  ^2^'^)^  +  ^^(ä;  +  co.^y  +  (^z^Y-, 

welche  zwei  positive  veränderliche  Parameter  ^^,  yi^  enthält,  und  re- 
duzieren diese  Form  für  aUe  mööiichen  Werte  derselben.  Durch  das 
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Auftreten  von  zwei  Parametern  an  Stelle  des  einen  beim  vorigen  Falle 
verwickeln  sich  die  Verhältnisse  wesentlich^  und  es  empfiehlt  sich  des- 
halb, eine  geometrische  Deutung  einzuführen,  um  sie  zu  veranschau- 
lichen. Hierbei  bietet  aber  S ellin gs  Reduktionsmethode  Vorzüge 
dar,  um  derentwillen  wir  jetzt,  wie  Charve,  statt  der  Seeb  er  sehen 
sie  benutzen  wollen. 

Die  Determinante  der  Form  cp  ist 

unter  D  die  Diskriminante  der  kubischen  Gleichung  verstanden.  Aus 
dem  Seeb  ersehen  Satze  folgt  das  Vorhandensein  einer  unimodularen 

Substitution  ,         ,  ,         ,,  , 

ix  =  ax  -\-  a  y  -\-  a  z 

(41)  \y^ßoc:  +  ß'y  +fz 

\  0==  yx'  +  yy  +  y'B  , 

durch  welche  tp  in  eine  äquivalente  Form  ^{x\  y\  /)  übergeht,  in 
der  das  Produkt  der  Hauptko effizienten  kleiner  ist  als  die  doppelte 
Determinante.   Führt  man  die  Ausdrücke  ein: 

|P  (co,)  =  «  4-    ßm,+    ym,' 

(42)  P'(«,:)  =  «'+  ^'«,;+  /fV 
lP>,)=«"+/3"  «,:  +  /'«/, 

so  wird 

i>(x',  y,  /) 

=  (P(oji)a;'+  P'(»i)</'+  P>i)^')'+  -l'C-PK)«'  +  P'(ö2)/+P"((02)/)ä 

+  .<i^(P(a),)a;'  +  P'Cog)/  +  P"(%)/)1 

Die  Hauptkoeffizieiiten  dieser  Form  sind 

rsi  =P(«i)^  +  A^P((«,)^  f  ,«-'P(«3)* 

(43)  |r=P'(rai)^  +  A«P'(M2)'  +  /i'P'(C5,)' 
UX"=P>,)^  +   A^P>,)^+  i«^P"(033)', 

und  man  darf  31  als  den  kleinsten  von  ihnen  voraussetzen.  Aus 
folgt  dann  zunächst 

und,  weil  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (43)  sich 


2V^-P(ro,)^P(co,)^P(o.3)^^(-f)^ 
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ergibt,  so  erschließt  man  durch  Verbindung  mit  der  voraufgehenden 
Ungleichheit  die  neue: 

P{o,,)- Pico,).  Pico,)  ^^ 

gedacht  wird.   Wir  setzen  ferner 

P'ico,)  .  Pico,)  .  P(«3)  =  Dl,     P"(coj  .  Pim,)  ■  Pico,)  =  n,. 

Diese  Ausdrücke  sind  ganze  Funktionen  von  oJj,  die  als  solche  auch 
in  der  Gestalt 

(45)  £i^  =  q  +  q(o^  +  q'm^^^j     "Si^  =  r  +  r  (d^ -{- r' co^^ 

mit  rationalen  Koeffizienten  geschrieben  werden  können,  deren  Nenner 
ebenso  wie  der  von  '^  eine  durch  den  höchsten  Koeffizienten  von 
F(«i)  fest  gegebene  Zahl  ist,  und  man  findet 

für  die  Ausdrücke 

O,  =  P'ico,)  ■  Pico,)  •  Pico,),     %  =  P"K)  •  Pico,)  .  Pico,) 
a.,  =  P'ico,)  ■  Pico,)  •  Pico,),     yi,  =  P"ico,)  ■  Pico,)  ■  Pim,). 

Keiner  der  Faktoren,  aus  denen  ^,  Q.,  SR^.  sich  zusammensetzen,  und 
daher  auch  keine  der  Größen  5ß,  O^.,  9?^  kann  verschwinden.  Nun  folgt 
weiter  aus  den  Gleichungen  (43) 

also  9P 

demnach 

oder 

und  ebenso 


Dg  =  ^  +  q(o.2  +  q'G}2^  <  ]/  -2 


Für  3fli,Sfi2?9^3  ergeben  sich  die  gleichen  Grenzen.  Hieraus  schließt 
man,  daß  auch  ^,  ^,  g',  g'',  r,  r\  t"  in  endliche  Grenzen  gebannt  sind, 
und  daß  folglich,  wie  auch  A,  ft  gewählt  werden,  nur  eine  endliche 
Anzahl  verschiedener  Wertesysteme  der  ebengenannten  Zahlen  auf- 
treten können. 
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Nun  läßt  sich  der  Ausdruck  für  die  Form  7Ij(x\  y\  z)  durch  den 
folgenden  ersetzen: 


+  ,-(.'  +  |,'+|/)], 


in  welchem  zur  Abkürzung 

geschrieben  ist.  Wie  man  also  auch  X^  ix  wählt^  die  zugehörigen  For- 
men t\)  bieten  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Systeme  5ß;D^.^5R. 
oder,  wie  wieder  gesagt  werden  mag,  eine  endliche  Anzahl  verschie- 
dener Stämme  dar.  Demnach  wird  es  zwei  Wert  es  jsteme  A^,  yi^  und 
K)  y^h  ^^^  Parameter  geben,  denen  Formen  t/^/X^r,  y,  i)  und  il^j.{Xjy,  3) 
gleichen  Stammes  entsprechen,  die  sich  also  nur  durch  andere 
Werte  ihrer  Parameter  sowie  durch  ihre  Multiplikatoren  voneinander 
unterscheiden;  zwischen  den  ersteren  bestehen,  den  Beziehungen  (47) 
entsprechend,  die  nachstehenden  Gleichungen: 

(48)  v-c^/V:  .v  =  f^3^v. 

ist  und  die  P;^,  P^,  als  die  zu  P  entsprechenden  Funktionen  gedacht  sind. 
10.  Hierbei  könnten  die  Formen  t/^^^,  t/^^.  etwa  als  Seebersche  Re- 
duzierte gedacht  werden.  Da  wir  aber  nach  der  Methode  von  S el- 
lin g  reduzieren  wollen,  so  führen  wir  statt  jener  Formen  ihre  Va- 
riierten -^  ,  .  „  ,  . 
Vki^,  y,  ^,  0;     %.i^7  Vj  ^;  ^) 

ein  und  ersetzen  diese  nun  nach  Nr.  4  durch  ihre  Reduzierten  ^^,  %j,. 
Sieht  man  dabei  von  den  Multiplikatoren  der  Formen  i//^,  t/^^  ab,  die 
für  die  Reduktion  gleichgültig  sind,  so  sind  offenbar  die  Koeffizien- 
ten der  Form  ^^  ebenso  wie  diejenigen  der  Form  ^j^  von  der  linearen 

^^'*^^*  K  -f  iA,2  +  M^^\ 

wobei  Ky  Z,  M  nur  durch  den  Stamm  der  Form  bestimmt  sind;  des- 
halb sind  diejenigen  von  %^  von  der  Gestalt 

mit  je  ebendenselben  Konstanten  Ky  i,  WI, 
Denken  wir  jetzt  %^  nach  (18)  in  der  Gestalt 

-9{y-^y-  K^  -  ^y  -  H^^  -  yf 

-l{x-ty-  m{y  -  tf  -n{s-  tf, 
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so  besteht  das  Wesen  von  ^;^  als  Reduzierte  darin,  daß  alle  sechs 
Koeffizienten  g,  Ä,  \  Ij  m,  n  negativ  oder  Null,  d.  i.  darin,  daß  sechs 
lineare  Ungleichheiten  von  der  Gestalt 


(49) 


K  +  LX,'  +  Mfi,'^0 


erfüllt  sind.  Faßt  man  also,  um  sie  geometrisch  zu  deuten,  A^^,  ^^^ 
als  Parallelkoordinaten  für  einen  Punkt  einer  Ebene  auf;  so  bedeutet 

eine  Gerade  in  der  letzteren,  und 
jede  Jen  er  Ungleichheiten  beschränkt 
den  Punkt  A,^^,  |Lt/  auf  eine  be- 
stimmte Seite  einer  solchen  Ge- 
raden. Das  Gebiet  für  die  Para- 
metervt^erte  A^^,  ft/,  in  welchem  die 
Form  x^  reduziert  bleibt,  ergibt  sich 
also  hiernach  im  allgemeinen  als 
ein  gewisses  Sechseck,  das  wir 
(s.    Fig.   18)    mit   PQRSTÜ  be-  ^ig.  is. 

zeichnen  wollen,  das  aber  auch  in 

ein  Polygon  von  geringerer  Seitenzahl  ausarten  kann.  Das  für  die 
Form  %j^  geltende  Reduktionsgebiet  wird  entsprechend  durch  die  Un- 
gleichheiten 

d,  i.  durch 

also  durch  ein  dem  vorigen  zugeordnetes  zweites  Sechseck  P'Q'B'S 'T'ü' 
bestimmt  sein. 

Wenn  nun  bei  stetiger  Änderung  der  Parameter  der  Punkt  Ij^j  ^j^^ 
das  Sechseck  PQR8TU  verläßt,  indem  er  über  eine  seiner  Seiten, 
etwa  über  ST  hinwegschreitet,  so  hört  ~%,^  auf,  reduziert  zu  sein.  Eine 
neue  reduziernde  Substitution  bringt  dann  eine  Form  x^^^i  hervor,  die 
in  einem  neuen,  an  die  Seite  ST  sich  aulegen den  Polygon  reduziert 
ist,  und  dieselbe  Substitution,  angewandt  auf  die  Form  ^^  gleichen 
Stammes  wie  Xh  liefert  eine  neue  Reduzierte,  deren  Reduktionsgebiet 
ein  an  das  Polygon  F'  Q'B' S'T'  Ü'  anliegendes,  dem  ebengedachten 
entsprechendes  Polygon  sein  wird.  So  fortfahrend  erhält  man  zwei 
einander  zugeordnete  Polygonketten,  welche  den  Reihen  der  aufein- 
anderfolgenden Reduzierten  entsprechen.  Bei  geeigneter  Bewegung 
des  Punktes  A;,^,  ^ij^^  wird  sich  aber  in  der  von  %^  ausgehenden  Reihe 
von  Reduzierten  auch  Xk  befinden;  dann  wird  ersichtlich  die  Reihe 
der  reduzierenden  Substitutionen  periodisch^  und  es  tritt  in  der  Reihe 
der  Reduzierten  selbst  eine  Periodizität  in  dem  Sinne  ein,  daß  die 
entsprechenden  Glieder  der  Perioden  Formen  gleichen  Stammes  sind. 
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Verhält  es  sich  also  hiermit  ebenso  wie  im  vorigen  Falle,  so  unter- 
scheidet sich  der  jetzige  darin  von  jenem,  daß  hier  ausgehend  von  %^ 
mehr  als  eine,  und  zwar  mindestens  zwei  solche  Perioden  sieh  ein- 
stellen werden,  da  sich  an  jede  Seite  des  für  ^^  geltenden  Polygons 
die  gleiche  Betrachtung  knüpfen  läßt.  Charve  hat  für  eine  ßeihe 
von  Beispielen  die  Rechnung  durchgeführt,  wobei  jedesmal  zwei  solche 
Perioden  in  Betracht  kommen.  Aber  man  erkennt  hieraus  nicht  im 
allgemeinen,  ob  und  in  welcher  Weise  eine  Periodizität  dieses  Algo- 
rithmus sich  gestaltet  der  Art,  daß  er,  indem  jene  Poljgonketten  die 
ganze  Ebene  überdecken,  jede  der  Reduzierten  ergebe,  und  inwieweit 
er  etwa,  ähnlich  wie  bei  den  kubischen  Irrationellen  der  ersten  Art, 
zur  arithmetischen  Charakteristik  derjenigen  der  zweiten  Art  verwend- 
bar ist.  Wir  gehen  deshalb  auch  auf  die  Herleitung  der  komplexen 
Einheiten  des  diesem  Falle  entsprechenden  kubischen  Körpers  K(u) 
aus  jenen  Perioden  von  Substitutionen  oder  Formen  hier  weiter 
nicht  ein. 

Vierzehntes  Kapitel. 

Der  verallgememerte  Kettenl)riiclia]goritliinus. 

1.  Die  Untersuchungen  des  vorigen  Kapitels  führen  zu  einer  Frage 
zurück,  die  in  Kap.  6,  Nr.  13  gelegentlich  der  Reduktion  der  Form 

(1)  {x-cjsf  +  iy-Sl^y+lh^ 
und  ihrer  Adjungierten 

(2)  {:jcco  +  ySl  +  0y+^\x'  +  y'), 

in  denen  cö,  Sl  zwei  reelle  Irrationelle  bedeuteten,  gestellt  worden  ist. 
Diese  Reduktion  lieferte  die  Möglichkeit,  eine  unbegrenzte  Reihe  von 

Brüchen  — ,   —    zu    finden,    die    als    Näherunc^sbrüche    der    beiden 

Irrationellen  mit  demselben  Nenner  zu  bezeichnen  sind,  indem   mit 

CG  II 

wachsendem  Nenner  die  DüBFerenzen (d,  — Sl    s^emäß  einem 


Gesetze,  nach  welchem 

( 

z 


z  ^    z 


ö^ 


-^--si 


<4 

zVz 


ist,  wobei  Ä  ==  f  gesetzt  werden  darf,  beliebig  klein  wurden.  An  spä- 
terer Stelle  (Kap.  7,  Nr.  7)  ergab  sich  allgemeiner  das  Vorhandensein 
ganzer  Zahlen  x^,  x^,  . .  .,  x^,  durch  welche  für  n  reelle  Irrationellen 
Ol,  (02y  .  .  .,  co,j  die  Ungleichheiten 

X.  =        Je 

~  —  G)i     <  ~  , 

'^n  

1  ^    (W— 1 
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wobei  Ic  =     -—  gedacht  werden  darf,  erfüllt  wurden.    Ebenso  zieht 

die  Reduktion  der  Form  (2)  die  Möglichkeit  nach  sich,  eine  unbe- 
grenzte Menge  von  Systemen  ganzer  Zahlen  oo,  y,  z  tm  finden,  durch 
weiche  die  Gleichung 

(3)  XG)  '\-  ijil  -{-  ^  ==  0 

mit  beliebiger  Annäherung  zu  lösen  ist.  Beide  Tatsachen  stehen  in 
engem  Zusammenhange  miteinander.  Aber  diese  Untersuchungen 
lieferten  keinen  regelrechten  Algorithmus,  nach  welchem  diese  Reihen 
von  Systemen  ganzer  Zahlen  eins  nach  dem  andern  aufgestellt  wer- 
den können,  ähnlich  wie  bei  der  analogen  Frage  bezüglich  der  Diffe- 
renz   o  oder  des  Ausdrucks  oo  —  coy,  bei  welcher  die  Theorie 

der  Kettenbrüche  solchen  Algorithmus  darbot. 

Nun  haben  unabhängig  von  der  Reduktion  der  Formen  Euler  und 
später  Jacobi  versucht,  durch  eine  Verallgemeinerung  des  Eetten- 
bruchalgorithmus  zu  einer  Regel  zu  gelangen,  ein  System  ganzer 
Zahlen  x,  y,  0  zu  finden,  wie  sie  aus  der  Reduktion  der  Formen  (1) 
und  (2)  hervorgingen.  Ersterer  ersetzte  die  Irrationellen  dj,  Sl  in  der 
Formel  (3)  durch  beliebig  angenäherte  rationale  Werte  und  bestimmte 
dann  ganze  Zahlen  x,  y^  ^,  welche  die  so  aus  (3)  hervorgehende  Glei- 
chung mit  rationalen  Koeffizienten  erfüllen.  Liegt  eine  solche  vor, 
etwa  die  Gleichung 

(3a)  49a +  596  4-75^  =  0, 

so  setze  man,  durch  den  kleinsten  Koeffizienten  dividierend, 

a  +  h  +  c^d,     also     106  +  26c  +  4Qd  =  0, 
dann  wieder 

6  +  2c  +  46?=-e,    also     6c  +  9(i  +  lOe  =  0, 

nun  wieder 

c  +  d  +  e^f,     also     3^-f- 4e+ e/'-O, 
endlich 

d  -\-  e  -\-  2f  =  g,     also     e  +  3^  ==  0; 

da  sich  nun  aus  der  letzten  Gleichung  e  unmittelbar  durch  g  aus- 
drücken läßt,  so  können  jetzt  durch  die  aufeinanderfolgenden  rekur- 
rierenden Gleichungen  der  Reihe  nach  ^,  c,  6,  a  durch  die  beiden  un- 
bestimmt bleibenden  Zahlen  f,  g  so  ausgedrückt  werden,  daß  die  Glei- 
chung (3a)  erfüllt  wird: 

6=^-3^,     (^  =  -2f+4^,     ^=-3/--.^,     6  ^2/"- 17^, 

a^~lf+22g^, 

58* 
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indem  man  hier  für  f^g  alle  ganzen  Zahlen  setzt,  erhält  man  die  sämt- 
lichen der  Gleichung  (3  a)  genügenden  ganzzah]  igen  Wertsysteme  a^h^  c, 
2.  Jacob is  Betrachtung  aber  ist  eine  unmittelbare  Verallgemeine- 
rung des  Kettenbruchalgorithmus  und  kommt  im  wesentlichen  darauf 
hinaus,  nachfolgende  Reihe  von  Gleichungen  aufzustellen,  in  denen 
«1,  «2  ^^^^  reelle  Irrationelle  bedeuten  soüen,  die  positiv  gedacht 
werden  mögen:  bezeichnen  a^,  a^^  die  unmittelbar  kleineren  ganzen 
Zahlen  als  a^^  a^^  so  setze  man  zunächst 

«1  =  <^i^  -) — >  ?    ^'>  ="  %^  +  ^  ; 

sind   dann  a^',  %'   die  unmittelbar  unter   a/,  a^  liegenden  ganzen 
Zahlen,  so  werde 

^1  ==  ö^i  +  ;;->'- .    'h  -  «2  +  :7^ 

gesetzt  und  so  fortgefahren: 


'^s 


«9 


USW.  Dies  führt  dann  zu  einer  noch  weiteren  Verallgemeinerung,  in- 
dem man  für  n  reelle  positive  Irrationellen  a^^  a'g,  .  .  .,  a^  den 
nachstehenden  Algorithmus  aufstellt: 


(4) 


in  welchem  allgemein  a^^''>  das  größte  in  0:^^^^')  enthaltene  Ganze  be- 
deuten soll;  er  unterscheidet  sich  nur  darin  von  dem  vorigen  ein- 
facheren, daß  in  ihm  statt  der  Einheit  die  Zahlen  ^o^^'^  stehen,  was 
für  die  Gesetze  des  Algorithmus  keine  wesentliche  Änderung,  aber 
einige  Vorteile  herbeiführt.  Perron  hat  in  zwei  größeren  Arbeiten 
die  Eigenschaften  dieses  allgemeinen  Kettenbruchalgorithmus 
sehr  eingehend  untersucht  und  eine  Fülle  wichtiger  Ergebnisse  ge- 
wonnen.^) Wir  woUen  dieselben  hier,  soweit  sie  für  unsere  Darstel- 
lung ein  Interesse  bieten,  zur  Kenntnis  bringen,  müssen  uns  aber  da- 

1)  „Grundlagen  für  eine  Theorie  des  Jacobischen  Kettenbruchalgorith- 
mus" (Habilitationsschrift  1906)  und  „Über  die  Konvergenz  der  Jacobi-Ket- 
tenbruchalgorithmen  mit  komplexen  Elementen",  Sitzgsber.  d.  K.  Bayr.  Ak. 
d.  Wis».  1908. 
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bei  teilweise  nur  auf  eine  Skizzierung  des  zu  ihnen  führenden  Be- 
weisganges beschränken. 

Zunächst  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (4)  durch  auf- 
einanderfolgende Substitutionen  eine  allgemeine  Formel 
von  folgender  Gestalt: 

e^  =  l,  2,  3,  ...,«) 
In  der  Tat  hat  man  uBmittelbar  in  der  Gleichung 

(6)  a,=  <:.X+Jhl< 

für  h  =  1  einen  so  gestalteten  Ausdruck.  Nehmen  wir  nun  an,  der- 
selbe wäre  bereits  für  einen  bestimmten  Wert  des  Index  li  nachge- 
wiesen, so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Werte  von 

in  (5)  auch  für  den  Index  h  -\-  \  den  Ausdruck 

von  derselben  Gestalt,  wenn  man  J. (''  +  "+*)  durch  die  Formel 

(7)  Jl/" +"  + 1)  =  a^V»A^''^  +  a/^Ä^"  +  ^^  +  •  ■  •  +  a„(''U/"  + ") 

definiert.  Hiermit  ist  die  Behauptung  erwiesen  und  zugleich  eine  Re- 
kursionsformel  gewonnen,  um  die  Koeffizienten  J./*^  für  fc  >  ^  aus 
den  Werten  derselben  für  k  -■=  0,  1,  2,  .  .  , ,  n  zu  erhalten.  Für  die 
letzteren  aber  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Formeln  (5)  und 
(6)  die  nachstehenden  Werte: 

(8)  Al')^0  für  Ä==l,2, ...,  ^-l,  i  +  l,...,  n-,  4(0=  1/ j.(«  +  i)=  ^^.o 

U  =1,2,...,^) 

und  demgemäß  aus  (7) 

(8  a)  J.-W=0 

(i^l,  2,  3,  ...,..); 
ferner 

(9)  ^/^)==»  0     für     7i  =  1,  2,  .  .  .,  w;     ^0^«  +  ^)=  1. 

Die  Formel  (7)  besteht  auch  für  i  ==  0,  ä  =  0,  wenn  man  noch  über- 
einkommt 

(9  a)  ao^'^=l,     -4o^'^=l 

zu  setzen. 
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3.  Wir  wollen  nun  zunächst  die  Rekursionsformel  (7), 
unabhängig  von  dem  Algorithmus  (4),  der  zu  ihr  geführt 
hat;  zumÄusgangspunkte  unserer  Betrachtung  nehmen  und 
die  Reihe  der  Zahlen  A^^\  welche  durch  sie  erhalten  werden^ 
näher  untersuchen. 

Wir  denken  uns  also  irgendwie  unendlich  viele  Zahlen 

(10)  «oW«Ä  ■••,<* 

{h  =  0, 1,  2,  3,  .  .  .) 

gegeben,  die  wir  ganz  allgemein  als  reell  oder  auch  als  komplex  an- 
nehmen dürften^  hier  jedoch  durchweg  als  ganze  nicht-negative  Zahlen, 
die  Zahlen  a^^^'^  >  0  voraussetzen  wollen.  Werden  in  der  Rekursions- 
formel (7)  die  Größen 

(11)  Aj^,A^,Al^\...,AI^ 

beliebig  als  nicht -negative  ganze  Zahlen  gewählt,  so  liefert  sie  für 
jeden  Index  ^  =  0,  1,  2, .  .  . ,  n  ein  zugehöriges  System  nicht- negativer 
ganzer  Zahlen 

(12)  ^/')     für     h  =  0,  1,  2,  3,  .  .  . 

und  somit  n  ^  1  solcher  Systeme,  um  deren  Eigenschaften  es  sich 
handelt.  Wir  wählen  aber  insbesondere  für  die  anfänglichen 
Werte  (11)  die  in  (8)  und  (9)  angegebenen,  setzen  nämlich 

[^.(»)=1     (für  i  =  0,  1,  2,...,^) 


(^^)  [AI')  =  0     (für  L  h  =  0,  1,  2,  .  .  . ,  n;  Ä  +  0 

voraus  und  nennen  dann  das  System  der  n  -\-  1  Formeln  (7) 
oder  die  w  +  1  Systeme  (12)  eine  Jacobi-Kette  >^*®'^  Ordnung. 
Für  *^  =  1  führt  sie  offenbar  zu  den  gewöhnlichen  Kettenbrüchen, 
da  die  Formel  (7)  dann  die  Gestalt 

(7  a)  AP  +  ^)  =  a,(^).4/^  +  ^)  +  a^^^'^A.^) 

(i  ==  0,  1) 

annimmt,  also  das  bekannte  Bildungsgesetz  der  Zähler  und  Nenner 
für  die  Näherungsbrüche  des  Kettenbruchs 


^    :^     ^    (0)   4-      ^^     4-     ^^^' 


ausspricht. 

Die  Determinante  der  n  +  1  Formeln  (7)  hat  einen  sehr  einfachen 
Wert.  Erhöht  man  nämlich  in  derselben  den  Index  h  um  eine  Ein- 
heit und  ersetzt  dann  die  Elemente  der  letzten  Kolonne  nach  der  For- 
mel (7)  durch  ihre  Ausdrücke,  so  erhält  man  nach  bekannter  Regel 
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aus  welclier  Rekursionsformel  sogleich 


=  (-l)X^^) 


A  (^^)  J  ('*+^)        J[  ' 


(Ä+«) 


(14) 


J   (A4-«) 


A  ^^'- 


=  {-l)^* 


a^'^'^a^^^  . . .  a/-'^^ 


gefunden  wird. 

Die  Größen  ^/^'^  werden  nacli  dem  Bildungsgesetze  (7)  offenbar 
ganze  und  ganzzahlige  Funktionen  der  Elemente  a/*^  und  ebendes- 
halb nach  unserer  für  die  letzteren  gemachten  Voraussetzung  jeden- 
falls für  /*;  >  71  positive  ganze  Zahlen.  Versteht  man  nun  unter  A^^l 
ein  System  von  Zahlen,  welches  die  Anfangs  werte 

|.1(;).=  1     (füre==0,  1,  2,  ...,'/0 

^^^^  UW  ==  0     (für  i,  Ä  ===  0,  1,  2,  .  .  .;  n;  /^  4=  0 

aufweist,  im  übrigen  durch  die  Rekursionsformel 

(16)  J.^(/;  +  «  +  i)  ==  a/'  +  '') .  J. W  -f.  a^i^"^^.)-  -4.(J  +  i)  +■•••  +  af'  +  ^)  •  J.,;:^+^^) 

bestimmt  wird,  so  gehen  ersichtlich  die  Ausdrücke  für  diese  G(Yö&qh 
aus  den  entsprechenden  für  die  J./^^  einfach  dadurch  hervor,  daß  in 
diesen  die  oberen  Indizes  der  Elemente  a^  um  r  Einheiten  erhöht 
werden.  Entsprechend  mit  den  Formeln  (8)  findet  sich  also  ins- 
besondere 
(15  a)  A^l:^^=-a^X 


Man  erhält  leicht  zwischen  den  Größen  AP''^  und  J./^"^  nachstehende 
Beziehung 

(17)     A,^^-^")  =  A^'^l .  A}^-^  4-  A^^l '  ^/'+  ^)  +  • 


yj  W.  ^. ('■+«>. 


In  der  Tat  besteht  dieselbe  den  Festsetzungen  (15)  zufolge  identisch 


für  Ä  =  0,  1, 


^;  wenn  sie  aber  für  irgend  n  +  1  aufeinander- 


folgende Werte  7^,  Ä  +  1,  ?i  +  2,  .  .  .,  Ä  +  h  besteht,  so  besteht  sie 
allgemein,  da,   wenn  man  die  entsprechenden  Gleichungen  bzw.  mit 


a/-^^-), 


.,«/'+'■) 


multipliziert,  aus   ihrer  Addition   mit  Rücksicht   auf  (16)   dieselbe 
Gleichung  auch  noch  für  h  -f-  7i  +  1  gültig  hervorgeht.   Insbesondere 
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findet  man  aas  der  so  bewiesenen  Formel^  wenn  darin  )'  ==  1  und  7^  — •  1 

statt  h  gesetzt  wird, 

\       i  i  n,l  '  i  —  1,  1 

(Ha)   ,  (i="l,  2,  ...,n) 

L4  W=a(0).^(/.-i) 

0  0  7J,1  * 

woraus  sogleich  einer  obigen  Bemerkung  gemäß  allgemeiner 

(17b)  j  (i=l,2,  ...,n) 

folgt. 

4.  Im  Falle  n  =  1  bilden,  wie  schon  bemerkt,  die  Brüche 

für  h  ^  Of  ly  2,  .  .  .  die  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüche  des 
Kettenbruchs  K,  indem,  je  nachdem  sie  mit  unendlich  wachsendem 
h  gegen  einen  endlichen  Grenzwert  a  konvergieren  oder  nicht,  der 
Kettenbruch  K  diesen  Wert  repräsentiert  oder  sinnlos  ist.  Dies  ver- 
allgemeinernd werden  wir  die  Jacobi-Kette  (7)  konvergent 
oder  divergent  nennen,  je  nachdem  die  Brüche 

5^)    (f^i'  ^  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 

mit  unendlich  wachsendem  li  gegen  endliche  Grenzen  kon- 
vergieren oder  nicht^  je  nachdem  also  Gleichungen  statt- 
finden von  der  Form 

(18)  lim  %  =  a^\      lim  %  =  «,«,...,    lim  ^,,  =  «„« 


oder  nicht. 

Da  nach  (17  a) 


"^0  -^w,  1 


gesetzt  werden  kann,  so  ist  die  Konvergenz  der  Jacobi-Kette  auch 
gleichbedeutend  mit  der  Existenz  der  Grenzwerte 

(18a)  ^i^^-J)^       ^^^7|y>---'    ^^-^A^^' 

Diese  Ausdrücke  enthalten  aber  keine  der  Zahlen  a^^  a^,  . . . ,  a,^f^ 
und   demnach   hängt    die   Konvergenz    oder   Divergenz    des 
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Kettenbruchalgorithmus    von    den   Werten    dieser   Zahlen 
nicht  ab. 

Perron  nennt  im  Anschluß  an  eine  Definition  Pringsheims  den 
Älgorithm US  (7)  unbedingt  konvergent,  wenn  er  au ch  nach  Weg- 
lassung  einer  beliebigen  x\nzahl  r  von  Anfangszeilen  des  Systems  (10) 
noch  konvergent  bleibt,  d.  h.  also,  v^enn  für  jedes  r  ==  0,  1,  2,  .  .  . 
die  Ausdrücke 


(19) 


^:r 


J^. 


m 


it    unendlich    wachsendem   li   ^e.^^n  bestimmte   endliche 


Grenzwerte  konvergieren.    In  diesem  Falle  wollen  wir  setzen 


(20) 


«; 


('•) 


(}-  0,  1,  2,  .  ..,  n) 
Da  alsdann  aus  der  Formel  (Hb),  wenn  sie  in  der  Gestalt 

geschrieben  wird,   durch   den  Übergang  zur  Grenze /i  =  co   die  Be- 
ziehung ^,.^,) 


(?:"==  1,  2, . . .,  71) 

insbesondere  also  für  i  =  1 


(^'+1) 


gewonnen  wird,  so  erhellt  zunächst,  daß  cc^/''^^^  von  Null  verschieden 
sein  muß,  damit  cc^^'''^  einen  endlichen  Wert  bedeuten  kann;  sodann 
aber  ergibt  sich  ein  System  s^on  Gleichungen 


(21) 


0    ^ 


a,'  + 


(S)  ,,(3) 


a^i'^-~ 


(3)? 


<     +   T(i)" 


,(2) 


-^/i  ^n        i  (2) 


"'1         I        (3)  ^    *^'2  ^2        i        (3W  ?       ?i  »        ' 


442     Vierzehntes  Kapitel.     Der  verallgemeinerte  Kettenbruchalgorithmus 

von  derselben  Gestalt  wie  die  Gleichungen  (4),  so  daß,  wie  aus  diesen 
die  Formel  (5),  aus  ihm  die  folgende  Gleichung 

erschlossen  wird. 

5.  Nun  läßt  sich  folgender  Satz  beweisen: 

Wenn  die  Elemente  (10)  für  jeden  Wert  des  Index  h  die 
Voraussetzungen  erfüllen,  daß,  unter  C  eine  feste  positive 
Konstante  verstanden, 

(23)  «,<'>0,    0<^^6',    O^g^O 

für  i  ^  0,  1,  2,  .  .  .  y  n  —  \   ist,   so   konvergiert   die   Kette   (7) 
unbedingt. 

Zum  Beweise  bemerken  wir  zunächst,  daß  alsdann 

^^(«  +  i)==ao^>0 
und  nach  (7)        ^/  +  «-^^)  y  a/>  •  A^^^^^^)  ^  ~^^ 
ist,  woraus  allgemeiner  für  jeden  Index  h  >  n 

(24)  J„(*+*)^^.^^C*) 

hervorgeht.    Hiernach  ist  Äj^^'^  >  0  für  jedes  Ji  >  n^  und  daher  sind 
dann  die  Quotienten 


von  endlichem  Werte  und  somit  unter  n  +  1  solchen  aufeinander- 
folgenden Quotienten  ein  kleinster  positiver  Wert  Ä/^^  und  ein  größter 
positiver  Wert  g^^  vorhanden.    Nun  folgt  aus  (7)  die  Gleichung 

^(Ä  +  «-fl)  j(h)  jih-i-l)  J.(''  +  "^ 

(25)  -p^  =  V"^  •  ^|y  +  h^"^  ■  ^|tT)  +  •  ■  •  +  K^"-  2|t^  - 
wenn  LV)  =  ^,^;-"-,-,- 

«  M  +  n  +  l) 

i1c^0,l,2,...,n) 

gedacht  wird,  und  zwischen  diesen  gewiß  nicht  negativen  Koeffizien- 
ten Ij^^^^  besteht  ebenfalls  nach  (7)  die  Beziehung 

(26)  A,w  +  V")  +  ...  +  A,/)=l. 
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Zudem  ist  nach  den  Voraussetzungen  (23)  und  der  Ungleichheit  (24) 

also  wegen  der  voraufgehenden  Beziehung 

(28)  K^'^^in 


wenn  M  =  1  +  C  +  G^  -\ +  C«  +  ^  gedacht  wird. 

Nun  folgt  aus  (25)  und  (26) 

Ah  +  n  +  l) 

und  also  auch  Jb/^' +  ^)  ^  fc/*^.  Ebenso  findet  man  g.^^'^'^^^gP  und 
daher  die  Ungleichheiten 

denen  zufolge  die  Größen  fc/')  mit  h  stets  wachsend  und  die  Größen 
^/^)  stets  abnehmend  gegen  endliche  Grenzen  jE^.,  G^  konvergieren, 
während  K^  ^  G^  ist. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  kann  nun  gezeigt  werden,  daß  K^^  G^ 
sein  muß.  Denn  nehmen  wir  diese  Werte  als  voneinander  verschieden  an, 
so  würde  doch  für  hinreichend  große  h,  wie  klein  auch  die  positive 
Größe  E  gedacht  werde,  h^'^ >  K^—  s  sein,  da  es  sich  mit  zunehmen- 
dem h  stets  wachsend  der  Grenze  K^  unendlich  nähert,  und  daher  er- 

Af 
hielte  man  dann  auch      ,^.  >  K.  —  e.    Alsdann  aber  folgt  aus  (25) 

d.  i.,  wenn  (28)  beachtet  wird, 

j(A  +  «  +  l)  ,         /j(Ä4-n) 

^  T^  -       1        ( ^i 


Aus  dieser  für  jeden  Index  h>  n  erschlossenen  Ungleichheit  geht 
aber  sogleich  die  allgemeinere: 


hervor,  in  welcher  nun  der  Index  h  unter  n  +  1  aufeinanderfolgen- 
den  Zahlen  so  gewählt  werden  kann,  daß  — 70:^    ^^^    größte    der 
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entsprechenden  Werte,  also  größer  als  G^,  und  dann  k  unter  w  -f  1 

aufeinanderfols^enden  Zahlen  so,  daß  -^ — r~r.  der  kleinste  der  ent- 

^^(Ä  +  n  +  Ä) 

sprechenden  Yv^erte^  also  kleiner  als  K^  wird.  Dann  erhielte  man  aber 
die  Ungleichheit 

0>i(G,-Z,)-.(l+i  +  ---  +  3^.,), 

die  nicht  bestehen  kann,  wenn  die  Zahlen  fc,  Ic  bei  der  zuvor  ge- 
troffenen Wahl  zugleich  so  groß  genommen  werden,  daß  das  Glied 
mit  e  hinreichend  klein  wird.  Da  somit  unsere  Annahme  K.  <  G- 
unzulässig  ist,  erhält  man,  wie  behauptet,  K.  ==  G-,  und  demnach  kon- 

yergieren   die  Ausdrücke  — r-   mit  unendlich  wachsendem   Ji  gegen 

feste  endliche  Grenzen,  und  man  darf  setzen 

(29)  lim  ao^  .  -^i^^  =  a,o. 

u  =  1,  2,  ...,  n) 

die  Kette  (7)  ist  also  konvergent. 

Da  aber  die  Voraussetzungen  (23)  auch  gelten,  wenn  man  beliebig 
viele  Anfangszeilen  des  Elementensystems  (10)  wegläßt,  so  erschließt 
man  in  gleicher  Weise  auch  das  Vorhandensein  allgemeinerer  Grenz- 
werte .^, 

(30)  lim  a/)-^f^  «/''), 

(i  ==  1,  2,  .  .  . ,  n) 

also  die  unbedingte  Konvergenz  der  Kette  (7). 

Man  bemerke  endlich,  daß  man,  weil  die  Konvergenz  oder  Diver- 
genz der  Kette  von  den  Zahlen  a^^,  a^°,  .  .  . ,  a^^  der  ersten  Zeile 
des  Systems  (10)  nicht  abhängt,  in  den  Voraussetzungen  (23 j  des 
Satzes  die  auf  diese  Zahlen  bezüglichen  auch  unterdrücken  kann, 
ohne  daß  er  aufhört,  gültig  zu  bleiben. 

6.  Wir  kehren  nun  zu  den  Gleichungen  (4)  zurück.  Wenn  in 
ihnen  «^^^'"^^  keiner  ganzen  Zahl  gleich  ist,  darf  man  a^,^^')  als  eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  wählen,  und  die  erste  Gleichung  der  ent- 
sprechenden Zeile  bestimmt  dann  cc,}^''>]  wäre  aber  a^^''^"^  einer  ganzen 
Zahl  gleich,  so  müßte  cif}^'^  ==  0  gesetzt  werden,  und  die  Größe  a^^'^^ 
wäre  aus  der  ersten  Gleichung  jener  Zeile  nicht  zu  bestimmen.  Dann 
dürfte  ^(A) 
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gesetzt  und  unter  a^^^^  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  verstanden 
werden,  wodurch  dann  aj^'^  bestimmt  wird,  außer  wenn  auch 
u^^^'~^^  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist.  In  diesem  Falle  müßte  man  in 
derselben  Weise  zur  dritten  Gleichung  der  Zeile  weitergehen  usw. 
Aber  nicht  sämtliche  Zahlen  a^^^'~^\  a^^^'~^\  .  .  .,  cc^^'~^^  können  gan- 
zen Zahlen  gleich  sein,  da  sonst  nach  (5),  wenn  darin  Ji  m  h  —  1 
verwandelt  wird,  «.  rational  würde,  gegen  die  Voraussetzung.  Sei 
demnach  cc/^'"^^  die  erste  jener  Zahlen,  die  von  einer  ganzen  Zahl 
verschieden  ist,  so  daß 

(^ 


af) 


gesetzt  werden  darf,  unter  a/'^  eine   beliebige  positive  ganze  Zahl 
verstanden,  so  liegt  ■  j^  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  ausschließ- 


cci''^ 


lieh  derselben;  demnach  ist  --.j.  ein  endlicher  TV  ert  größer  als  1,  also 


af 


<x,^/^'^  >  a/^'^  und  folglich  auch  a„(^'^  >  a^^^'>  oder 


Da  aber  nach  Voraussetzung  afj-i  =-  a/1.2  =  •.•==  r/^W  ==  0  sind,  so 
gelten  allgemeiner  die  Ungleichheiten 


^^i)^^ 


(»  =  0,  1,  2,  ...,i) 


Für  die  folgenden  Gleichungen  der  Zeile  lassen  sich  aber  dieselben 
Betrachtungen  wiederholen,  und  so  findet  man  endlich  diese  Ungleich- 
heiten für  alle  i  =  0, 1, 2, . . . ,  n  erfüllt.    Zudem  ist  wegen  a^^'^  > a.^^^ 

o<-|,<i,<i 

und  a^j^  ==  1  >  0 .  Demnach  sind  die  Voraussetzungen  des  vorigen 
Satzes  für  jeden  Index  /^  >  0  erfüllt,  wenn  (7=1  gedacht  wird.  Der 
Schlußbemerkung  voriger  Nr.  zufolge  dürfen  wir  also  den  Satz  aus- 
sprechen: Der  durch  die  Gleichungen  (4)  gegebene  Jacobi- 
sche Kettenbruchalgorithmus  für  n  positive  Irrationellen 
a^,  a^^  .  .  .,  a^  ist  unbedingt  konvergent. 

Demgemäß  führt  er  zu  gewissen  Grenzwerten  (29),  andererseits 
aber  zur  Formel  (5).    Diese  nun  läßt  sich  schreiben,  wie  folgt: 
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4*)  4*'       Af)    «^4*+')       4*+') 

Jh)   Ah  +  7i)  Ah  +  n) 

wo  zur  Abkürzung 
gesetzt  ist;  oder  einfacher 


a,  == 


während  die  ?,q^^\  X^^^'\  .  .  .^  Aj^^  nichtnegative  Größen  sind,  deren 
Summe  gleich  1  ist,  die  mithin  zwischen  0  und  1  enthalten  sind. 
Läßt  man  aber  hierin  h  unendlich  wachsen,  so  darf  man  —  mit  Rück- 
sicht auf  (29)  und  indem  man  unter  ^o?  ^i;  •  •  •?  ^n  beliebig  kleine 
Größen  versteht  — 

schreiben,  d.  h.  an  der  Grenze  für  h  =  oo 

a,  ==  «.». 

Demnach  sind  die  Irrationellen  a^  selbst  die  Grenzwerte 
des  zu  denGleichungen(4)  gehörigenKettenbruchalgorith- 
mus  (7),  und  folglich  dürfen  die  den  aufeinanderfolgenden 
Werten  von  h  entsprechenden  Brüche 

Af 
"^o"  •  1(T)  für  i  =  1,  2,  3,  ... ,  n 

mit  Recht  als  die  sukzessiven  Näherungsbrüche  für  die  Irra- 
tionellen a.  bezeichnet  werden. 

Es  ist  das  Verdienst  Perrons,  diesen  Nachweis  erbracht  zu  ha- 
ben; Jacobis  Arbeit,  welche  die  Frage  nach  der  Konvergenz  des 
Algorithmus  überhaupt  nicht  berührt,  läßt  daher  auch  ganz  im 
Zweifel,  inwieweit  man  bei  demselben  von  Näherungsbrüchen  der 
Irrationellen  a^  zu  sprechen  berechtigt  sei. 

7.  Wir  zeigen  jetzt  weiter,  daß,  wenn  bei  dem  Algorith- 
mus (4)  für  alle  hinreichend  großen  Werte  des  Index  h 

«(^0    I  yÄ)  J ,       (Ä) 

(31)  !L±^iJ_±_ "»^  <  ö  <  1 

n 

bleibt, 
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(32)  lim  (^/'')  -  «^yloC'))  =  0 


ist.    Zur  Abkürzung  schreiben  wir 

dann  geht  aus  der  Formel  (5)  folgende  Gleichung  hervor: 

p         J^_      j)    JL-     Ti         __       —        7^ 

•^h  +  n  —         -  a)    '  ^h  (h)  '  ^h  +  1         '  •  '  m     •  -^Ä  +  n-i  • 

Bezeichnet  man  daher  den  größten  absoluten  Betrag  yon  n  aufein- 
anderfolgenden Ausdrücken 

mit  Mj^  so  folgt 

^(^0    .     M      1 L  Ah) 

I J5,^,  I  < ^~- M^ , 

also  nach  der  Voraussetzung  (31)  für  hinreichend  große  Werte  von  h 
(33)  \B,^„\<e.M,<M„ 

und  demnach  gewiß  auch        i^r       ^^^  wr 

SO  daß  die  Zahlen  Mj^  mit  wachsendem  Index  niemals  zunehmen. 
Daher  ergibt  die  für  n  aufeinanderfolgende  Werte  von  li  gebildete 
Ungleichheit  (33)  die  Größen 

sämtlich  absolut  kleiner  als  0  •  M^^  und  folglich  auch 
allcrememer  also 

woraus  bei  unendlich  wachsendem  Jh 

lim  ^A+i«  =  0, 
also  auch  die  behauptete  Gleichung  (32),  sich  herausstellt. 

Unter  derselben  Voraussetzung  (31)  und  wenn  keine  der 
Zahlen  a^^^^  verschwindet,  kann  zwischen  den  Irrationellen 
a-  keine  Gleichung 

mit  ganzen  (also  auch  nicht  mit  rationalen)  Koeffizienten 
bestehen,  es  sei  denn,  daß  alle  P^  ==  0  sind.  Denn  aus  einer 
solchen  Gleichung  ergäbe  sich 

n 
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also 

n  7i 

Hier  sinkt  bei  unendlich  waclisendem  h  jedes  Glied  der  Summe  zur 
Rechten  nach  dem  soeben  Bewiesenen  unter  jeden  Grad  von  Klein- 
heit herab,  so  daß  für  alle  Werte  von  h  von  einer  gewissen  ganzen 
Zahl  V  an  der  absolute  Betrag  der  Summe  zur  Rechten  kleiner  als 
1  bleibt.  Da  die  Summe  zur  Linken  stets  einer  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  muß  sie  deshalb  für  alle  jene  Werte  vonÄ  gleich  Null  sein.  Man 
kann  daher  n  -\-  1  Gleichungen  schreiben: 


deren  Determinante  nach  der  Formel  (14)  von  Null  verschieden  ist. 
Demnach  müssen  alle  Koeffizienten  P.  verschwinden.  — 

8.  Bei  der  Entwicklung  einer  Irrationellen  in  einen  gewöhnlichen 
Kettenbruch  war,  wie  mehrfach  erwähnt,  eine  Periodizität  des  letzteren 
charakteristisch  dafür,  daß  jene  Irrationelle  eine  quadratische  ist. 
Da  nun  der  Ja c ob i sehe  Kettenbruch algorithmus  (4)  nur  eine  ein- 
fache Verallgemeinerung  jenes  einfachen  ist^  liegt  die  Frage  nahe, 
ob  eine  Periodizität  desselben  in  analoger  W^eise  für  den  algebrai- 
schen Charakter  der  Irrationeilen  a^^  a^^  .  ,  . ,  a^  maßgebend  sei  oder 
nicht.  Jacobi  selbst  hat  diese  Frage  für  den  Fall  n^  2,  insbeson- 
dere, wenn  dann  a^==  a,  a<^^  a^  und  a  die  Kubikwurzel  aus  einer 
ganzen  Zahl  ist,  schon  zu  lösen  versucht  und  für  eine  Reihe  von 
Beispielen,  nämlich  für 

die  Periodizität  des  zugehörigen  Algorithmus  tatsächlich  festgestellt. 
Perron  ist  dann  dieser  Frage  für  jeden  Wert  von  n  in  weitem  Um- 
fange und  mit  gutem  Erfolge  nähergetreten.  Seine  Hauptergebnisse 
sollen,  soweit  es  sich  um  regelmäßige  Algorithmen  handelt, 
hier  noch  skizziert  werden.  Unter  einem  regelmäßigen  Ketten- 
bruchalgorithmus  aber  soll  ein  solcher  verstanden  wer- 
den, dessen  Elemente  (10)  von  der  bei  den  Gleichungen  (4) 
geltenden  Beschaffenheit  sind,  während  keine  der  Zahlen 
^^{h)  verschwindet,  welche  dann  alle  gleich  1  gedacht  wer- 
den dürfen  und  sollen. 

Ein  solcher  ist  nach  Nr.  6  unbedingt  konvergent.  Die  Konver- 
genz soll  aber  hinfort  in  etwas  allgemeinerem  Sinne  ge- 
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faßt  werden,  indem  der  Algorithmus  konvergent  heißen  soll,  wenn 
es  l^  -f  1  nicht  sämtlich  verschwindende  Größen  ^o?  ^i?  ^2?  •  •  •;  ^^, 
gibt^  so  beschaffen,  daß 

(34)  lim  (A,(^^) :  Ä,^') :  .  .  .  :  ÄJ^^^)  ==  x,  :  x,  :  .  ,  ^  :  x^ 

h~oo 

ist.  Man  erkennt  einfach,  daß  auch  dann  Konvergenz  oder  Diver- 
genz des  Algorithmus  durch  Fortlassen  beliebig  vieler  Anfangszeilen 
des  Systems  (10)  nicht  geändert  wird.  In  der  Tat,  ist  er  konvergent, 
wenn  die  ersten  r  Zeilen  unterdrückt  werden,  d.  h.,  ist 

(34a)       lim  {A^^r  :  A^x^r  :...':  <V)  =-  ^o^^''^ :  x^^^) :  .  .  .  :  a;J^), 

wo  die  rr/"*^  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  folgt  aus  den  Gleichun- 
gen (17),  welche  die  ^/''  +  ''^  linear  ausdrücken  durch  die  ^ifr,  die 
Proportion  j-^  (^^(,) .  ^^(,) .         .  ^^(,)) 

=  A^'^^o^o^"^  +  A^^'-^^^x^^')  +  •  •  •  +  ^0^'""*^^/^ 
:  A^^^')x^^'^)  +  A^^''+')x^^')  +  .  .  .  +  A^^'^'^^x^^'^ 


deren  rechtsseitige  Glieder  nicht  sämtlich  NuU  sein  können,  da  sonst 
aus  den  n  +  1  Gleichungen 

A^x,^')  +  A,^'  +  ^)x^^>-^  +  '■'  +  ^>'^-)^,(^)  ^  0, 

deren  Determinante  bei  einem  regelmäßigen  Algorithmus  der  Glei- 
chung (14)  zufolge  nicht  ISTuil  ist,  sämtliche  x^^^  gegen  die  Voraus- 
setzung sich  gleich  Null  ergäben.  Somit  ist  auch  der  von  Anfang 
an  genommene  Algorithmus  konvergent.  Aus  den  Gleichungen  (17) 
finden  sich  aber,  da,  wie  gesagt,  ihre  Determinante  nicht  Null  ist, 
auch  umgekehrt  die  Af^r  linear  ausgedrückt  durch  die  Al^'\  und 
deshalb  ist  in  gleicher  Weise  der  umgekehrte  Schluß,  also  die  oben 
aufgestellte  Behauptung  zu  begründen. 

Aus  den  Proportionen  (34)  und  (34a)  zusammen  mit  den  Glei- 
chungen (17)  ergibt  sich  nun  bei  geeigneter  Wahl  der  Proportionali- 
tätsfaktoren die  Formel 

(35)  X,  =  ^/'-^^o^''  +  Äi'^^)x,^^)  +  •  •  •  +  Af^^)x/^. 

{i  =  0,  1,  2,  ... ,  n) 

9.  Wir  nennen  denregelmäßigen  Algorithmus  periodisch, 
wenn  in  dem  Systeme  (10)  seiner  Elemente  von  Anfang  an 
oder  nach  einer  gewissen  Anzahl  g  von  Zeilen  eine  Reihe 

Baclimann,  Zahlentheoxio  IV  2  29 
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Ton  p  Zeilen  sich  unaufhörlich  wiederholt,  wenn  also  für  alle 
Indizes  h 

(36)  a/^+i'  +  ^O  _  a^o-vp^ 

(7  =  0,  1,  2,  ..  .,  n) 
oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn 

(i  =  0,  1,  2,  ... ,  ^^) 

ist,  sooft  h^h  (mod.  j9) .  Wenn  dabei  g  =  0  ist,  heißt  der  Algorith- 
mus rein  periodisch,  anderenfalls  bilden  die  ersten  g  Zeilen  des 
Systems  (10)  seine  Vorperiode.  Bei  der  Frage  nach  der  Konver- 
genz eines  periodischen  Algorithmus  darf  man  sich  nach  dem  Satze 
der  vorigen  Nummer  auf  die  Betrachtung  rein  periodischer  Algorith- 
men beschränken.  Allgemein  aber  folgt  offenbar  aus  den  Annahmen 
(36)  das  Bestehen  der  Gleichungen 

(37)  Ai^gJ^p=    Ai^    g 

(^  =  0,  1,  2,  ...,  n) 

und  bei  reiner  Periodizität 

(37  a)  A^^:\,^Af\ 

(i  =  0,  1,  2,,..,>^) 

Daher  besteht  an  der  Grenze  für  li  =  oo  die  Proportion 

oder,  wenn  q  den  Proportionalitätsfaktor  bedeutet,  die  allgemeine  Be- 
ziehung 

(38)  ^/^^  =  ^.a;/^+^). 

(i  =  0,  1,  2,...,n) 
Setzt  man  nun  in  (35)  r  =  g,  so  kommt 

Q  'Xi==  q(AI^^Xq^^\+  J.>  +  ^);ri(^)  H +  J./^  +  ^^)a;„(^>), 

für  r  =  g  -\-  p  aber  mit  Rücksicht  auf  (38) 

Q  •  Xi  ==  4^^+^)^o(^)  +  J./^+p  +  %i(^)  H +  A.^^+P^''^x^^^\ 

und  demnach 

(j^.(^  +  p)  __  ^  .  ^.(y))  .  ^^(y)  _j_ 1_  m^^p  +  n)  ___  ^  .  j,.(/7  +  n))  .  ;:^^(p)=  0; 

(i  :^  0,  1,  2,  ... ,  n) 

man  erhält  also  n  +  1  Gleichungen,  deren  Determinante  verschwin- 
den muß,   da  nicht  sämtliche  x^-^^  =  0  sind.    Der  Proportionali- 
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tätsfaktor   ()   muß   also   Wurzel   der    folgenden   Gleichung 
n  +  1*^"  Grades  sein: 


==0, 


AJ^  +  p)  -  qA.^^^^\  ^jÄ^+z^  +  i)  _  qAJ^-^'\  . . .,  ^j^+i^  +  «)  -  ^^J^  +  ^ 

die  cliarakteristische  Gleichung  des  periodischen  Algo- 
rithmus genannt  werden  soll.  Mit  Beachtung  der  Gleichungen 
(17)  kann  ihr  die  folgende  einfachere  Gestalt  gegeben  werden: 

^,!?^  ^,9  ^'  *  Ijfi'  1=0* 

;  A^rP)^  J.(^  +  i)  ....  ^(^  +  ^)  -  p  : 

in  der  Tat  geht  diese  Determinante  zufolge  der  genannten  Gleichungen 
in  die  vorige  über,  wenn  man  sie,  mit  der  nach  den  Voraussetzungen 
Yon  Null  verschiedenen  Determinante 

kolonnenweise  multipliziert.  Diese  neue  Gestalt  der  charakteristischen 
Gleichung  empfiehlt  sich  nicht  nur  durch  größere  Einfachheit, 
sondern  vornehmlich  dadurch,  daß  sie  die  Unabhängigkeit  der- 
selben von  der  Vorperiode  zum  Ausdrucke  bringt. 

Beschränkt  man  sich  deshalb  auf  reinperiodische  Algorithmen, 
d.  h.  setzt  man  ^  =  0,  so  kann  die  charakteristische  Gleichung  fol- 
gendermaßen gefaßt  werden: 

-  A,(P\  Q  ~  A,(p+^\  .  .  . ,      -  A,(P+'^^ 


m     m 


:=0. 


10.  Perron  hat,  indem  er  das  Elementensystem  (10)  zunächst  ganz 
beliebig  ließ,  in  den  §§  11 — 13  seiner  erstgenannten  Arbeit  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Konvergenz  eines 
periodischen  Algorithmus  aufgesucht.  Die  hierzu  erforderlichen  Er- 
wägungen sind  aber  recht  beträchtlich  und  mannigfaltig,  besonders 

29 '^^ 
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in  dem  FaUe,  wo  die  Periodenzabl  ^  >  1  ist.  Indem  wir  hier,  wo  die 
KonYergenz  des  Algorithmus  schon  feststeht,  bloß  darauf  verweisen 
können,  müssen  wir  doch  der  Arbeit  einen  Satz  entnehmen,  der,  aus 
jenen  Betrachtungen  gewonnen,  die  Grundlage  für  das  Folgende  bildet. 
Wir  führen  dazu  neben  der  Determinante  (39)  die  aus  ihren  Unter- 
determinanten n^^"^  Grades  gebildete  Determinante  ein  und  schreiben 
diese  wie  folgt: 


Aus  den  bekannten  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  einer  De- 
terminante und  den  dazu  Adjungierten  folgen  dann  zunächst  die 
Gleichungen 

(40)  ^,W  .  g,,{Q)  -f  A,^^^)  ■  g,,{Q)  +  ■■■+  A^+™)  ■  ^,„(9) 

=  Q  ■  Oikio)  ~  j    0   })  je  nachdem  {^  ^  ,•}    ist. 

(für«,  Ä-  =  0,  ],  2,  ...,«) 

Durch  sie  sind  die  Elemente  5',j(())  für  alle  Indizes  *, Ä;  =  0, 1,2, ...,w 
definiert,  und  es  bestehen  identisch  für  fc  =  0,  1,  2,  .  .  .,  m  die  Be- 
ziehungen 

(41)  g,,{Q)  =  4o(*)^o.(9)  +-  A'''9^A9)  +  •  •  •  +  ^/'^„.(P), 

die  man  aber  auch  zur  Definition  der  Größen  (:/^.(^)  für  größere  Werte 
des  Index ^  benutzen  kann.   Aus  ihnen  ergibt  sich  dann  die  folgende: 

n  n  n 

wo  nun  die  auf  h  bezügliche  Summe  zur  Rechten  nach  (40)  den  Wert 
Q  •  9xi(Q)  oder  den  Wert  q  •  ^;  j.(^)  —  /*(())  hat,  je  nachdem  X  =^  i  oder 
A  =  i  ist;  da  hiernach  die  Doppelsumme  gleich 

wird,  so  folgt  aus  (41)  füj*  die  vorige  Gleichung  die  Gestalt: 

n 

(42)  9  •  g,,(^)  -2  A''^"  ■  ff.ÄQ)  =  A^'W), 

eine  Beziehung,  auf  die  wir  später  werden  zurückzuweisen  haben.  Sie 
kann  ebenfalls  zur  Definition  der  Größen  ^j^.(^)  dienen,  indem  für  jeden 
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bestimmten  Wert  von  h  die  t^  +  1  Grleichungen  für  i  =  0, 1, 2, . . .,  ??j 
deren  Determinante  gleich  /*(());  also  nicht  identisch  Null  ist,  die 
n  +  1  Größen  ,.  .  .  .  .\ 

eindeutig  bestimmen. 

Stellen  wir  nun  noch  mit  Perron  folgende  Definition  auf:  Eine 
algebraische  Gleichung /*(^)  ==  0  heiße  regulär,  wenn  unter 
ihren  verschiedenen  Wurzeln  entweder  nur  eine,  die  mit  Qq 
bezeichnet  werde,  den  absolut  größten  Betrag  hat,  oder, 
falls  mehrere  von  diesem  Betrage  vorhanden  sind,  doch 
deren  Vieifachheit  geringer  ist  als  die  von  Qq.  Die  Wurzel 
^Q  soll  die  Hauptwurzel  dieser  Gleichung  heißen. 

Dies  vorausgeschickt,  läßt  sich  der  gedachte,  von  Perron  aus  der 
oben  angegebenen  Grundlage  hergeleitete  Satz  folgendermaßen  fassen: 

Ist  der  den  Irrationellen  a^^  ß^2?  •  •  •?  ^«  zugehörige  Ketten- 
bruchalgorithmus  (4)  regelmäßig  und  periodisch,  so  ist  die 
charakteristische  Gleichung  regulär,  die  Hauptwurzel  Qq 
positiv  und  einfach  und  ^^^iC^o)  >  0,  und  man  erhält  aus  (35) 
für  r  =  p  wegen  (38)  die  Gleichung 

während 

ist,  wo  Je  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl. 

11.  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  hat  die  charakte- 
ristische Gleichung  ^/  \  ^  q 

vom  Grade  ^  +  1  ganzzahlige  Koeffizienten,  und  die  Adjungierten 
9kii9y  ^^^'  Determinante  (39)  sind  ganze  und  ganzzahlige  Punktionen 
von  Q.  Aus  (43)  ergeben  sich  also  die  Irrationellen  a.  als  rationale 
Punktionen  von  Qq  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  also  als  Zahlen 
des  aus  der  Hauptwurzel  Qq  der  charakteristischen  Gleichung  gebil- 
deten Zahlenkörpers  ]c(qq).  Da  der  höchste  Koeffizient  dieser  Glei- 
chung +  1  ist,  so  ist  Qq  selbst  eine  ganze  algebraische  Zahl  und 
genauer  eine  Einheit,  da  die  Elemente  üq^^^  gleich  1  gewählt  sind, 
weil  alsdann  zufolge  der  Beziehung  (14)  auch  das  konstante  Glied 
der  charakteristischen  Gleichung  gleich  +  1  ist.  Der  Satz  der  vorigen 
Nummer  führt  somit  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse:  Ist  der  den  Irra- 
tionellen a^f  a^,  .  .  . ,  a,^^  zugehörige  Kettenbruchalgorithmus 
(4)  regelmäßig  und  rein  periodisch,  so  sind  diese  Irratio- 
nellen Zahlen  des  aus  der  Hauptwurzel  q^  der  charakte- 
ristischen Gleichung  gebildetenZahlenkörpers,  d.h.  Zahlen 
eines  und  desselben  Körpers  von  einem  Grade  ^n  -j-  1. 
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Hierbei  kann  die  Voraussetzung  der  reinen  Periodizität  noch  un- 
terdrückt werden.  Ist  nämlich  eine  Vorperiode  von  g  Zeilen  Yor- 
handen,  so  ist  doch  der  den  Größen 


zugehörige  Ketten bruchalgorithmus  yon  der  im  Satze  vorausgesetzten 
A.rt,  und  demnach  sind  diese  Größen  Zahlen  eines  Körpers  von  einem 
Grade  ^  ^  +  1.  Da  aber  aus  der  Formel  (5),  wenn  darin  h  ==  g  ge- 
setzt wird,  die  Zahlen  a^^  a^j,,  .  .  .,  a^^  sich  als  rationale  Funktionen 
jener  Größen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ergeben,  so  müssen  auch 
sie  Zahlen  ebendesselben  Zahlenkörpers  sein. 

Bei  der  Entwicklung  einer  Irrationellen  a  in  einen  gewöhnlichen 
Kettenbruch  ^  also  für  den  Fall  n  =  1,  ergab  sich  unmittelbar  aus  dem 
Bildungsgesetze  der  Näherungsbrüche  der  Satz,  daß  a  bei  einer  Pe- 
riodizität des  Kettenbruchs  eine  Irrationelle  zweiten  Grades  sein 
müsse.  Das  vorher  bewiesene  Ergebnis  ist  die  Ausdehnung  dieses 
Satzes  auf  den  verallgemeinerten  Ja co bischen  Kettenbruchalgorith- 
mus.  Aber  man  sieht,  wie  außerordentlich  viel  umständlicher  die 
Mittel  sind,  durch  die  wir  nach  Perron  zu  solchem  Resultate  geführt 
worden  sind;  auch  erscheint  es  nicht  völlig  als  die  entsprechende 
Verallgemeinerung  jenes  Satzes,  da  die  Irrationellen  «j,  c^g,  .  .  . ,  oj„ 
nicht  notwendig  algebraische  Zahlen  {n  +  l)*^""  Grades  sind.  In  der 
Tat  folgt  letzteres  aus  unseren  Betrachtungen  etwa  nur  dann,  wenn 
die  charakteristische  Gleichung  (39)  irreduktibel  istj  es 
bleibt  aber  in  Frage,  ob  oder  wann  dies  der  Fall  ist. 
In  dieser  Hinsicht  ist  folgender  Satz  bemerkenswert: 
Die  charakteristische  Gleichung  ist  irreduktibel,  sooft 
die  Zahlen  cIq^^'^  =  1  sind  und  für  alle  der  Periode  angehö- 
rigen  Werte  des  Index  h 

(44)  af^  ^n  +  a/^)  +  a^W  -f-  •  •  •  +  aJ^'L, 

ist.  In  der  Tat,  wenn  sie  nicht  irreduktibel  und  deshalb  cCi,(^2j-  ")^n 
Zahlen  eines  Körpers  von  geringerem  Grade  als  w  +  1  wären,  so  be- 
stände zwischen  diesen  eine  Beziehung- 
Po  +  F^a,  +  P^a,  +  .  .  .  +  P^«„  ==  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nicht  sämtlich  Null  sind.  Das 
könnte  aber  nach  Nr.  7  nur  geschehen,  wenn  der  Ausdruck 

nicht  für  sämtliche,  über  einer  gewissen  Grenze  liegenden  Ä,  d.  h.  hier 
für  alle  h  einer  Periode  unter  einer  Zahl  ö  <  1  verbleibt,  wenn  also 
für  mindestens  einen  dieser  Werte  h 
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<"     "-'->^ 

wird.  Da  nun  a/'^  zwischen  den  Grenzen  a/'''  und  a/*)  +  1  enthalten 
ist,  so  ist  derselbe  Ausdruck  kleiner  als 

und  demnacli  müßte  dieser  letztere  Bruch  für  mindestens  einen  jener 
Werte  %  größer  als  1  sein^  was  der  Voraussetzung  (44)  zuwider  ist. 
12.  Ist  ab  er  die  charakteristische  Gleichung  irreduktibel, 
so  sind  auch  die  Zahlen  a^^  a^,  .  .  .^  a^  linear  unabhängige 
Größen,  d.  h.  es  ist  keine  Beziehung 

(45)  p^  +  p^a,+--.+P^a„^0 

mit  ganzzahligen,  nicht  sämtlich  yerschwindenden  Koeffi- 
zienten zwischen  ihnen  möglich.  Es  genügt,  dies  für  rein- 
periodische Algorithmen  zu  zeigen,  da  eine  solche  Beziehung  offen- 
bar auch  eine  ebensolche  zwischen  den  von  jenen  Zahlen  linear  ab- 
hänffiffen  Größen  ...       ,,.  ,.. 

nach  sich  zieht,  und  umgekehrt.  Ist  aber  der  Algorithmus  für  die 
Zahlen  c^i;  «g,  .  .  . ,  «^  rein  periodisch,  so  sind  sie  Zahlen  des  Körpers 
jK'(^o),  wo  Qq  die  Hauptwurzel  der  charakteristischen  Gleichung  ist. 
Man  bezeichne  mit 

Pi;  P2;   •  •  •?  Pn 

die  zu  a^f  ccg,  .  .  .,  a^  konjugierten  Zahlen  in  den  n  zu  K{qq)  konju- 
gierten Körpern.   Bestände  dann  eine  Gleichung  (45),  so  müßten  auch 

p„  +  p,s,  +  -..  +  p„?,  =  o 

sein,  und  da  nicht  alle  P.  Null  sein  sollen,  müßte  die  Determinante 

\    1,   Ä,^2,    ■■■,    ßn' 
;    -*■?    »17    32  7     •  •  •  7     Sw 

verschwinden.  Sie  unterscheidet  sich  aber,  wenn  (>o?  ^i;  •  •  -7  Qn  ^^® 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  bedeuten,  nach  den  Be- 
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Ziehungen  (43)  von  der  andern  Determinante: 


(46) 


9koiQn)^9ki(9n)7 

nur  um  den  Multiplikator 


^^9kn(Ql) 
'  f  9kn\Qn/ 

•   9k^{Qn)j 


der  von  Null  verschieden  ist^  da  gj^Q{Q)  für  die  Wurzel  Qq  der  charak- 
teristischen Grleichung  nach  dem  Satze  in  Nr.  10  positiv  ist^  also  auch 
für  keine  der  übrigen  Wurzeln  dieser  als  irreduktibel  vorausgesetzten 
Gleichung  verschwinden  kann.  Ist  also  die  neue  Determinante  nicht 
Null,  so  kann  es  auch  die  frühere  nicht  sein.  Multipliziert  man  aber 
jene  zeilenweise  mit  der  folgenden: 


(47) 

SO  ist  das  allgemeine  Glied  der  Produktdeterminante  die  Summe 

n 
Ä  =  0 

(A^  a  =  0,  1,  2,  ... ,  n) 

Nun  findet  man  einerseits  aus  (17),  wenn  h  darin  durch  (_X~l)p-{-h 
und  r  durch  j?  ersetzt  und  bemerkt  wird,  daß  bei  reiner  Periodizität 
Ji^')  =  J.(^0  ist,  die  allöfemeine  Gleichung 

n 

(48)  jL /^^  -5-  ^'^  =  ^  J./'-  ~  ^^^ + ^'  •  ÄJ^' + '\ 

5  =  0 

andererseits  besteht  wegen  (42)  die  Gleichung 

n 

(49)  ^A'^+*>-^**(9,)  =  P,.-äX9,)- 

Ä  =  0 

Allgemeiner  aber  ist 

n 

(50)  2'^'''"'"^-^**(9^)==9^^*^(9«)- 

A=o 
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Man  beweist  dies  durch  allgemeine  Induktion^  indem  man  annimmt^ 
daß  die  Gleichung 

n 

schon  feststelle;  dann  wird  wegen  (48) 

n  n 

n 

5=0 

also  nach  (49)  gleich  ^,i.^^^(^^). 

Nach  diesen  Ergebnissen  wird  das  Produkt  der  zwei  Determinanten 
(46)  und  (47)  einfach  gleich 

^y  9oy  Qo  >  '  '  '  ?  Qö 
1,  Q,,  ^,V  .  ..^i'* 


ffki(Qo)9H(Qi)  '-9kA9n) 


h   9nyQn^"'y  Qn 


Es  kann  daher  nicht  verschwinden,  also  auch  nicht  die  Determinante 
(46);  denn  die  Determinante  in  dem  vorstehenden  Ausdrucke  ist  als  Dis- 
kriminante  der  irreduktibeln  charakteristischen  Gleichung  von  Null 
verschieden  und  g^^iQ)  nach  dem  Satze  in  Nr.  10  positiv,  also  auch 
keiner  der  übrigen  Faktoren  gj^^Qi),  -  -  - )  9ki(Qn)  gl^i^b  Null.  So 
entsteht  ein  Widerspruch,  und  der  ausgesprochene  Satz  ist  bewiesen. 
13.  Bestimmt  nach  dem  Hauptsatze  der  Nr.  11  die  Periodizität  des 
Kettenbruchalgorithmus  (4)  unter  gewissen  Voraussetzungen  die 
Irrationellen  a^,  a2^  .  .  . ,  cc^  als  Zahlen  eines  und  desselben  Zahlen- 
körpers vom  (n  +  1)*^^^  Grade,  so  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sie  einem 
solchen  Systeme  von  n  Zahlen  auch  charakteristisch  ist,  ob  nämlich 
auch  für  jedes  System  dieser  Art  der  zugehörige  Algorithmus  not- 
wendig periodisch  sein  muß.  Diese,  wie  bereits  gesagt,  für  den  Wert 
n  =^  2  schon  von  Jacob i  behandelte  Frage  ist  für  den  allgemeinen 
Kettenbruchalgorithmus  bisher  völlig  offen  geblieben.  Dagegen  ist 
es  Perron  noch  gelungen,  freilich  auch  nur  auf  Grundlage  der 
in  Nr.  10  erwähnten  umständlichen  Betrachtungen,  für  periodische 
Algorithmen  ihr  Näherungsgesetz  zu  ermitteln,  d.  h.  zu  zeigen,  in 
welcher  Weise  die  Differenzen 


(i=l,  2,  ...,^) 


lif>       ^^ 
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mit  wachsendem  Index  h  gegen  Null  konvergieren.  Wir  beschränken 
uns  auf  den  Fall  regelmäßiger  Algorithmen,  in  welchem  also  a^^^^  =  1 
gedacht  werden  kann.  Setzen  wir  fe  =  7i;p  +  A,  wo  A  einen  der  Werte 
0,l,2j.  ,.,p—l  hat,  und  betrachten,  indem  wir  h  unendlich  wachsen 
lassen,  die  Differenzen 

'j{^^P  +  ^)       ^'" 

Man  kann  dann  leicht  einsehen,  daß  das  Näherungsgesetz  von  einer 
etwaigen  Vorperiode  des  Algorithmus  unabhängig  ist.  In  der  Tat 
folgt  zunächst  aus  (17)  die  Formel 

n 

jl{kp  +  /.  +  9)  __  fy  J{kp  +  ^  +  y):^    "5^  J[(^^  +  '^-).  fj.(ö^  +  *)—  a  J.(^  +  *)), 
i  »■      0  Ä*J         ^^9  ^      i  t      0  ''* 

deren  rechte  Seite  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (5)  hervorgehende  Be- 

^'^^''''^  '    '■ a,^^)A,^^^-^)  +  ••.•  +  aJ^^^A^^^-^) 

4-  aJ^)J./-'^  +  "^^ 


^iW^^^ 


{9) 


auch  in  der  Gestalt 

n 

^ (A^^^^  -  ß(^)  j.(f^^  +  ^))(4(^  +  ^)-  0^.4^+')) 

geschrieben  werden  kann,  wenn  unter  a^^^^  die  Zahl  a^^^^^  1  ver- 
standen wird.  Da  man  dann  aber  das  s  =  0  entsprechende  Glied  der 
Summe,  welches  verschwindet,  unterdrücken  kann,  so  erhält  man 
n  Gleichungen: 

(51)  A,^p+ '  +  -'-'')  -  <^,  A^*^  "^  ^'  "^  '^ 

n 


(^■  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 
Ihre  Determinante  ist  von  Null  verschieden ;  denn  man  findet  leicht 


a      A  (*'  +  ^>  A  (*  +  "> 
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und  die  letztere  Determinante  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (5)  nnd 
(14)  gleich  _j_^ 

Deshalb  ergeben  sich  aus  den  n  Gleichungen  (51),  welche  die  n  Aus- 

als  lineare  Funktionen  der  }i  anderen 

h  9  i  %9 

mit  von  /c  unabhängigen  Koeffizienten  darstellen,  auch  umgekehrt 
diese  letzteren  Ausdrücke  als  solche  Funktionen  der  ersteren.  Da 
nun  nach  (17)  der  Quotient 

Akp  +  ?^  ^0       ^^  ^^0  A(kp  +  k) 

ist,  also  mit  unendlich  wachsendem  h  gegen  die  endliche  Grenze 

n 

konvergiert,  so  muß  offenbar  das  Näherungsgesetz,  nach  welchem  die 
Ausdrücke  /i,    i  -.  ,  ^  n    ,  o^ 

j{kp -\- /. -\- g)  j^ikp  +  X) 

'JikJ^'xTff)  ~  ^i       ^^^^       7(fe"+T)  "~  ^»''' 
0  ^\  g 

mit  wachsendem  h  unendlich  abnehmen,  für  beide  das  gleiche  sein. 

Demnach  dürfen  wir  uns,  um  dieses  Gesetz  anzugeben,  auf  die  Be- 
trachtung rein  periodischer  Kettenbruchalgorithmen  beschränken.  Das 
Gesetz,  zu  welchem  Perron  hierbei  gekommen  ist,  lautet  dann,  in 
etwas  engerer  Fassung,  als  wie  er  es  gegeben  hat,  folgendermaßen: 

Ist  der  Kettenbruchalgorithmus  (4)  für  die  Irrationellen 
«j,  «2;  •  •  •»  ^«  regelmäßig  und  rein  periodisch  mit  der  Pe- 
riodenzahl ^^  und  hat  die  charakteristische  Gleichung  des- 
selben keine  mehrfachen  Wurzeln,  so  ist  für  alle  ^=l,2,...,n 
und  ;i  =  0,  1,  2,  ...,jt)~-  1 

(52a)  ||-^_«,;<0.g), 

unter  C  eine  gewisse  positive  endliche  Konstante  verstan- 
den; aber  für  wenigstens  eine  jener  np  Kombinationen  i,  l 
ist  bei  allen  hinreichend  großen  Werten  Ix, 

A{kp-\-X)  /o\^ 
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während  aucli  C^  eine  gewisse  positive  endliche  Konstante 
bedeutet.  Dabei  bezeichnet  Qq  die  Hauptwurzel  der  charak- 
teristischen Gleichung  und  q^  diejenige  ihrer  Wurzeln, 
deren  absoluter  Betrag  nächstkleiner  ist. 

14.  Man  sieht  durch  Vergleichung  mit  Nr.  1 :  dieses  Näheruugsgesetz 
ist  im  aUgeraeinen  ein  ganz  anderes,  als  es  sich  für  diejenigen  Brüche 

-^  herausgestellt  hat,  durch  welche  man  n  Irrationellen  a^,  e^g?  •  •  •>  ^« 

Xq 

mittels  der  Reduktion  quadratischer  Formen,  bzw.  auf  Grund  eines 
allgemeinen  zahlen  geometrischen  Satzes  von  Minkowski  nahe  kom- 
men kann,  und  wonach  die  Annäherung  durch  einen  Ausdruck 

C 

n  , — 

gemessen  wurde.  Fragen  wir  also  mit  Perron  noch  kurz  danach, 
wann  etwa  jenes  Gesetz  mit  dem  eben  genannten  in  Übereinstim- 
mung ist.  Da  man  sich  auf  den  Fall  reiner  Periodizität  beschränken 
kann,  so  wäre  also  die  Frage,  wann,  unter  C^  eine  positive  endliche 
Konstante  gedacht,  für  alle  ^  =  1,  2,  .  .  . ,  n  und  A  =  0, 1, 2, . . .  ,p  —  1 


(53) 
ausfällt. 


J^(A:p  +  ;i) 


<-     '' 


j(*i^+^)  Y4^pTa) 


Nun  wächst  A^^^'^'^^  proportional  mit  q^.  Hiervon  überzeugt  man 
sich  folgendermaßen:  Entwickelt  man  die  rationale  Funktion 

f{Q) 

von  Q  nach  fallenden  Potenzen  dieser  Größe,  so  erhält  man  die  Ent- 
wicklung 

^^^)  f{Q)    -     g      -^        Q^       ^"   ■'    'q^         ^  ^ 

denn  diese  Formel  erfüllt,  für  h  =  0,  1,  2,  .  .  . ,  ii  in  (42)  eingesetzt, 
diese  letztere  Gleichung,  die  ja  zur  eindeutigen  Definition  der  Größen 
gj,i{Q)  diente.  In  der  Tat  erhält  man  so  als  linke  Seite  der  Gleichung 
die  Differenz 


Beziehung 

-2' 2' 

Ä  =  0    s=0 

^t 

h 

A  =  0 

.  J,.(P  +  Ä)^ 

J^i(si-l)p  +  k) 
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welche  aus  (17)  durch  die  Annahmen  r  ==p  und  sp  +  k  für  h  und 
durch  die  Bemerkung,  daß  A^^^-^^^  =  J.Ofp+*)  ist^  hervorgeht,  einfacher 

^9  /So  ^ 

wie  es  die  Gleichung  (42)  verlangt.    Aus  (54)  folgt  nun  für  i  «=  0 

f(Q) 
=  ^0^  -f-         -—- ^  -f-  ^2  i-        ' 

Da  aber  bei  einem  regelmäßigen  Kettenbruchalgorithmus,  wie  er 
vorausgesetzt  ist,  die  Hauptwurzel  Qq  der  charakteristischen  Gleichung 
nur  einfach  ist  und  alle  übrigen  Wurzeln  derselben  von  kleinerem 
Betrage  sind,  so  konvergiert  die  vorstehende  Reihe  noch  für  ^  ==  ^o 
und  ergibt  dann  die  Beziehung 

MM  -  Hm  ^'^ 
r{9o)   "  q'o       ' 

aus  welcher  die  Richtigkeit  der  gestellten  Behauptung  einleuchtet. 
Deshalb  ist  die  Ungleichheit  (53)  gleichbedeutend  mit  der  anderen: 

worin  (7'  eine  andere  positive  endliche  Konstante  bedeutet.  Dem  aus- 
gesprochenen N'äherungsgesetze  zufolge  ist  aber  für  eine  bestimmte 
Kombination  i,  X  und  für  alle  hinreichend  großen  Werte  von  ä* 


und  es  müßte  also  dann 

d.h. 

■  QiVQo    <7T 

sein.     Das  ist  für  unendlich  zunehmende  Werte  von  h  nur  möglich, 
wenn  ,      ,^ ,  _ 

oder  Q^  absolut  nicht  größer  als  ^-=r~  ist,  und  a  fortiori   auch   die 
übrigen  Wurzeln  (?2?  •  •    ^  9n  ^^^*  charakteristischen  Gleichung  absolut 
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nicht  größer  sind  als  j^r.^'     Dann  ninß  aber  Qq  als  Wurzel  größten 

absoluten  Betrages  vom  Betrage  >  1,  und  jede  der  übrigen  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  absolut  nicht  kleiner   als  ^-y^ 

seiü^  da  sonst  das  Produkt 

würde,  während  es  absolut  gleich  dem  letzten  Koeffizienten  der  charak- 
teristischen Gleichung,  d.  i.  gleich  1  sein  muß.  Man  erschließt  also 
als  eine  für  die  Annahme  der  Annäherung  (53)  erforder- 
liche Bedingung,  daß 

(55)  1  (>i  i  =  ^  92 1  =  •  •  •  =  I  (>«  i  =  v"^^ 

y  Qo 

sein  muß. 

Diese  notwendige  Bedingung  ist  aber  zugleich  auch  die 
ausreichende.  Denn,  genügen  ihr  die  Wurzeln  der  charakteristi- 
schen Gleichung,  so  kann  die  Hauptwurzel  Qq^  da  sie  nur  einfach  ist, 
nicht  vom  Betrage  1  sein,  weil  sonst  auch  die  übrigen,  die  doch 
mindestens  auch  einfach  sind,  von  gleichem  Betrage  wären,  der  Be- 
deutung der  Hauptwurzel  zuwider;  sie  ist  also  die  einzige  Wurzel, 
welche  absolut  größer  als  1  ist.  Daher  ist  die  charakteristische  Glei- 
chung irreduktibel,  denn  sonst  wären  die  Wurzeln  wenigstens  eines 
der  Faktoren,  in  die  {{q)  zerfällt,  sämtlich  absolut  kleiner  als  1, 
während  sein  letzter  Koeffizient  +  1  sein  müßte.  Da  somit  jene 
Gleichung  nur  einfache  Wurzeln  hat,  gilt  das  in  (52  a)  ausgesprochene 
Näherungsgesetz  und  gibt  mit  Beachtung  von  (55) 


oder  auch 


-^0  QorQo 

^{kp  +  k)  1  ^ 


j^ikp^?,     ^r^^p^^.y^p 


+  ;.) 


wo  C  eine  positive  eudliche  Konstante  bedeutet.  — 

Bei  regelmäßigen  Algorithmen,  wo  die  Zahlen  a^^^'^^  1  sind,  die 
Determinante  (14)  also  +  1  ist,  ist  Qq,  wie  in  Nr.  11  bemerkt,  eine 
Einheit.  Nun  werden  wir  in  der  Folge  zeigen,  daß  es  nur  zwei 
Arten  algebraischer  Zahlenkörper  gibt,  in  denen  eine  Einheit  Qq  vor- 
handen ist,  deren  konjugierte  Einheiten  den  Gleichungen  (55)  ge- 
nügen. Dies  sind  einerseits  die  reelle ri  quadratischen  Körper,  welche 
dem  Werte  ^  ~  1  entsprechen,  also  zu  den  gewöhlichen  Kettenbrüchen 
für  quadratische  IrrationeUen  führen,  andererseits  unter  den,  dem 
Werte  w  =  2  entsprechenden  kubischen  Körpern  diejenigen,   deren 
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erzeugende  Gleichung  eine  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre 
Wurzeln  hat^  in  welchem  Falle  der  Kettenbruchalgorithmus  also  der- 
jenige für  zwei  kubische  Irrationellen  a^^  a^  erster  Art  ist.  Demnach 
gilt  nur  für  eine  reelle  quadratische  Irrationelle  und  für 
zwei  reelle  kubische  Irrationellen  erster  Art  eine  Annäherung 
mittels  des  Kettenbruchalgorithmus,  welche  in  gleicher  Weise  wie 
bei  der  xAnnäherung  mittels  Reduktion  quadratischer  Formen,  näm- 
lich durch  die  Formeln 

C       .  C 

~M'    bzw.     ]     _^s/ 

gemessen  wird. 

Für  den  Fall  des  besonderen  Kettenbruchalgorithmus  der  Zahlen 
cc^=aya2=cc^,  wo  a  die  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  ist,  hat, 
falls  derselbe  periodisch  ist,  zuerst  der  Verfasser  das  Stattfinden 
eines  solchen  Näherungsgesetzes  nachgewiesen  (Vorles.  über  die  Natur 
der  Irrationalzahlen,  10.  Vorlesung;  Leipzig  1892). 

Die  letzten  Betrachtungen  lassen  erkennen,  daß  die  nach  Jacobi 
eingeführte  Verallgemeinerung  des  gewöhnlichen  Kettenbruchs  kaum 
als  das  rechte  Analogon  zu  demselben  angesehen  werden  kann,  in- 
dem wesentliche  Eigenschaften  des  letzteren  sich  auf  den  allgemei- 
neren Algorithmus  nicht  ganz  übertragen.  Dagegen  weist  das  Ergeb- 
nis dieser  Nummer  zugleich  mit  den  Untersuchungen  des  vorigen 
Kapitels,  insbesondere  die  Sätze  in  Nr.  5  und  6  desselben,  auf  die 
kontinuierliche  Reduktion  der  allgemeinen  quadratischen  Formen 
als  die  vermutliche  QueUe  hin,  um  das  wahre  Analogon  zur  Charak- 
teristik einer  Irrationellen  zu  ermitteln,  wie  die  Kettenbruchentwick- 
lung,  d.  i.  die  kontinuierliche  Reduktion  binärer  quadratischer  For- 
men, sie  für  quadratische  IrrationeUen  gewährt. 


Fünfzehntes  Kapitel. 

Minkowskis  Charakteristik  algebraischer  Zahlen. 

i.  Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels  erwähnte  Reduktion  der 
binären  quadratischen  Formen  ist  zweifelsohne  anzusehen  als  der  Aus- 
gangspunkt für  eine  allgemeinere  Untersuchung  wesentlich  anderer 
Richtung,  als  sie  die  Jacob i sehe  Verallgemeinerung  der  Kettenbruch- 
algorithmen  einschlägt;  eine  Untersuchung,  durch  welche  es  Min- 
kowski gelungen  ist,  einen  arithmetischen  Charakter  für  die 
algebraischen  Zahlen  jeden  gegebenen  Grrades  festzustellen 
und  so  jenen  kapitalen  Satz  der  Kettenbruchtheorie,  der  den  arith- 
metischen Charakter  der  quadratischen  Zahlen  betrifft,  zu  veraU- 
Qfemeinern. 
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In  Nr.  1  des  14.  Kapitels  ist  bemerkt,  wie  die  stete  Reduktion  der 

{x^  —  ax^y  +  k^x^^ 

die  sukzessiven.  Minima  derselben,  mit  ihnen  aber  nach  Kap.  2,  Nr.  14 
auch  die  aufeinanderfolgenden  relativen  Minima  des  Ausdrucks 

i^  =  x^       ax^j 

nämlich  in  den  Näherungsbrüchen 

P^''  P2"'  Pi"' 
des  Kettenbruchs  für  a  eine  unbegrenzte  Reihe  wachsender  Zahlen 
P%j  P^'j  2^2' 'j  •  •  •  herbeiführt  von  der  Beschaffenheit,  daß  jedesmal  für 
alle  ganzen  Zahlen  x^^  x^,  deren  zweite  nicht  größer  ist  als  ^g^*^,  der 
Ausdruck  §  für  x^  =  p^^^,  x^  =  ^2^*^  ^^  kleinsten  wird.  Verbindet  man 
aber  den  Ausdruck  ,.,  ... 

^i^Pr--(^pr 

mit  dem  ihm  voraufgehenden 

so  gehört  zu  jeder  Zahl  ^93^*^  ^^^^  bestimmte  Substitution  S.: 

durch  welche  sich  |  in  den  Ausdruck 

verwandelt.    Man  erhält  so  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Ausdrücken 

2i>  %2;  %3?  •  •  •  ^^^^  ^^"^  Substitutionen  8^,82^8^,  .  .  .,  die  man  auch 

8ij     Äg  ===  "^i  •  öl?     S^  =  8^-  Q^^  .  .  . 
schreiben  kann,  und  die  besondere  Beschaffenheit  der  letzteren  Reihe, 
nach  welcher  die  Substitutionen  öi,  Ö2?  Ö3?  •  •  •  ^^^®  Reihe  periodisch 
wiederkehrender  Substitutionen  bilden,  gibt  der  Irrationellen  a  den 
Charakter  einer  algebraischen  Zahl  vom  Grade  zwei. 

Dieser  Betrachtung  analog  gehen  wir  jetzt  für  irgendeine  reelle 
oder  komplexe  Größe  cc  von  dem  Ausdrucke 

(1)  I  =  ^1  +  ccx,^  +  a^x^  -i +  a''-^x^ 

aus,   der  n  Unbestimmte  x^   enthält.    Erteilt  man  jeder  der  Unbe- 
stimmten einen  der  Werte 

0,  ±1?  ±2,  ...,  ±r, 

wo  r  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man  (2r  +1)**  verschie- 
dene Wertesysteme  x^,  x^^  .  .  .  ^  x^^.    Wir  nennen  m  ^  n  von  ihnen 
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unabhängig  voneinander,  wenn  in  ihrer  Matrix  nicht  alle  De- 
terminanten m*®"  Grades  verschwinden.  So  gibt  es  denn  unter  ihnen 
gewiß  n  voneinander  unabhängige  Systeme:  denn  die  Systeme 

X.  --=  1 ,     Xj.  =  0     für     k  ^  i 

sind  es  gewiß,  da  ihre  Determinante  gleich  1  ist.  Nur  wähle  man 
unter  den  gedachten  Systemen  ein  solches  aus,  für  welches  der  Aus- 
druck I  den  kleinsten  absoluten  Betrag  erhält;  es  heiße  ^^^^^,^2^^^, .  -.fpJ-^\ 
und  man  setze 

Alsdann  wähle  man  ein  zweites,  von  dem  ersten  unabhängiges  Werte- 
system p^^^\  P2^^\  •  •  •  ?  Pn^^  unter  den  gedachten  so  aus,  daß  der  ab- 
solute Betrag  von  ^  den  nächstkleinsten  Wert  erhält,  und  setze 

und  fahre  so  fort,  bis  zu  einem  w*^''  von  den  vorhergehenden  Systemen 
unabhängigen  Wertesysteme  Pi^"\P2^^'\  •  ••  ?  PJ-''\  für  welches  der  Aus- 
druck I  wieder  den  nächstkleinsten  absoluten  Betrag  erhält,  und  setze 

Hiernach  gehört  zu  der  ganzen  Zahl  r  eine  gewisse  ganzzahlige  Sub- 
stitution S: 
(2)  ^^^pp,^+piß),^^  +  ...+pi«)g^ 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  |  p/^^  \ ,  und  durch  sie  geht 
I  über  in  einen  Ausdruck 

in  welchem  die  Koeffizienten  der  Unbestimmten  0.  offenbar  den  Un- 
gleichheiten 

(4)  \^l\<-^2\<''0^3      •   "<\<^n\ 

genügen.  Diese  Koeffizienten  sind,  obwohl  die  Wahl  der  sukzessiven 
Wertesysteme  p^^\  p^^^^  .  .  . ,  pj'^  keine  eindeutig  bestimmte  zu  sein 
braucht,  durch  die  Zahl  r  dennoch  eindeutig  festgelegt,  denn  sie 
sind,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann,  die  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleinstmöglichen  Werte,  die  der  Ausdruck  § 
überhaupt  bei  irgendwelchen  n  unabhängigen  der  (2r+  1)'' 
gedachten  Wertesysteme  anzunehmen  vermag. 

2.  Um  dies  zu  zeigen,  bedürfen  wir  aber  eines  Hilfssatzes,   der 
folgendes  aussagt: 

üachmann,  Zahlentheorie  IV  2  30 
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Versteht  man  unter 

(5)  i'Äi'Ä---,A« 

irgendwelche  n  voneinander  unabhängigen  Systeme  ganzer 
Zahlen,  so  kann  die  Umkehrung  der  ihnen  entsprechenden 
Substitution  S: 

(6)  X,  =  pI^)z,  +pP^,  +  •  •  •  +  i>/^^^^« 

mit  einer  solchen  ganzzahligen  Substitution  T  vom  Modul 

±1: 

(7)  ^.^aPy,  +  aPy,-V---  +  aS-)y^ 

(i=l,  2,  ...,w) 

zusammengesetzt  werden,  daß  das  Produkt  11=8"^  •  Tdurch 
Formeln  von  der  Gestalt 

-^1  =  ri^'%  +  n^'^y,  +  •  •  •  +  7^"^. 
^2  =  J'2'"y2  +  •  •  •  +  n^^'^Vn 


(8) 


y»'"'!/« 


gegeben  wird,  in  welchen 

ist.    Zum  Beweise  denken  wir  uns  alle  ganzzahligen  Wertesysteme 
«1,  x^,  . . .,  x„  von  der  Form 

in  denen  0<j'i^l  ist;  ein  solches  gibt  es  gewiß,  nämlich  das  System 

(i  =  i,  2, ...,«) 

unter  ihnen  allen  sei  das  System 

(i=l,  2,  ...,«) 

dasjenige,  für  welches  j/,  seinen  kleinsten  Wert  y^<*)  hat.    Nunmehr 
denke  man  alle  ganzzahligen  Systeme  x^  von  der  Form 

(*=1,  2,....,n) 
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in  welchen  0  ^  ^^^  <  y^^^\  0  <  7^2  ^  1  ist;  ein  solches  ist  das  System 

(^'=1,2,...,  n) 
und  unter  ihnen  allen  sei 

(j==l,  2,  ...,n) 

dasjenige,  in  welchem  y^  seinen  kleinsten  Wert  yj'^'  hat,  usw.;  endlich 
denken  wir  unter  aUen  Systemen  Ton  der  Form 

(.  =  1,2, ...,«) 

m  welchen 

0  ^  fi  <  yf,  •  ■ . ,     0  ^  y„_,  <  j^t-/),     0  <  y„  ^  1 
ist,  dasjenige 

(^=1,  2,...,n) 

in  welchem  y^  seinen  kleinsten  Wert  yj^^  hat.  Dies  vorausgeschickt, 
sei  ^1,  ^2>  •  •  •?  ^rt  ii'gendein  ganzzahliges  Wertesystem.  Setzt  man 
dann  in  den  Formeln  (6),  durch  welche  wegen  |i?/*^H=0  endliche 
Werte  s^y  z^)  -  -  y  ^n  bestimmt  werden,  ^2r„=  ?^„^"^«/„  +  Vn  ^^  ganz- 
zahligem y^  und  0^y^<^  yj'''\  so  wird  x^  —  al'^^y^  von  der  Form 

Ferner  kommt,  wenn  nun  /  _;^=  y^JT^^^  •  ^„_i  +  y^_i  mit  ganz- 
zahligem y^_^  und  0  ^  7^^_^  <  y^^'Z^^  gesetzt  wird, 

usw.;  endlich  findet  sich 
mit  den  Bestimmungen 

^<y,<  yf,  •  •  • ,  0^  y„_j  <  y^r/),  0  ^  y„  <  y„(»), 

die  nicht  anders  erfüllt  werden  können,  als  wenn  sämtliche  y^  ==  0 
sind,  mithin 

30* 


468     Fünfzehntes  Kapitel.    Minkowskis  Charakteristik  algebraischer  Zahlen 

ist.  Da  dies  für  jeden  der  Werte  i  =  1^  2,  .  .  .  ^  n  gilt^  entspricht  also 
jedem  ganzzahligen  Wertesjsteme^^,  a;^,  .  .  .^  x,^^  ein  Formelsystem 
von  der  Gestalt  (7)  und  ein  ihm  genügendes  ganzzahliges  Wertesjvstem 
th^  Vi'  •  ■  "}  VnJ  ^'^^  offenbar  auch  umgekehrt  gilt;  also  muß  die  De- 
terminante dieser  Gleichungen  +  1  sein.  Die  entsprechende  Substi- 
tution T  ist  also  vom  Modul  ±  1,  nnd  da  man  aus  den  Werten  der 
a/^  sogleich  die  Beziehung  S-  f/=  T  oder  17=8"^  T  gev^innt  und 
die  Koeffizienten  in  U  den  bei  (8)  angegebenen  Bedingungen  genügen^ 
so  ist  unsere  Behauptung  erwiesen.  Zugleich  gilt  zwischen  den  De- 
terminanten P^  A^  Ä  dieser  Substitutionen  die  Beziehung 

P  •  A  =  .4  =  ±  1, 


d.h. 
(8) 

y^W.y^W... 

Vn 

(«)     =: 

+  1 

3. 

Seien 

nun 

wieder  die  Systeme 

(5): 

PAP2^' 

0 

..,p 

(i) 
n 

(i  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 
diejenigen,  die  wir  in  Nr.  1  eingeführt  haben,  und 

(9)  Xi^%  x^^\  .  .  . ,  ä;,/'' 

(i  =  l,  2,  ...,■«) 

irgend  n  unabhängige  der  dort  betrachteten  (2r  -f-  1)*^  ganzzahligen 
Wertesysteme,  Für  jedes  Wertesystem  x^,  x^,  ,  .  . ,  x^  dieser  Art  sind 
durch  die  Gleichungen  (6),  in  denen  jede  Vertikalreihe  eins  der 
n  Systeme  (5)  aufweist^  die  ^.  eindeutig  bestimmt;  wenn  also 

nicht  sämtlich  Null  sind,  so  werden  das  System  x-^j  X2^  ■  .  ^^  x^  und 
die  j/  —  1  Systeme 

(10)  Ä«,JPÄ...,I^„(*' 
0-=l,2,...,i-l) 

voneinander  unabhängig  sein,  da  es  sonst  durch  diese  allein,  d.  h. 
mittels  lauter  verschwindender  ^y,  ^y^i;  •  •  • ,  ^^  ausgedrückt  werden 
könnte.  Mit  den  Größen  z^,  ^j^i?  •  •  f  ^n  ^^^  ^^^  ^^^  Beziehungen 
(8)  zufolge  die  Größen  %j.^  Vj^u  •  •  •  ?  ^«  gleichzeitig  sämtlich  Null 
oder  gleichzeitig  nicht  sämtlich  Null,  im  letzteren  Falle  ist  also  das 
System  x^,  x^,  .  .  .,  x^^  von  den  Systemen  (10)  unabhängig,  und  folg- 
lich ist  nach  der  Bedeutung  der  Größen  a.  der  jenem  Systeme  zuge- 
hörige Wert  von  §  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  oder  größer 
als  |c^y|.    Nun  ist  die  Determinante  |  ^r/^'^  j  der  Systeme  (9),  also  den 


Nr.  3.     Minkowski-Ketten.     Mink.  Satz  z.  arith.  Char.  e.  Irrat.  w*  »^  Gr.     469 

Gleichungen  (7)  zufolge  auch,  die  Determinante  '  y^^^  \  Yon  Null  ver- 
schieden. Demnach  können  nicht  für  j  oder  gar  für  mehr  als  j  der 
Systeme  (9)  die  zugehörigen  y^^  Vj^u  -  -  •  7  Vfi  sämtlich  verschwinden, 
da  sonst  in  j  Zeilen  der  Determinante  \y^\  jede  der  letzten  >^—J  +  l 
Kolonnen  und  damit  die  ganze  Determinante  Null  wäre.  Somit  sind 
mindestens  n— j+  1  Systeme  (9)  unabhängig  von  den  Systemen 
(10)  und  geben  einen  Wert  i  ^  |  >  ^  a.  |.  Werden  also  jetzt  die  zu  den 
Systemen  (9)  gehörigen  Werte  von  |  ihrem  absoluten  Betrage  nach 
wachsend  s^eordnet: 


^   §1   I   <   :   I2   ^    <    •    •    •    <  I 


L\ 


so  sind  hier  mindestens  die  letzten  n  —  j  +  1  derselben  >  |  aj  ,  und 
demnach  auch  <,    = 

Das  besagt:  die  Werte  <^i;  %,  .  .  . ,  a^  sind^  wie  behauptet^  das  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleinstmögliche  System  von  n  Werten  des  Aus- 
drucks §  für  irgendwelche  n  unabhängigen  Wertesysterae  x^jX^j  ...>,oc^^^,. 
unter  den  (2r  +  1)'*  Systemen  mit  \x.\^r. 

Nachdem  dieser  Punkt  festgestellt  ist,  lassen  wir  jetzt  r  die  Reihe 
der  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen.  Zu  jedem  r  gehören  n  un- 
abhängige Systeme  (5)  von  Zahlen  ^  r^  welche  die  kleinstmöglichen 
n  Werte  von  |  liefern;  geht  r  in  r  -f  1  über,  so  kann  es  geschehen, 
daß  jene  Systeme  auch  unter  den  Zahlen,  die  absolut  ^  r  +  1  sind, 
noch  diejenigen  sind,  denen  die  kleinstmöglichen  n  Werte  von  |,  also 
noch  dieselbe  Substitution  8  und  der  gleiche,  durch  sie  aus  t,  her- 
vorgehende Ausdruck  %  entsprechen.  Stellen  wir  also  zunächst  für 
r  =  r^  d.  i.  r  «==  1  die  zugehörige  Substitution  (2)  auf,  die  S-^  heiße 
und  nennen  %^  den  durch  sie  aus  §  entstehenden  Ausdruck 

Möglicherweise  gehören  dann  S^  und  x^  auch  noch  zu  den  folgenden 
Werten  r  =  2,  3,  .  .  .  bis  zu  einem  bestimmten  Werte  r  =■  r^  —  1  hin, 
während  für  r  =  ')\  und  hin  bis  zu  einer  letzten  Zahl  r  =-  r^~  \  eine 
neue  zugehörige  Substitution  (2),  welche  S^  heiße,  und  ein  neuer  ihr 
entsprechender  Ausdruck 

aufzustellen  ist,  usw.;  allgemein  also  ist  für  ein  Intervall  r  =  r^,  bis 
r  =  r^^^i  —  1  eine  Substitution  S;^  und  ein  Ausdruck 

aufzustellen.  Die  Koeffizienten  der  zu  Tj^  gehörigen  Substitution  sind 
sämtlich  ^  r^,  mindestens  einer  von  ihnen  aber  gleich  ?\,    Hierbei 


470     Fünfzehntes  Kapitel.    Minkowskis  Charakteristik  algebraischer  Zahlen 

kann  man  festsetzen^  was  auch  geschehen  soll^  daß^  wenn  in  einem 
dieser  Ausdrücke  einige  Koeffizienten^  welche  dann  wegen  (4)  die 
ersten  sein  müssen^  gleich  NuU  sind,  die  Vertikalreihen 

der  zugehörigen  Substitution,  denen  diese  Koeffizienten  entsprechen, 
in  allen  folgenden  Substitutionen  unverändert  beibehalten  werden 
sollen;  demgemäß  verschwindet  dann  im  folgenden  Ausdruck  %  min- 
destens die  gleiche  Anzahl  anfänglicher  Koeffizienten. 

Überhaupt  aber  finden  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Größen 
a/^^  entstehen,  offenbar  für  zwei  aufeinanderfolgende  Ausdrücke  Xh? 
Xj^^i  die  Ungleichheiten  statt: 

(12)  i^/^-^^M^N/^M; 

('i=-  1,  2,   ...,  7t) 

wo  nicht  in  allen  das  Gleichheitszeichen  stattfinden  kann. 

Auf  solche  Weise  entsteht  eine  Reihe  von  Substitutionen 
aS^j,  ^2,  /.%,  .  .  .  und  zugehörigen  Ausdrücken  Xi^  X^,  %%j  •••?  die 
wir  —  entsprechend  den  im  vorigen  Kapitel  behandelten  Jacob i- 
Ketten  — als  eineMinkowski- Kette  kennzeichnen  wollen.  Von  diesen 
Ketten  hat  nun  Minkowski^)  einen  Satz  bewiesen,  der,  soweit  er 
den  für  uns  wesentlichsten  Punkt  angeht,  folgendermaßen  gefaßt 
werden  kann: 

Damit  cc  eine  algebraische  Zahl  von  einem  Grade  ^  >  <>  — 
wo  (>  =  1  oder  2,  je  nachdem  a  reell  oder  komplex  ist  —  sei, 
d.  h.  Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung  n^^^  Grades  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  ist  notwendig  und  hinrei- 
chend, daß  die  zugehörige  Kette  für  den  Ausdruck  (1)  un- 
begrenzt, die  Koeffizienten  der  sämtlichen  Ausdrücke  %j^ 
von  Null  verschieden  und  unter  diesen  Ausdrücken  nur 
eine  endliche  Anzahl  wesentlich  verschiedener  vorhanden 
sei;  als  wesentlich  verschieden  sind  dabei  zwei  Ausdrücke  %j^j  %^  an- 
zusehen, die  sich  nicht  bloß  durch  einen  konstanten  Multiplikator 
unterscheiden. 

Hierdurch  ist  dann  ein  allgemeiner  arithmetischer  Charakter  dieser 
Zahlen  festgestellt,  wie  ein  solcher  insbesondere  für  die  quadratischen 
Irrationellen  schon  lange  bekannt  war. 

4.  Indem  wir  zum  Beweise  dieses  hochbedeutenden  Satzes 
übergehen,   setzen  wir  also   a  als   eine  algebraische  Zahl 


Ö 


1)  Minkowski,  „Ein  Kriterium  für  die  algebraischen  Zahlen",  Nachr.  d. 
K.  (jles.  d.  Wiss.,  Göttingen  1899;  im  Anschluß  daran  „Über  periodische  Ap- 
proximationen algebraischer  Zahlen",  Acta  math.  26,  S.  ö33;  oder  auch  Ges. 
Abhandinngen,  1.  Bd.,  S.  293  n.  357. 
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n*®'^  Grades  voraus.  Minkowskis  Beweis  beruht  nun  durchaus  auf 
einem  allgemeinen  zahlengeometrischen  Satze,  den  wir  deshalb  zu- 
vörderst hier  anführen  müssen. 

Es  seien  v  homogene  Linearformen 

mit  n  Unbestimmten  x^,  x^,  .  .  .,  x^^  und  beliebig  reellen  oder  kom- 
plexen Koeffizienten  gegeben  von  der  Beschaffenheit,  daß  unter  den 
reellen  Wertesystemen  x-^,  x^^  ,  .  .^  x^  das  aus  lauter  verschwindenden 
Werten  bestehende  das  einzige  sei,  für  welches  alle  v  Linearformen 
Null  werden.    Dann  bezeichne  wieder,  wie  in  Kap.  1,  Nr,  6, 

die  Strahldistanz,  welche  als  größter  aller  absoluten  Werte  der  Formen 
^1}  i^f  '  '  -j  ^v  für  das  Wertesystem  ^1,^*2?  •  •  -jOC^  definiert  ist;  da  sie 
für  aUe  Systeme,  bei  denen  ein  x^  absolut  gleich  1,  die  übrigen  ab- 
solut nicht  größer  als  1  sind,  offenbar  nicht  unter  einen  kleinsten 
Wert  K  und  nicht  über  einen  größten  Wert  G  hinausgehen  wird, 
so  folgert  man  aus  der  für  eine  Strahldistanz  und  einen  positiven 
Wert  t  gültigen  Beziehung 

'^itX^,  tX^y  .  .  .  ^   txj  =  t  '  f{X^y  X,2,    .  .  .,    X^ 

daß,  wenn  mit  max(:^J  der  größte  absolute  Wert  aller  x^  bezeichnet 
wird,  für  jedes  Wertesystem  x^,  x^,  .  .  .,  x,^^ 

K .  max  (ä?,)  ^  f(x^,  rt^,  .  .  . ,  ^J  ^  G^  •  max(^,.) 

sein  wird.  Die  untere  dieser  Ungleichheiten  lehrt,  daß  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  ganzzahliger  Systeme  ^1,  ^2,  . ,  . ,  x^  geben  kann,  bei 
denen  f  eine  gegebene  Größe  nicht  übersteigt,  insbesondere  also,  bei 
denen  f  ^  G  ist.  Unter  den  letzteren  aber  gibt  es  gewiß  n  vonein- 
ander unabhängige,  denn  wenigstens  sind  es  die  Systeme 

;r .  =  1 ,     Xj^  ==  0  (i  ^  fc) . 

(i,  7c  =  1,  2,  ... ,  n) 

Man  wähle  nun  unter  ihnen  zunächst  ein  solches 

aus,  für  welches  /  einen  möglichst  kleinen  Wert  f^  erhält;  man  wähle 
dann  unter  den  übrigen  jener  Systeme  ein  solches,  vom  ersten  unab- 
hängiges zweites  System 

^  (2)     ^  (2)  jj  (2) 

für  das  f  den  nächstkleinsten  Wert  f^  annimmt,  usw.,  bis  zuletzt  ein 
von  den  früheren  unabhängiges  System 
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welches  der  Funktion  /*  wieder  den  nächstkleinsten  Wert  erteilt. 
So  erhält  man  n  Werte        r     r  r 

Tu   12}    '  '  '  ■)  In} 

die  wieder^  wie  die  Größen  a.  in  Nr.  1^  völlig  eindeutig  bestimmt 
sind  als  die  möglichst  kleinsten  Werte,  welche  f\x^j  x^y  .  .  ,  ^  x^  für 
irgendwelche  n  voneinander  unabhängigen  ganzzahligen  Wertesysteme 
•^17  ^2)  '  '  '}  ^n  annehmen  kann. 

Von  diesen  n  Größen /"j,  f^,  .  .  .,  f^^  gilt  nun  der  allgemeine 
zahlengeometrische  Satz,  der  in  der  Ungleichheit 

in  welcher  /das  Volumen  des  Bereiches 

(13)  /'(^l,  ^2.   •••;   ^J^i 

bezeichnet,  seinen  Ausdruck  findet.  Minkowski  hat  dafür 
in  seiner  „Geometrie  der  Zahlen^  Leipzig  1896  (1910)  S.  172  ff. 
einen  vollständigen,  aber  sehr  umständlichen  Beweis  geliefert.  In- 
dessen kommt  es  für  den  Gebrauch,  den  wir  hier  von  dem  Satze  zu 
machen  haben,  nicht  so  sehr  auf  die  genaue  obere  Schranke,  als 
darauf  an,  daß  sie  nur  von  n  abhängig  ist.  In  seiner  obengenannten 
Arbeit  hat  daher  Minkowski  selbst  die  behauptete  Ungleichheit 
durch  die  weniger  genaue 

ersetzt  und  die  letztere  begründet.  Da  aber  auch  dieser  Nachweis 
noch  ziemlich  weitläufig  ist,  stehen  wir  von  einer  Wiedergabe  des- 
selben hier  ab  und  entnehmen  also  den  allgemeinen  Unter- 
suchungen Minkowskis  hier  einfach  den  Umstand,  daß 

(14)  f\-h--fn-l<N 

ist,  wo  N  eine  nur  von  n  abhängende  endliche  Größe  ist. 

5.  Das  erste,  was  nun  einleuchtet,  ist,  daß  in  den  Formen 
ly^  der  Kette  für  a  sämtliche  Koeffizienten  g:/'^  von  Null 
verschieden  sein  müssen.  Denn  jeder  dieser  Koeffizienten  ist  ein 
Ausdruck  {n  —  l)*^""  Grades  in  a  mit  ganzzahligen  Koeffi.zienten,  die 
nicht  alle  verschwinden,  und  kann  also  wegen  der  Irreduktibilität  der 
Gleichung,  der  a  genügt,  nicht  NuU  sein. 

Wir  wählen  jetzt  an  Stelle  der  Linearformen  ^j,  g^,  .  .  . ,  ^,.  die 
n  +  1  folgenden  besonderen: 

(15)        .„.„...,.„    und     i  ==  2-t^£i±_^h^^-''  , 

unter  £  einen  positiven  Wert  verstehend.  Der  Bereich  (13),  d.  h.  der 
Bereich  aUer  Systeme  .'T^,  ^xig,  .  .  .,  x.^^y  für  welche  jene  Formen  samt- 
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lieh  absolut  nicht  größer  als  1  sind^  ist  durch  die  Ungleichheiten 
ausgesprochen: 

(16)  -l^a;,^l,     m^8. 

(i=l,  2,  ...,t») 

Da  I  in  ihm  zufolge  der  ersten  n  derselben  schon  absolut  nicht  grö- 
ßer ist  als  die  Größe 

(17)  c=i  +  ki  +  kN  +  ---  +  |^^^-M, 

werde  e'^G  gedacht.  Um  den  Inhalt  I  des  Bereiches  zu  bestimmen^ 
unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  reellen  und  eines  komplexen  Wer- 
tes von  a.  Im  ersteren  Falle  ist  auch  |  raeU.  and  sind  die  vorigen 
Ungleichheiten  identisch  mit  diesen: 

(18)  "1^^,.^1,     -f^^^f. 

(i'=l,  2,  ,.,,n) 

Sind  nun  'Yj-^y  y]^,  .  .  . ;,  Vn-i  beliebige  reelle  Linearformen  mit  den 
Unbestimmten  x^,  X2f  •  -  .^  x^^  von  der  Art,  daß  die  Determinante  der 
Formen  |,  ^y,  7]^^  .  •  .,  Vn-i  gl^i^^  1  i^^?  so  lassen  sich  die  x.  linear 
durch  die  letzteren  ausdrücken : 

(^  =  1,  2,  . .  . ,  n) 
und  man  ündet 

(19)  1  =  J  dx^  dx^  .  .  .  dx^^  =  J  d^dri^  .  .  .  ^%_i , 

wo  das  erstere  Integral  über  den  Bereich  (18),  das  letztere  über  den 
Bereich 

- 1  ^  s,n  +  s,^s,  +  •  •  •  +  6-1  i»2„_i  ^  1 ,  -£^1^6 

(«:=1,  2,  ...,w) 

ausgedehnt  ist.  Je  kleiner  aber  s  gedacht  wird,  je  kleiner  also  auch  | 
bleibt,  um  so  angenäherter  lassen  sich  die  n  ersten  Ungleichheiten 
durch  die  folgenden: 

~i<s,(^)i^, +  ...  +  s!:u^,_,^i 

(^«=1,  2,  ..,,  n) 
ersetzen,  und  um  so  näher  wird  das  zweite  Integral  in  (19)  gleich 
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wo  die  Integration  ansgedelint  ist  über  den  Bereicli  der  letzten  ün- 
gleichheiten  oder,  was  dasselbe  sagt,  über  den  Bereich 

(20)  -l^a;,^l,     1=^0. 

(i==l,  2,  ...,n) 

Oder :  mit  iinendlicli  abnehnaendem  s  konvergiert  —-  gegen  das  in 
dieser  Ausdehnung  genommene  Integral 

d.  i.  gegen  einen  endlichen  positiven  Wert. 

Ist  zweitens  «,  also  auch  |  komplex,  so  setze  man  ^  =  ö  +  ig,  wo 
dann  ö,  ^  zwei  reelle  Linearformen  sind,  und  bestimme  irgend  n  ~  2 
andere  reelle  Linearforraen  >?i;  %,•••;  ^«_ 2  derart,  daß  die  Deter- 
minante der  n  Formen  Oj  i,  rj^j  ,  .  .  ^  i]^_2  gleich  1  ist.  Dann  lassen 
sich  die  x^  linear  ausdrücken  in  der  Gestalt: 

(i  =  l,  2,  .,.,^) 
Der  Bereich  (18)  ist  jetzt  identisch  mit  dem  folgenden : 

und  sein  Inhalt 

I  =J  dx^  .  .  .  dx.^^  =  /  dOd^d}]^  .  .  .  dri^_^^ 
wo  das  letztere  Integral  ausgedehnt  ist  über  den  Bereich 

Je  kleiner  nun  £,  also  auch  ö,  ^  werden,  um  so  näher  ist  das  Integral 
gleich  .      r 

wo  die  Integration  ausgedehnt  ist  über  den  Bereich 

d.  h.  über  den  Bereich  (20);  mithin  konvergiert  jetzt  -^  mit  un- 
endlich abnehmendem  a  gegen  einen  endlichen  positiven  Wert.  Be- 
zeichnet wieder  ö  die  1  oder  die  2,  je  nachdem  a  reeU  oder  komplex 

ist,  so  darf  man  hiernach  sagen:  -^  bleibt  für  £  ^  (7  oberhalb,  also 
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-j  und  daher  auch     y  -  unterhalb  einer  endlichen  positiven  Schranke, 
die  wir  für  letzteren  Ausdruck  mit  M^  bezeichnen  wollen,  so  daß 

^-^-     <    Jf» 

geschrieben  werden  kann.    Infolge  hiervon  geht  aber  die  Ungleich- 
heit (14)  für  unseren  Fall  über  in  die  folgende: 

Der  Bedeutung  der  Größen  f.  entsprechend  bestehen  jedenfalls  die 

Ungleichheiten  n  ^  n  ^        =  /. 

/i  <.  /2  <.•••<  /n? 

und  ihnen  zufolge  schließt  man  aus  vorstehender  Ungleichheit  die 
besonderen  Beziehungen : 

(21a)  f-./;«-i./;^itf- 

und 

(21b)  B'f^-^M, 

Nun   sei  S  eine  Substitution  der  Kette    für  a  und  r  die  Zahl,  zu 
der  sie  gehört,  endlich 

(22)  i  -=  ci^s^  +  f^2^2  +  •  •  •  +  a,,z^^ 

die  ihr  entsprechende  Form.    Dann  ist 

wie  schon  bemerkt,  von  Null  verschieden  und  dem  absoluten  Betrage 
nach  <  0  •  r ;  setzt  man  also  f  =  -~- ,  so  wird  s^  G  und 


Da  I ^  I  für  alle  ganzzahligen  Wertesysteme  x^j  x^, . . .,  x^y  bei  dienen 
sämtliche  x-  absolut  kleiner  als  r  sind,  mindestens  gleich  |  a^  \  ist,  so 
wird  das  Maximum  f{x^y  ^2^  •  •  •?  ^«)  ^^^  Beträge  für  die  Formen 
(15)  bei  all  solchen  Wertesystemen  mindestens  gleich  r;  dasselbe  gilt, 
wenn  wenigstens  eine  der  ganzen  Zahlen  x^  absolut  gleich  oder  grö- 
ßer als  r  ist.  Ferner  gibt  es  unter  den  Systemen,  bei  denen  |  a?,- 1  ^  r 
ist,  zum  mindesten  das  eine  System  x-  =  pP  (für  ^*  =  1,  2,  .  . . ,  n), 
für  welches 


also  f{x^,  x^,  .  .  .,  o;^)  ==  r  wird.  Dieser  Wert  ist  also  der  kleinste, 
den  f{x^,  x^y  .  ,  . ,  x^  überhaupt  bei  ganzzahligen  x-^  anzunehmen  ver- 
mag, und  somit  f^  =  r . 


r 


■r"  ^M 
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Ans  der  Ungleichheit  (21b)  erschließt  man  also  die  folgende: 

\i 

oder 

n  —  (J 

(23)  jt^J^Jf.r"    "    . 

Der  erste  Koeffizient  der  Formen  %  nimmt  demnach^  wenn  man  r  der 
Reihe  nach  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  läßt^  unendlich 
ab,  ohne  jemals  Null  zu  werden,  woraus  hervorgeht,  daß  die 
Kette  für  a  unbegrenzt  ist. 

Dieser  Schluß  würde  unzulässig  sein,  wenn  zugleich  n  =  2  und 
ö  =  2,  d.  h.  wenn  a  eine  komplexe  quadratische  Zahl  ist;  deshalb 
ist  bei  dem  zu  beweisenden  Satze  die  Bedingung  n>  6  er- 
forderlich, die,  wenn  ö  =  1  ist,  übrigens  sich  von  selbst  versteht. 

6.  Um  nun  für  eine  Zahl  a  vom  Grade  n  auch  noch  den  dritten 
Punkt  in  der  Aussage  des  Minkowski  sehen  Satzes  zu  beweisen, 
bemerken  wir,  daß  ein  gewisses  ganzes  Vielfaches  aa  der  Zahl  a  eine 
ganze  algebraische  Zahl  ist.  Daher  ist  auch  a'^"^  •  t,  für  jedes  ganz- 
zahlige System  x^^  x^,  -  .  - ,  x,^  eine  von  Null  verschiedene  ganze  al- 
gebraische Zahl  und  daher  ihre  Norm  iV(a""~^|)  eine  von  Null  ver- 
schiedene rationale  ganze  Zahl,  also  absolut  gleich  oder  größer  als 
Eins.  Andererseits  ist  sie,  wenn  die  x^  sämtlich  absolut  nicht  größer 
als  r  sind,  endlich  beschränkt.  Ist  nämlich  wieder  6  =  1  oder  ö  =  2^ 
je  nachdem  a  reell  oder  komplex  ist,  nnd  bedeutet  im  letzteren  FaUe 
a^  die  konjugiert  imaginäre  Größe  zu  a^  so  können  die  sämtlichen 
mit  a  Konjugierten  durch 

und  entsprechend  die  mit  §  Konjugierten  durch 

bezeichnet  werden,  wo  die  eingeklammerten  Größen  nur  in  Betracht 
kommen,  wenn  6  ==^  2  ist.    Bezeichnet  dann  C  den  größten  aller  Be- 

so  ist  allgemein 

(24)  Ui  =  |l''U     U«|^C.»-, 
also 

N(a«-^^)  =  a"("-'>  ■  \  |(|»)r  .  .  .  IC»-"»  I 

Da  folglich  diese  obere  Grenze  nicht  kleiner  als  1  sein  kann,  ergibt 
sich,  wenn  . 
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gesetzt  wird^  die  Ungleichheit 

(25)  \^\^  '^-^^^'0% 

worin  h  nicht  von  r,  sondern  allein  von  n  und  der  Gleichung,  welche 
a  bestimmt,  abhängig  ist.  Diese  Ungleichheit  gilt,  wenn  S  und  die 
Funktion  %  die  zur  Zahl  r  gehörigen  sind,  insbesondere  von  dem 
Werte  |  ^  a^,  so  daß 


(26)  kl  I  ^  *  •  '^* 
gesetzt  werden  kann. 

Ist  andererseits  wieder  f(x^,  x^y  . .  .,  x^  für  ein  positives  «  ^  (7 
der  Maximalwert  der  Formen  (15)  und  f^  der  kleinste  Wert,  den  er 
für  alle  ganzzahligen  x^  annehmen  kann,  so  bestehen  für  das  Werte- 
system, welches  /^  liefert,  die  Ungleichheiten  |a;J^/i,  \%\'^hf\^ 
und  aus  (25)  geht,  wenn  unter  r  das  größte  Ganze  verstanden  wird, 
das  in  f^  aufgeht,  die  Beziehung  hervor : 

d.  i.  einfacher 

(27)  ^-i^y-b, 

wodurch  dann  die  Ungleichheit  (21a)  folgende  Gestalt  annimmt: 

n 

(28)  s.C^B=^^. 

Iß:' 

Wird  aber  bei  dieser  Betrachtung  unter  b  der  Wert  ^-"-verstan- 
den, der  ^  G  ist,  so  findet  sich  /„  =  -r;  denn  für  n  voneinander  un- 
abhängige Systeme  x^,  X2,  .  .  .,  x^^,  die  sämtlich  absolut  kleiner  als 
r  sind,  ist  f{x^y  x^,  ...,  x^^   sicher  nicht  kleiner  als  r,  da  alsdann 

|ll^l«J,also  III        III        __ 

^n  I  "^ 

ist.  Dasselbe  gilt,  wenn  in  wenigstens  einem  von  n  solchen  unab- 
hängigen Systemen  sich  Werte  x^  absolut  gleich  oder  größer  als  r 
vorfinden-  endlich  aber  gibt  es  n  solche  Systeme  mit  Zahlen  x.y  die 
absolut  ^  r  sind,  nämlich  diejenigen  zum  Werte  cc^  von  | ,  also  zum 

Werte  - — '■  =  r  führenden  Systeme,  für  welche  f(^j,  ^2;  •  •  •  ^  ^«)  ^  *':? 

aber  keine  n  derartigen  Systeme,  für  welche  f(x^j  ^g,  .  .  .,  xj  <  r 
wird.    Demnach  ist  eben  f^^  ==  r,  und  aus  (28)  folgt  jetzt 

(29)  («j^jj-r'"^. 
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Diese  Ungleichlieit  Yerbunden  mit  den  andern  (4)   und  (26)  er- 
gibt schließlich 

n — a  n  ~  (T 

(30)  h-t~^^\a,\^\a,\^.--^\ccJ^B.r~'"'^~. 
1.  Bezeichnen  ferner 

«*,(0,  <>•••;«/"-'" 

für  die  Größe  a.  ihre  sämtlichen  Konjugierten^  so  erhält  man  aus 

(31)  :  «,^)  I  ^  C  .  r     (nach  (24)) 

und  aus  den  Ungleichheiten  (30)  die  neue  Ungleichheit  : 

(32)  N{a'' -^  ■  ai)==  a"" («  -  ^^ a.  (c^ .«)  a.' , . .  a/^  -  ^)  ^  a^ (« - 1)  •  jB^  •  C^ -  % 

der  zufolge  die  rationale  ganze  Zahl^  welcher  die  Norm  gleich  ist, 
bei  unbegrenztem  Wachsen  von  r  nur  endlich  viele  verschiedene 
Werte  annehmen  kann.  Wird  die  Ungleichheit  (31)  aber  nur 
mit  Ausnahme  der  einen  bestimmten  Zahl  a/'^  benutzt^  so  findet  sich 

n  (n  -  1)  ^   -ßü  ^  QH-a-l 


N(a^'-^a^  £ 


r 


\'^i 


'.m 


und,  da  die  Norm  >  1  ist,  die  Ungleichheit 

(33)  \ap\^c-r, 

wo  c  die  von  r  unabhängige  Größe 

1 

bedeutet. 

Aus  diesen  Ungleichheiten  folgen  weiter,  wenn  i,  h  irgend  zwei 
verschiedene  der  Indizes  1,  2,  .  .  .,  n  bezeichnen,  die  weiteren: 

i  —1  (also  auch    ^'  i  |  ^  -r- 


und  für  ä  =  1,  2,  .  .  .,  ^^  —  (? 
Bildet  man  nun  die  Grleichung 


=  C 


(34)  ^(a«-«,).(.-5)  ((.-!))(.-  3)...  (.-|;;)=0, 

WO  der  zweite  Linearfaktor  wieder  nur  in  Betracht  kommt,  wenn 
(5  =  2  ist,  so  liegen  den  letzten  Ungleichheiten  und  (32)  zufolge  die 
Koeffizienten  derselben  unterhalb  endlicher,  nicht  von  r  abhängiger 


Nr.  8.     Beweis  des  Minkowskischen  Satzes  479 

Grenzen;  da  sie  aber  offenbar  ganze  algebraische  Zahlen  und  als 
symmetrische  rationale  Funktionen  von  den  Wurzeln  der  Gleichung, 
der  a  genügt^  rationale  Zahlen,  folglich  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
so  haben  sie  für  alle  wachsenden  Werte  von  r  nur  eine  endliche  An- 
zahl verschiedener  Werte,  und  es  ist  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher 
Gleichungen  (34)  vorhanden.  Demnach  haben  auch  die  Verhält- 
nisse —  als  Wurzeln  derselben  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 

Werte  und  tritt  in  der  unbegrenzten  Kette  für  a  nur  eine  endliche  An- 
zahl der  Verhältnisse        ^   .  >v   .  /^,  . 

«j  .  «2  •  '^s ^n  f 

d.  h.  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  wesentlich  verschie- 
dener Formen  %  auf. 

8.  Alles  in  allem  steht  also  nunmehr  fest,  daß,  wenn  a 
eine  algebraische  Zahl  ^*®^  Grades  ist,  die  zugehörige  Kette 
die  drei  im  Minkowskischen  Satze  ausgesagten  Eigen- 
schaften besitzt.  Wenn  aber  a  keine  algebraische  Zahl  n^^^  Gra- 
des ist  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich: 

Entweder  ist  a  eine  algebraische  Zahl  geringeren  als  n*®^  Grades, 
oder  sie  ist  weder  eine  algebraische  Zahl  ^*®^  noch  eine  solche 
geringeren  Grades. 

Im  ersteren  Falle  besteht  für  a  eine  Gleichung 

(35)  ÜQ  -f  a^a  -f-  a^a^  -f.  .  .  .  -f  a^_^a''-'^  ==  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a.^  deren  größter  absoluter  Wert  r 
heiße.  Ist  dann  S  diejenige  Substitution  der  Kette  für  a,  welche  zur 
Zahl  r  gehört,  und 

die  ihr  entsprechende  Linearform,  so  ist  der  Ausdruck  (35)  der  klein- 
ste absolute  Wert  von  |,  welcher  für  aUe  die  Zahl  r  absolut  nicht 
überschreitenden  Wertesysteme  x^^x^y  •  •  •;  ^^  möglich  ist,  und  mithin 
ist  der  erste  Koeffizient  a^  in  %  ^nd  daher  auch  in  jeder  der  etwa  fol- 
genden Formen  der  Kette  gleich  Null.  In  diesem  Falle  sind  also  nicht 
aUe  Koeffizienten  in  den  Formen  der  Kette  von  Null  verschieden. 
Im  zweiten  Falle  kann  kein  Koeffizient  a.  Null  werden,  weil  die 
Gleichung  cc-  =  0  die  Zahl  a  zu  einer  algebraischen  Zahl  geringeren 
als  n^^^''  Grades  stempeln  würde.  Demnach  schließt  man  zunächst 
wieder,  wie  in  Nr.  5^),  daß  die  Kette  für  a  unbegrenzt  sein  muß. 
Jetzt  müssen  aber  sämtliche  Formen  %  wesentlich  verschieden  sein. 
Denn,  wären  die  Formen  %^,  ;^^,  welche  den  Substitutionen  S^.,  S^  der 


1)  Die  Schlüsse  dieser  Nr.  waren  von  der  Voraussetzung,  daß  a  eine  Zahl 
^^  Grades  sei,  unabhängig. 
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Kette  —  die  letztere  sei  in  der  Kette  die  spätere  —  entsprechen, 
nicht  wesentlich  verschieden,  sondern 

mit  konstantem  Multiplikator  6,  mithin,  wenn 

gesetzt  wird,  auch  ^{k)  ^  ß  .  ^(h)^ 

(i^l,2,...,n) 
so  ergäbe  sich  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichheiten  (12) 

(36)  \0\<l. 

Andererseits  geht  ojöfenbar  die  Form  |  durch  die  zusammengesetzte  Sub- 
stitution Sj,  •  Sf^~^  mit  rationalen  Koeffizienten,  welche  durch 

(37)  '   '^^''''  ^^ 


n  {^   a  (2) 

bezeichnet  werde,  in  ö  •  |  über,  und  folglich  bestehen  die  Beziehungen : 

6  •  a^'-^  -g/*)  +  a  •  q/^  +  •  •  •  +  t^""^  .  gJ^K 
(^=1,2,...,^) 

Aus  je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Gleichungen  erschließt  man 
n  —  1  Gleichungen  von  der  Gestalt : 

(fc=l,  2,  ...,>^-l) 

Wenn  eine  dieser  Gleichungen  nicht  identisch  bestände,  so  wäre  a 
eine  algebraische  Zahl  n*^"^  oder  geringeren  Grades,  gegen  die  Vor- 
aussetzung.   Sie  müßten  also  sämtlich  identisch  erfüllt  sein,  d.  h.  es 

müßte     ^,.+,^^^  ^t:'-c  €-^ 

Qi  =  l,2,...,n-1) 

sein  für  alle  Werte  Ä  =  l,  2,  ...,w  —  1.  Dann  ergäben  sich  zu- 
nächst die  Werte 

a  (0  =  0    (7  (^)  =  0  a  ("-'>  =  0 
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folglich  dann  aUe  übrigen  Größen  g^^*)  gleich  Null.    Die  Substitution 
(37)  erhielte  also  die  Gestalt 


wenn  g  den  gemeinsamen  Wert  der  Zahlen  q^^^^^  bedeutet,  und  da  | 
durch  sie  überging  in  ö  •  |,  so  findet  sich  S  ^  q.  Andererseits  folgte 
Sj^  =  qS}^=^  6  '  Sf^,  d.  h.  die  Koeffizienten  der  Substitution  Sj^  entstän- 
den aus  den  entsprechenden  Koeffizienten  von  Sj^  durch  Multiplika- 
tion mit  0.  Gehören  nun  diese  Substitutionen  bzw.  zu  den  Zahlen 
^kf  ^hf  ^^  nach  der  Annahme  r^.  >  r^  ist^  so  wäre  wenigstens  einer 
der  Koeffizienten  in  Sj^  gleich  r^.,  während  jeder  der  Koeffizienten 
in  Sj^  höchstens  gleich  Tj^  ist^  was  der  Bedingung  (36)  widerspricht. 
Im  jetzigen  Falle  können  also  nicht  zwei  der  Formen  %  nur  un- 
wesentlich verschieden  sein. 

Daher  muß  a,  wenn  bei  der  zugehörigen  Kette  alle  drei  im  Min- 
kowskischen  Satze  ausgesagten  Eigenschaften  zutreffen,  notwendig 
eine  algebraische  Zahl  n*®^  Grades  sein,  und  damit  ist  nun  der  in 
diesem  Satze  behauptete  arithmetische  Charakter  dieser  IrrationeUen 
vollständig  erwiesen.  — 

9.  Die  Determinante  ]  p/*^  |  jeder  Substitution  der 
Kette  für  a  liegt  unterhalb  einer  von  der  Zahl  r,  zu  der 
die  Substitution  gehört,  unabhängigen  endlichen  Grenze, 
für  weiche  die  Zahl  n\  genommen  werden  kann.  Wir  bewei- 
sen dies  hier  nur  für  algebraische  Zahlen  vom  n*®^  Grade,  doch  be- 
dürfte es  nur  einer  geringen  Ergänzung,  um  es  als  allgemein  für  jede 
Zahl  a  als  gültig  zu  erkennen. 

Es  sei  die  zur  Zahl  r  gehörige  Substitution  S  der  Kette 

(38)  X,  =  pI') 0,  +  pPz,  +  .  .  .  +  i?/«)^, 

(t-==l,  2,  ...,n) 
und 

die  Form,  in  welche  |  durch  sie  übergeht.  Dann  sind  sämtliche  Koef- 
fizienten p^^^  der  Substitution  ^  r  und  sämtliche  Koeffizienten  a.  der 
Form  %  von  NuU  verschieden.  Zunächst  erkennt  man  leicht,  daß  der 
Bereich  aller  Systeme  x^,  x^,  .  ,  .,  x^j  welche  der  Ungleichheit 

genügen,  kein  ganzzahliges  System  mit  nicht  durchweg  verschwin- 
denden X.  in  seinem  Innern  enthält,  d.  h.  kein  solches,   das  der 

Bachmann,  ZaMentheorie  IV 2  31 
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(40)  |^J  +  |^2|  +  ---  +  UJ<1 

genügt.  Denn,  wäre  oc^,  x^,  .  .  .,  x^  ein  System  dieser  Art  und  in 
den  ihm  entsprechenden  Gleichungen  (38)  z^  die  letzte  nicht  der 
Null  gleiche  der  Größen  z.,  also 

mit 

kil  +  k2l  +  •••  +  |^^-l<  1, 

und  der  zugehörige  Wert  von  | 

i^-  =  «1^1  +  o^2^2  H H  ^y^y; 

so  wäre  das  System  jedenfalls  unabhängig  von  den  j  —  1  Systemen 


J,,(^-i),i,,«-i),  ..,AW-'); 


andererseits  wären,  da  die  ^/*)  absolut  nicht  größer  als  r  sind,  samt- 

Demnach  müßte  |iy|  ^  |  ^(jy  j  sein;  dagegen  folgte  aus  (40)   und  den 
Ungleichheiten    ß^i  j  ^  |  ^2 1  ^  •  •  •   ^  I  ^y  I ;  ^^^ 

l^il^lS-l  (l^ii  +  l^2i  +  --  +  kyl)<K-| 
sein  müßte,  und  somit  ein  Widerspruch. 

Wir  bestim_men  nun  das  Volumen  /  des  Bereichs  (39),   d.  i.  das 
über  ihn  ausgedehnte  Integral 

(41)  jdx^dx^  ,  ,  ,  dx^=  \p^^^\  'J d0^  d0^  .  .  .  dz.^^, 

wo  unter  |^;^^*^  |  jetzt  der  absolute  Wert  der  Determinante  verstanden 
wird.    Aus  (39)  folgt 

1^2  I    +  •  •  •  +   kn  R  1  -  kl  K 

also  ist  zunächst  0^  zwischen  +  1  und  —  1   zu  nehmen.    Setzt  man 

(i  =  2,  3,  ...,w) 

so  geht  das  >«-fache  Integral  zur  Rechten  in  (41)  über  in 
4-1 

(42)        J{i  -  [0,  \Y~'d0,fd0,'d0,^ . . .  d0: 

—  1 
mit  der  Begrenzung 
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Nehmen  wir  nun  an,  das  (n  -—  1)  fache  Integral,  welches  sich  über 
diesen  Bereich  ersteckt,  sei  schon  gleich  __  y^  gefunden,  was  offen- 
bar  für  den  Fall  n  ==  2  richtig  ist,  so  wäre  das  Integral  (42)  gleich 

der  angenommene  Wert  wäre  so  durch  allgemeine  Induktion  als  gül- 
tig  erwiesen,  und  man  findet  daher  aus  (41) 

(43)  i  =  lÄ<*'|-S- 

Für  dasselbe  Volumen  aber  läßt  sich  eine  obere  Grenze  finden, 
die  von  r  unabhängig  ist.  Denkt  man  sich  zu  diesem  Zwecke  in  den 
Ausdruck 

(44)  \^l\  +  \^2\  +   -"+\^n\ 

die  aus  (38)  hervorgehenden  Werte  x^  eingeführt,  so  erhält  man  eine 
Funktion  ip^oc^^  x^^  ,  ., ^  xj  mit  den  Eigenschaften  einer  Strahldi- 
stanz. Denn  erstens  verschwindet  (44)  nur,  wenn  alle  <^^,  also  auch 
nur,  wenn  alle  x^  NuU  sind;  zweitens  erhält  man  für  jedes  positive  t 

t{tX^,   tX^,   .  .  .,  tx^)  =\t0^\  +  \t0^\  -\ \-\^^n\ 

drittens  findet  sich,  wenn  einem  zweiten  Systeme  o:/  die  ¥7erte  ^/ 
entsprechen, 

^(kii  +  •••  +  ki)  +  (k/i  +  •-  +  k/i) 

und  endlich  ist 

'^  (~"  ^'i?         ^2;  •  •  • ;  ~  ^n)  ^  ^(^'i;  ^2;  °  •  •;  ^n)  ' 

Dem  Bereiche  (39)  entspricht  nun  der  Bereich 

(46)  ^(^l;   ^2;    •   .   •;   ^J^l. 

der  somit  in  seinem  Innern  kein  von  Null  verschiedenes  ganzzahli- 
ges Wertesystem  X-^,x^,  . . .,  x^^  enthält.  Sind  daher  2Ä^ ,  .  .  . ,  2h^  und 
2^1,  .  .  .,  2\  zwei  verschiedene  Systeme  gerader  Zahlen,  so  haben 
die  zwei  Bereiche 

ilj(x,  ~  2\,  .  .  .,  ^,  -  2\)  ^  1,       ti^i  -  2k,,  .  ,  .,  ^,  -  2/g  ^  1 

31* 
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keinen  inneren  Punkt  x^,  x^,  .  .  .,  x^  gemeinsam;  denn,  da  für  ein 
solches  System 

J^^(h,~\,  .  .  .,  \-h:)^^{2\-2\,  .  .  .,  2\-2K) 
^  ^(^,  -  2\,  .  .  .,  ^„-  2ÄJ  +  t^(2Z;,  -x^,...,2\-^  x^)  <  2, 

also  ij{\  ~-\)  '  '  -f  \~  ^J  <  1  si^^  ergäbe,  so  enthielte  der  Be* 
reich  (45)  in  seinem  Innern  ein  ganzzahliges  Wertesystem,  was  nicht 
zutrifft.  Dies  vorausgeschickt,  sei  jetzt  Sl  eine  positive  ganze  Zahl. 
Betrachtet  man  dann  alle  Systeme 2 Äj^,  .  .  .,  2Ä^,  bei  denen  \,  -  »  ',\ 
einen  der  Werte  0,±1,  ±2,  .  .  .,±^  haben,  deren  Anzahl  {2^-\-  Vf 
ist,  so  haben,  wie  gezeigt,  keine  zwei  der  Bereiche 

^{x^-2\,,..,x^-2\)^\ 

einen  gemeinsamen  inneren  Punkt.  Da  nun  im  Bereiche  (39)  oder 
(45)  den  Grleichungen  (38)  zufolge  jedes  \x.\  ^  r  ist,  so  ist  im  letzt- 
genannten Bereiche  \x^  —  2W  ^  r,  also  jedenfalls  jedes  x^  zwischen 
+  {2^  -{-  r)  und  —  {2^  -\-  r)  enthalten.  Die  sämtlichen  genannten 
Bereiche  liegen  also  in  dem  Würfel 

-(2^  +  r)^^,^(2^+r), 

(i  =  l,  2,  ...,n) 

dessen  Inhalt  gleich  .,  ^   ,   ^  . 

*  (4^  +  2ry 

ist;  und  da  (2i^+  1)'*  ihre  Anzahl  und  sie  alle  offenbar  gleichen 
Inhalts  sind,  so  ergibt  sich  die  Ungleichheit 

(2ß  + 1)^.  J^(4^  + 2r)^. 

Weil  dies  aber  für  jeden  noch  so  großen  Wert  von  ^  gilt,  erhält 
man  zur  Grenze  5i  ==  oo  übergehend  die  Beschränkung 

I'^2^. 

Verbindet  man  nun  diese  Ungleichheit  mit  der  Beziehung  (43),  so 
findet  man,  wie  behauptet  worden  ist, 

10.  Mit  geringer  Verallgemeinerung  kann  hiernach  die  Beschaffen- 
heit der  bei  einer  algebraischen  Zahl  a  vom  n*®^  Grade  auftretenden 
Minkowski -Kette  so  formuliert  werden,  wie  es  Minkowski  in 
seiner  zweiten  obgenannten  Abhandlung  getan  hat : 

Bei  einer  algebraischen  Zahl  a  vom  Grade  n>  6  kann  zu 
jeder  reellen  Größe  r  ^  1  eine  ganzzahlige  Substitution  S^: 

(i=l,   2,   ,..,^) 
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angegeben  werden,  deren  nicht  verschwindende  Determi- 

nante  ebenso  wie  die  Verhältnisse  ^-^--  ihrem  absoluten  Be- 

r 

trage  nach  feste,  von  r  unabhängige  Grenzen  nicht  über- 
schreiten, während  in  den  durch  die  Substitution  S  aus 

l=z  x^  +  ax^  +  a^x^  -]-...  +  cd^^^x^ 

hervorgehenden  Formen 

die  Koeffizienten  nur  eine   endliche,  von  r  unabhängige 
Anzahl  verschiedener  Verhältnisse 


darbieten  und  die  Produkte 


ohne  zu  verschwinden  unterhalb  endlicher,  von  r  unab- 
hängiger Grenzen  verbleiben. 

Vergleicht  man  diesen  allgemeinen  Satz  mit  dem  in  Nr.  1  er- 
wähnten aus  der  Kettenbruchlehre,  so  fehlt  hier  im  Charakter  der 
algebraischen  Zahl  a  ein  Zug,  der  dort  als  der  wesentliche  erscheint; 
eine  Periodizität  im  Algorithmus.  Man  sieht  sich  so  zu  der 
interessanten  Frage  gedrängt,  unter  welchen  Umständen  etwa  der 
allgemeine  Algorithmus  der  Minkowski- Ketten  ebenfalls  eine  sol- 
che darbiete.  Indem  wir  also  a  immer  als  eine  algebraische  Zahl 
?^*®^  Grades  denken,  knüpfen  wir  an  den  früheren  Beweisgang  wieder 
an  und  setzen  n'>  6  voraus. 

Es  sei  nun  den  wachsenden  Werten  von  r  entsprechend 

^1?   ^-^2?   ^l"!   •  •  • 

die  Keihe  der  verschiedenen  Substitutionen  8  der  Kette  und  r^  < 
^2  <  ^3  •  •  •  ^^^  Werte  von  r,  zu  denen  sie  gehören.     Schreibt  man 
diese  Reihe  in  der  Gestalt 

Ä^,  /Sg  =-  /Sj  •   §1,  /S3  ==  fi'g  •  ^3,   .  .  ., 

so  wollen  wir  sie  periodisch  nennen,  wenn  die  Reihe  der  Substitutionen 

Vi ;   V2 ;   ^3  >  •  •  • 

von  einem  bestimmten  Gliede  ^^  an  nur  aus  einer  steten  Wiederkehr 
von  einer  endlichen  Anzahl^  von  Substitutionen  besteht,  so  daß  für 
jeden  Index  j  ^  1% 
(46)  «y=«P  +  ; 
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ist,  gilt  dann  die  Beziehung 

^^^^.  ^f  ^  '  '^i+i  ^  ^P+^  *  ^P+S  +  l 

für  jeden  Index  j  ^  /?..    Setzt  man 

so  folgt  für  jeden  Index  j  ^  h  die  Gleichung 
oder 


und  allgemeiner 

für  jede  ganze  Zahl  /^  ==  1,  2,  3,  .  .  . 

Nun  sei 

(48)  xj  ==  ^i^^'^  •  ^i  +  <^2^'^  •  ^2  +  •  •  •  +  ^J^"^  •  ^n 

die  Form,  in  welche  |  durch  die  Substitution  /S^  übergeht.  Da  die 
Anzahl  verschiedener  Verhältnisse 

(49)  (^Z^)  :  a^(^^  :  .  .  .  :  aj^) 

in  der  Kette  nur  eine  endliche  ist,  gibt  es  unendlich  viele  Substitu- 
tionen Sjf  insbesondere  auch  unendlich  viele  unter  den  Substitutionen 
i^pf+h  f^^  ^^^®  Werte  von  /)  denen  das  gleiche  Verhältnis  (49)  zuge- 
hört. Da  aber  die  ganzzahlige  Determinante  dieser  Substitutionen 
wieder  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Werte  zuläßt,  so  gibt 
es  unter  ihnen  noch  eine  unendliche  Anzahl  solcher  mit  der  gleichen 
Determinante  D  und  nun  endlich  unter  den  letzteren  Substitutionen 
noch  eine  unendliche  Menge  solcher,  deren  entsprechende  Koeffizien- 
ten einander  (mod.  D)  kongruent  sind.  Nennen  wir  zwei  Substitu- 
tionen dieser  Art 

wobei  d>  c  sei,  so  ergibt  sich  leicht  nach  den  Gesetzen  der  Zu- 
sammensetzung der  Substitutionen  und  nach  den  Beziehungen  zwi- 
schen den  Elementen  einer  solchen  und  denen  ihrer  Inversen,  daß 
die  Substitution 

ganzzahlige  Koeffizienten  und  die  Determinante  1  haben  muß.    Aus 


(47)  ergibt  sich  zudem  P  =  P 


0 
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8. 


it\i 


PS. 


p 


Sf.,^  -P'S> 


allgemeiner 
(50) 

für  /*  ==  1,  2,  3,  .  .  .  Ferner  hat  man^  da  die  den  Substitutionen  T.  TJ 
zugehörigen  Formen  %  gleiche  Koeffizientenverhältnisse  haben^  die 
Beziehung  =6  -  y 

mit  konstantem  Multiplikator  6,  für  welchen,  da  %^^^^  die  spätere 
der  beiden  Formen  der  Kette  ist,  wieder  die  Bedingung  (36) : 

sich  herausstellt.  Auch  erkennt  man  ß  als  eine  Zahl  des  Körpers 
K(a\  da  die  vorige  Gleichung  mit  den  folgenden: 

f^{dp+h)  ^  ß  .  f^icp  +  h) 

(i=l,  2,  ...,n) 

übereinkommt,  deren  jede  die  Behauptung  bestätigt.  In  bekannter 
Symbolik  kann  dieselbe  Gleichung  geschrieben  werden,  wie  folgt: 

oder 

(51)  ^ÜT-'  d.  i.  |P  =  Ö.|. 

Wie  in  Nr.  8  ergeben  sich  hieraus,  wenn  das  Zeichen  (37)  jetzt 
die  Substitution  P  ausdrückt,  n  Gleichungen  von  der  Form : 

(/.  =  1,  2,...,n) 
und  aus  ihnen  0  als  Wurzel  der  Gleichung 


(52) 


2i 


(1) 


ß,      ü^ 


(1) 


Qi 


(2) 


0, 


(1) 


2l<"', 


.(«). 


i: 


(«) 


0. 


Da  P  aber  eine  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  und  ihre 
Determinante  1,  d.  h.  \    (*)  \  ^  -^ 

ist,  erweist  sich  6  genauer  als  eine  ganze  Zahl  und  zwar  als  eine 
Einheit  des  Körpers  K{a),  deren  absoluter  Betrag  |  ö|  <  1  ist. 
Nun  folgt  aus  (51)  allgemeiner 
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oder 

(53)  Z/.4..-Ö/.X, 

für  jedes  j^h  und  f==  1,  2^  3^  ...    Die  Anwendung  der  Ergebnisse 
der  Nr.  6  und  7  auf  die  Form  Xj  aber,  die  jetzt  einfacher 

geschrieben  werde,  zeigt  durch  die  Formeln  (31)  und  (33),  daß  die 
Größen     '—    ,  wo  jetzt  wieder  a,^^^  für  Ä  =  0,  1,  2^  .  .  . ,  n  —  ^  die 

Konjugierten  von  a^  bedeutet,  zwischen  zwei  von  r^  unabhängigen 
Grenzen  enthalten  sind: 


c< 


M 


KG 


Demzufolge  werden  auch  die  Verhältnisse 


zwischen  zwei  ver- 


schiedenen der  konjugierten  Zahlen  al^\  a^^^  für  h,  &  ==  1,  2,  .  .  . , 
^  —  ^  in  endlichen  Grenzen  verbleiben : 


^ 


G 


und  diese  Grenzen  sind  für  alle  Verhältnisse  die  gleichen,  welchen 
Wert  j^h  auch  habe.    Setzt  man  also 


so  wird  auch 


%/^  +  ,-  -  Ai^i  +  A,^3  +  •  •  •  +  A^^^, 


c 


lw 


?t" 


sein.   Da  nun  aus  (53) 


A,  =  e/  •  a„ 

also  auch  die  sämtlichen  hiermit  konjugierten  Gleichungen  hervor- 
gehen, so  findet  sich 

0(^  ^ 
0(A) 


>^ 


.(*) 


und  mit  Rücksicht  auf  die  voraufgehenden  Ungleichheiten 


< 


für  jeden  Wert  f  =  1,  2,  3,  .  . .    Dies  ist  aber  offenbar  nur  möglich^ 
wenn  der  Quotient  -^.  vom  absoluten  Betrage  1  ist,  aUe  zu  6  Kon- 
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jugierten  also   —   von  6^  abgesehen,  wenn  d  komplex  ist  —   den 
gleichen  absoluten  Betrag  haben.    Da  aber  ß  eine  Einheit,  also 

|ö-(ÖO).  &'&'..,  ö(«-^)|=-  1 

und  zugleich  |  ö  |  <  1  ist,  muß  jener  Betrag  größer  als  1  sein. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtungen  ist  der  Satz: 

Damit  die  algebraische  Zahl  a  vom  Grade  n'>  6  eine  pe- 
riodische Minkowski-Kette  habe,  ist  notwendig,  daß  in 
dem  von  ihr  erzeugten  Zahlenkörper  eine  Einheit  6  von 
einem  Betrage  <  1  vorhanden  sei,  deren  Konjugierte  (ab- 
gesehen, wenn  a  komplex  ist,  von  ihrer  konjugiert  Imagi- 
nären) sämtlich  von  gleichem  absoluten  Betrage  sind. 

11.  Diese  notwendige  Bedingung  ist  aber  zugleich  auch 
die  hinreichende.  Ist  nämlich  6  eine  Einheit  dieser  Art  in  K{a\ 
so  werden  die  Koeffizienten  einer  Substitution  §,  durch  welche 

i,  (§«),  r, . . .,  r-"' 

Terwandelt  werden,  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

(54)  21»  +  a^aW  -| +  «"-^^„W  =  6»  •  «*-* 

und  durch  die  zu  ihnen  Konjugierten  bestimmt,  so  daß  für  q^^^\  q^^\ 
.  .  .,  qj^^  folgende  n  Gleichungen  bestehen: 

q^^)  +  ccq^^^  H +  a"-^  g/)  =  B  •  a^"^ 

(g/*)  +  aög/)        +  •  •  •  +  (aV-^         g/)=  B^        •  {a'^f-^) 
q^^)  +  aq^^^^        +  •  •  •  +   oj'"~  ^  g,/^^  ==  ö'         •  «'*"  ' 


(55) 


q^^)-^a^''~<^)q^i^)-\-  •  •  •  +  (o;(«-^))^-ig^W=  Ö("-<^).  (a(«~^))* 


Da  sie  in  bezug  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung,  der  a  genügt,  ra- 
tional und  symmetrisch  sind,  ergeben  sich  die  ^/*)  als  symmetrische 
rationale  Punktionen  dieser  Wurzeln  und  sind  folglich  rationale  Zahlen. 
Schreibt  man  ihre,  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (55)  hervor- 
gehenden Ausdrücke,  wie  folgt: 

(56)  g.W  ^  Ba'-'  •  Sl  (+  Ö^O^-^SP)  +  B\ay-'W  +  •  •• 

+  ö^«-^)  (a(«-^))*-iSl(^-ö^), 

(Ä==l,2,  ...,n) 

so  haben  dieselben,  da  die  ö,  (ö^),  ö',  .  .  .,  ö^"*"^)  ganze  Zahlen  der 
konjugierten  Körper  sind,  nur  solche  Nenner,  die  eine  feste,  nur 
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<iurch  K{a)  bestimmte  Grenze  nicht  überschreiten.  Ferner  ist  die 
Determinante  der  Substitution  Q,  da  aus  (54)  eine  Gleichung  wie  die 
Gleichung  (52)  erschlossen  wird,  deren  Wurzeln  die  konjugierten 
Einheiten  sind,  gleich  +  1.  Die  gleichen  Eigenschaften  kommen  da- 
her jeder  Substitution  Q^  für  /"  =^  1,  2,  3,  .  .  .  zu,  durch  v/ eiche  % 
{1%  r,  •..,  a^^-^^  bzw.  in 

übergehen.  In  der  unendlichen  Menge  derselben  muß  es  daher  noch 
unendlich  viele  geben,  bei  denen  der  Nenner  der  q.^^^  der  gleiche 
N  ist,  und  unter  diesen  wieder  noch  unendlich  viele,  bei  denen  ihre 
Zähler  bzw.  kongruent  (mod.  N)  sind.  Seien  Q^^  Q"^  mit  d>  c  zwei 
derartige  Substitutionen,  so  wird  Q  ==  Q^  •  {Q^Y^  =  Q'^~^  eine  Sub- 
stitution mit  ganzzahligen  Koeffizienten  und  einer  Determinante 
±  1,  durch  welche  l  (1«),  1',  •  •  •,  l^'^"'^^  in  H,  {^'l^l  ^^1',  •  ■  •; 
^{n-a)^in~a)  ^[q]^  verwandeln,  wo  '^  =  ö^~^,  also  offenbar  wieder  eine 
Einheit  in  K(cc)  mit  einem  absoluten  Betrage  <  1  und  lauter  Kon- 
jugierten von  gleichem  absoluten  Betrage  t^  >  1  ist;  aus 

folgt  noch 

also  ^ 

Betrachten  wir  nun  die  unbegrenzte  Reihe  der  Substitutionen 

(57)  l,Q,Q\Q',--- 

und  bezeichnen  Q^  wieder  durch  das  Symbol  (37),  so  bestehen  jetzt 
die  Gleichungen  (54),  (55)  und  (56),  wenn  in  ihnen  d'^  statt  6  ge- 
setzt wird,  und  aus  den  letzteren  ergibt  sich  allgemein 

wo  der  Paktor  q^  ganz  allein  durch  die  Zahl  a  bestimmt  ist.  Die 
Substitution  Q^  hat  also  die  Eigenschaft,  daß  ihre  Determinante  so- 
wohl, wie  die  Verhältnisse  ihrer  Koeffizienten  zu  7y  ==  'Yj^  gewisse  end- 
liche Grenzen  nicht  überschreiten,  die  nicht  von  r^  abhängen.  An- 
dererseits geht  I  durch  Q^  über  in  ^^  =  ^-^  •  |  mit  den  Koeffizienten 

(58)  ^^-1,    ^^a,    ^^.^2,     ...,    ^/.««-i; 

somit  entspricht  allen  unendlich  vielen  Substitutionen  der  Reihe  (57) 
nur  ein  einziges  Verhältnis 

1  :  a  :  «9  :  .  .  .  :  ci"^ ""  ^ 
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zwischen  den  Koeffizienten  der  Formen  %,  und  zudem  sind  die  Produkte 

aus  (58)  in  n  —  e 

bzw.  gleich  1,  a^  a^,  ,  .  .,  a^"^^  also  für  jeden  Wert  von  f  nicht  grö- 
ßer als  feste  endliche  Grenzen.  Der  Substitutionenreihe  (57)  kommen 
daher  die  sämtlichen  in  Nr.  10  formulierten  Eigenschaften  zu,  und 
demnach  besitzt  die  algebraische  Zahl  cc  in  den  Substi- 
tutionen (57)  eine  offenbar  periodische  Minko wski-Kette. 
12.  Nachdem  nun  dieser  wichtige  neue  Satz  bewiesen 
ist,  fragt  es  sich  noch  weiter,  welche  Zahlenkörper  K{a) 
eine  Einheit  0  der  in  demselben  ausgesagten  Art  etwa  be- 
sitzen. Auch  hierauf  hat  Minkowski  a.a.O.  die  völlig  erschöpfendo 
Antwort  gefunden  und  nachgewiesen,  daß  es  nur  sechs  verschie- 
dene Arten  solcher  Zahlenkörper  gibt.   Es  sind  die  folgenden: 

1.  Die  reellen  Zahlenkörper  K(a)  zweiten  Grades; 

2.  die  aus  einer  reellen  kubischen  Irrationalzahl  cc  erster  Art  er- 
zeugten Körper ; 

3.  die  Konjugierten  der  letzteren; 

4.  die  Körper  vierten  Grades,  deren  Erzeugende  a  nebst  allen 
ihren  Konjugierten  komplex  ist; 

5.  die  Körper  vierten  Grades  mit  einer  komplexen  Erzeugenden  a, 
welche  einen  aus  einer  reellen  quadratischen  Zahl  gebildeten  Unter- 
körper haben,  und 

6.  die  Körper  sechsten  Grades  mit  einer  komplexen  Erzeugenden 
a,  welche  einen  aus  einer  reellen  kubischen  Irrationellen  erster  Art 
gebildeten  Unterkörper  besitzen. 

Beschränken  wir  unsere  Betrachtung,  wie  früher,  ausschließlich 
auf  reelle  IrrationeUe,  so  bleiben,  wie  in  der  letzten  Nr.  des  vorigen 
Kapitels  ausgesprochen  wurde  ^),  nur  die  zwei  ersten  Gattungen  von 
Zahlenkörpern  übrig,  und  es  soU  nun  hier  noch  der  Nachweis  dafür 
nach  Minkowski  geführt  werden. 

Zunächst  leuchtet  in  diesen  beiden  FäUen  ein,  daß  die  Körper  in 
der  Tat  eine  Einheit  der  angegebenen  Art  besitzen.  Denn 
entweder  ist  die  reeUe  Fundamentaleinheit  des  bezüglichen  Körpers 
oder  ihre  Reziproke  dem  Betrage  nach  kleiner  als  1,  und  außer  ihr 
ist  im  ersten  Falle  nur  eine  Konjugierte,  sind  im  zweiten  Falle  aber 
zwei  konjugiert  imaginäre  Konjugierte,  deren  absoluter  Betrag 
also  der  gleiche  ist,  vorhanden.     Somit  bleibt  nur  zu  zeigen,  daß 


1)  Dort  wurde  die  Behauptung  für  Zahlenkörper  ausgesprochen,  welche 
eine  Einheit  vom  Betrage  >  1  mit  lauter  Konjugierten  von  gleichem  Betrage 
enthalten;  ist  0  eine  solche,  so  ist  ö~^  eine  Einheit,  wie  oben,  und  umgekehrt. 
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die  genannten  Körper  die  einzigen  sind,  in  denen  eine  sol- 
che Einheit  0  sich  findet. 

Wenn  nun  eine  Zahl  0  in  einem  Körper  K{a)  vom  n^^^  Grade  nicht 
auch  n^^"^  Grades  ist,  so  ist  sie  von  einem  Grade  v^  der  ein  Teiler  von 

n  ist,  und  daher  sind  je  ~  ihrer  Konjugierten  einander  gleich.    Die 

Einheit  6  von  der  besagten  Beschaffenheit  ist  aber  von  allen  ihr 
Konjugierten  verschieden,  und  demnach  müssen  auch  ihre  Konjugier- 
ten untereinander  verschieden  sein. 

Da  wir  a  als  reell  annehmen,  ist  ^  =  1  und  sind  also  a,  a',  .  .  . , 
^(w-i)  (JJ3  Konjugierten  von  a.  Desgleichen  ist  6  reell;  yfix  setzen 
ö  =  -}-£,  wo  £  ein  positiver  Wert  <  1  ist,  und  indem  wir  den  gemein- 
samen absoluten  Betrag  der  Konjugierten  durch  iq  bezeichnen,  er- 
gibt sich 
(59)  £.^«-1=1. 

Nun  sind  drei  Fälle  denkbar. 

Erstens  finden  sich  unter  den  Konjugierten  a\  a\  ...,  a("-^> 
wenigstens  zwei  reelle  Größen;  sind  es  etwa  die  Konjugierten  cfW, 
a^^\  so  werden  auch  B^^\  ö^*^  reell  sein  und,  da  sie  verschieden  von- 
einander, aber  gleichen  Betrages  sein  müssen,  ergibt  sich  6i^)^  —  d(^)^ 
also  (Ö(^))2  =  (ö(*))2.  Aber  die  im  Körper  K(cc)  enthaltene  Zahl 
6^  =  a^  ist  von  allen  ihr  Konjugierten  verschieden,  da  deren  absolu- 
ter Betrag  rj^  >  s^  ist;  sie  muß  daher  einer  voraufgeschickten  Be- 
merkung zufolge  eine  Zahl  n*®""  Grades,  d.  i.  Wurzel  einer  irreduk- 
tibeln  Gleichung  dieses  Grades  sein,und  deshalb  können  nicht  zwei  ihrer 
Konjugierten  (ß^^'^y,  {ß^^^y  einander  gleich  sein.  Dieser  Fall  ist 
daher  stets  unmöglich. 

Zweitens  ist  nur  eine  der  Konjugierten,  etwa  a^''\  also  auch  ö(^> 
reell,  d.  i.  ö^^^  =  ±ri.  Dieser  Fall  ist  unmöglich,  wenn  ^  >  2. 
Denn  alsdann  wären  noch  n  —  2  paarweise  konjugiert  imaginäre 
Größen  d^\  mindestens  also  ein  Paar  konjugierter  Werte  ö^^^,  6^*^,  die 
ein  Produkt  rj^  ergäben,  vorhanden.  Die  irreduktible  Gleichung  nun^ 
der  B^  =  £^  genügt,  hätte  außerdem  die  Wurzel  {ß^*y  ==  r^  und  ^  —  2 
andere  Wurzeln  vom  Betrage  r^.   Bildet  man  dagegen  die  Gleichung 

mit  rationalen  Koeffizienten,  welche  zu  Wurzeln  die — ^  Pro- 
dukte aus  je  zweien  der  Konjugierten  ö,  ß\  ß",  .  .  .,  ö^""^)  hat,  so 
wären  n  —  1  dieser  Wurzeln  vom  Betrage  aiq,  die  übrigen  vom  Be- 
trage ri^y  darunter  mindestens  eine  Wurzel,  nämlich  das  Produkt 
ß(9).0{^)  gleich  rj^j  also  gemeinsam  mit  der  vorgenannten  irreduk- 
tibeln  Gleichung;  deshalb  müßten  auch  alle  übrigen  Wurzeln  der 
letzteren  unter  jenen  Wurzeln  sein,  was  für  die  Wurzel  s^,  die  kleiner 
als  erj  und  rj^  ist,  nicht  geschehen  kann. 
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Drittens  müßten  sämtliclie  Konjugierte  a,  a\  .  .  .,  a^"^"^^  kom- 

plex  sein^  also  — —  Paare  konjugiert  imaginärer   Größen  a^^^   aP^\ 

also  auch  konjugiert  imaginärer  Werte  d^^\  d^^\  deren  Produkt  gleich 
ri^  wäre,  vorhanden  sein.  Dieser  Fall  ist  unmöglich,,  wenn 
w  >  3  ist.  Denn,  bildet  man  die  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizi- 
enten, welche  die  -^— ^ — -  Produkte  aus  je  zwei  der  Größen 

zu  Wurzeln  hat,  so  besitzt  dieselbe  n  —  1  Wurzeln  vom  Betrage 
(£V)~''"^\  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (59)  vom  Betrage  ^^C« - 1)  (« - 2)^  und 
sonst  nur  solche  vom  Betrage  ri~^^^~'^\  d.  h.  wegen  (59)  vom  Be- 
trage 6^,  darunter  wenigstens  eine,  nämlich  das  Produkt 

(ÖW)-«  +  i .  (i9W)-«+i 

gleich  £^,  d.  i.  gemeinsam  mit  der  irreduktibeln  Gleichung,  welcher 
ß^  =  £2  ge]i(4gt.  deshalb  müßte  sie  auch  alle  übrigen  Wurzeln  der 
letzteren  haben,  deren  Betrag  T^^ist,  und  demnach  müßte  7]^  =  r]^^-'^)(^-^^ 
sein,  was  n  ==  3  erheischt,  entgegen  der  Voraussetzung. 

Aus  alle  diesem  geht  hervor,  daß  die  einzig  möglichen  Fälle  die 
Fälle  n  =  2  mit  zwei  reellen  und  t^  =  3  mit  einer  reellen  und  zwei 
konjugiert  imaginären  unter  den  mit  a  Konjugierten,  d.  h.  die  oben- 
erwähnten Fälle  1.  und  2.  sind,  und  es  ist  schon  eingangs  bemerkt, 
daß  diese  beiden  Fälle  tatsächlich  eine  Einheit  6  der  gedachten  Be- 
schaffenheit darbieten.  — 

13.  Blicken  wir  hier  zurück!  Der  Algorithmus  der  Minkowski- 
Ketten  läßt  erkennen,  daß  in  dem  arithmetischen  Charakter  der  al- 
gebraischen Zahl  n^^"^  Grades  eine  Periodizität  desselben  keines- 
wegs das  Wesentliche,  vielmehr  nur  eine  Begleiterscheinung 
ist,  die,  wenn  man  nur  reelle  algebraische  Zahlen  betrachtet,  ausschließ- 
lich bei  den  quadratischen  Irrationellen  und  den  kubischen 
Irrationellen  der  ersten  Art  auftritt.  Diese  beiden  Arten  von 
Irrationellen  nehmen  also  hier  dieselbe  Ausnahmestellung  ein  — 
eine  ausgezeichnete  Besonderheit,  die  ja  auch  in  den  obenge- 
nannten Fällen  5.  und  6.  zutage  tritt  —  wie  sie  auch  schon  im 
Algorithmus  der  Jacobi-Ketten  bei  ihnen  bemerkt  wurde,  insofern 
derselbe,  wenigstens  wenn  er  periodisch  ist,  für  sie  ausschließlich 
ein  Näherungsgesetz  von  besonderem  Charakter  aufwies.  Auch  die 
Reduktion  der  ihnen  zugehörigen  zerlegbaren  Formen  erteilte  ihnen, 
wie  man  aus  der  letzten  Nummer  des  14.  Kapitels  entnehmen  darf, 
diese  besondere  Stellung.  Fragt  man  nun  nach  dem  Grunde  dieser 
Erscheinung,  so  dürfte  eben  die  Rückkehr  zur  Reduktion  der  Formen 
die  richtige  Antwort  darauf  geben:   jene  zerlegbaren  Formen  sind 
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die  einzigen  indefiniten  Formen  dieser  Art,  für  welche  die  ihnen  zu- 
geordneten positiven  quadratischen  Formen  nur  einen  veränder- 
lichen Parameter  enthalten^  worauf  eben  die  bei  der  Reduktion 
eintretende  Periodizität  des  Algorithmus  beruht.  In  unmittel- 
barem logischen  Zusammenhange  damit  aber  steht  der  andere  Um- 
stand, daß  die  jenen  Irrationellen  entsprechenden  Zahlenkörper  die 
einzigen  reellen  Körper  sind,  die  nur  eine  Fundamental  ei  nheit 
besitzen,  ein  Umstand,  der  mithin  ebenso  wie  der  erwähnte  andere 
als  Ursache  jener  Ausnahmestellung  der  beiden  IrrationeUen  ange- 
sehen werden  könnte.  Ob  es  irgendeine  arithmetische  Charakteri- 
stik der  reellen  algebraischen  Zahlen  n^^^  Grades  geben  kann,  bei 
welcher  die  Periodizität  des  ihr  zugrunde  liegenden  Algorithmus 
—  wenigstens,  wenn  dieser  Begriff  im  gewöhnlichen  Sinne  genom- 
men wird  —  ein  wesentliches  Merkmal  sei,  dürfte  nach  alle 
diesem  mehr  als  unwahrscheinlich  sein.  Bei  den  gedachten  beiden 
IrrationeUen  fällt  eben  nur  ausnahmsweise  ihre  wesentliche  Be- 
stimmung mit  diesem  besonderen  Charakterzuge  in  eins  zu- 
sammen. — 


Sechzehntes  Kapitel. 

Die  unbestimmteii  qiiadrfiiisclieii  Formen  mit  mehr  als  zwei 
Uiil}estimmteii. 

1.  Wir  behandeln  endlich  noch  die  Reduktion  der  unbestimmten 
quadratischen  Formen  mit  n  Unbestimmten,  welche  Her  mite  eben- 
falls, wie  die  der  zerlegbaren  Formen,  auf  die  stete  Reduktion  ver- 
änderlicher positiver  quadratischer  Formen  zurückgeführt  hat.  Das 
Hauptziel  unserer  Betrachtungen  soll  dabei  der  Nachweis  sein, 
daß  für  ganzzahlige  Formen  dieser  Art  und  von  gegebener  Deter- 
minante nur  eine  endliche  Anzahl  von  Klassen  äquivalenter 
Formen  vorhanden  ist.  Um  die  allgemeine  Theorie  verständlicher 
zu  machen,  beginnen  wir  mit  der  bezüglichen  Untersuchung  ternärer 
quadratischer  Formen,  Für  solche  hat  Selling^)  eine  umfangreiche 
Arbeit  geliefert,  in  der  er,  zwar  den  Her  mite  sehen  Grrundgedanken 
beibehaltend,  den  Gegenstand  in  einer  ihm  eigentümlichen  Weise  be- 
handelt hat.  Die  wesentlichsten  Ergebnisse  dieser  Arbeit,  soweit 
sie  die  für  uns  interessanten  Fragen  betreffen,  sollen  zunächst  hier 
abgeleitet  werden. 

Es  sei 
(1)  f==  ax^  H-  hiß  +  cz^  +  2g\jz  +  'llizx  +  2Ä^'^ 


1)  Selling,  Joiirn.  für  die  reine  u.  angew.  Math.  Bd.  47,  S,  148—229. 
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49& 


oder  kurz 


f- 


a^  hj  c 

9,  'h,  k 


eine  unbestimmte  ternäre  Form ;  doch  betrachten  wir  nur  solche, 
durch  welche  die  Null  nicht  darstellbar  ist.  Jede  solche  kann  be- 
kanntlich als  ein  Aggregat  von  drei  Quadraten  von  Linearformen 
dargestellt  werden,  die  verschiedene  Vorzeichen  haben,  also  entweder 
ein  positives  und  zwei  negative  Quadrate  oder  umgekehrt  sind.  Da, 
wenn  für  eine  Form  f  das  eine  gilt,  das  andere  für  —  f  der  Fall  ist, 
und  zwei  solche  entgegengesetzt  genommene  Formen  wesentlich 
gleiche  Eigenschaften  haben,  braucht  man  nur  die  eine  Art  von 
ihnen  zu  behandeln  und  darf  daher  voraussetzen,  daß  die  Form  f  in 
folgende  Gestalt  gesetzt  werden  kann: 

(2)  f==U"~V'~-  W\ 
wo 

(3)  r7==:  10^  +  1??/  +  ?^,  F=li^  +  %?/  +  gi^;   W^l^x+ri^y  +  l,p 

Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten  sind.    Ist 

ihre  Determinante,  so  ist  die  Determinante  der  Form  f 

(5)  I)  =  A^ 

also  positiv.  Aus  der  Vergleichung  von  (1)  und  (2)  aber  ergeben 
sich  nachstehende  Beziehungen: 


(6) 


9-  Vt-VA  -V2^2^  Ä=-g| 


Vi  -  %' 


b  fei  £2 


?iii  -  Ukp  ^  =  l>?  -  §1%  -  i2%' 


Die  Adjungierten  zu  den  Elementen  der  Determinante  A  bezeichnen 
wir  mit 


a) 


k-Vti  -Vit^  %=Sii  -bii?   ?2  =  ^%  -  kV' 


Nun    ist    die    Adjungierte    der    Form    U^ 
letzteren  identisch.   Nennt  man  aber 


V^  —  W^  mit    dieser 
teren  identisch.   Nennt  man  aber 

(8)         F  =  Äx'  +  B^f  +  0^2  +  2  Gyz  +  2H0x  +  2Exy 
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die  Adjungierte  von  f  und  bedenkt,  daß  der  Ausdruck  (2)  durch  die 
Substitution  ^i     r)     t 

mit  der  Determinante  A  sich  in  f  verwandelt,  und  daß  daher  be- 
kanntlich der  adjungierte  Ausdruck,  d.  h.  er  selbst  durch  die  Sub- 
stitution ,-     _      r- 

!'  ^'  i 

in  F  übergeht,  so  findet  man  die  Gleichung 

(9)  F==n'-r^-W\ 

wenn 

(10)  U^h  +  Tiy+t0,V=^  l,x  +  ^,y  +  y,  W^l,x  +  lj,y  +  y 

gesetzt  wird,  und  deshalb  die  mit  (6)  analogen  Beziehungen: 

(11) ^^ °=1!~ ^^' ~ ^''>  ^ ^ 't" ^>' ~ '^''' (^-^^-'^i'- ^ä' 

Aus  (2)  aber  geht  nach  den  Beziehungen,  die  zwischen  den  Ele- 
menten einer  Determinante  und  ihren  adjungierten  Elementen  be- 
stehen, die  Gleichung 

(12)  /-(l,  ^J)  =  Aä  =  i) 
und  aus  (9)  ebenso 

(13)  ^(1,  ^,  0  =  A'  =  i) 
hervor. 

2.  Nun  ordne  man  der  unbestimmten  Form  (1)  oder  (2) 
die  positive  quadratische  Form 

(14)  ^^ü'+V'+W^ 

mit  den  gleichen  Linearformen  (3)  zu.  Schreibt  man  sie  aus- 
führlich, wie  folgt: 

(15)  f=ax^  +  hy^  +  c^«  +  2  gt/^  +  2^^x  +  2lxy, 
so  erhält  man  entsprechend  mit  (6)  die  Beziehungen: 

=  r  +  li^  +  l,\    ^-r,'  +  'ri^  +  r,,\  c  -=  g»  +  g^H  &' 


(^^'  t 
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und  demnach 


Da  nun  wieder  die  Adjungierte  des  Ausdrucks  (14)  mit  diesem  Aus- 
drucke identiscli  ist,  so  ergibt  sich  als  Adjungierte  der  Form  f,  die 
wir  bezeiclinen  wollen  durch 

(18)         g  =  2la;2  +  ^t/  +  S^^  ^  2&y^  +  2Q0x  +  2^xy, 
der  Ausdruck 

(19)  ^^ü'  +  r'  +  W% 

mithin  die  Formeln 

(20)  I  ^ = ^"'  +  ^'''  +  ^'''  ® = f  +  ^i'  +  ^'''  e=-  ej  +  e?  +  g,^ 

sowie  die  anderen 

\Ä  +  ^  =  2|^   £  +  33  =  2^^  C  +  6  =-  2^^ 


^^^^         '(?  +  ®  =  2^g,  iT+C)=-2ei,  Z  +  S  =  2|^. 

Den  Beziehungen  (17)  zufolge  läßt  sich  die  Gleichung  (13)  schrei- 
ben,  wie  folgt:  2JP(|,  ,,  0 

(22)  ==  Ä(a  +  a)  +  B(b  +  h)  +  0(c  +  c)  +  2  G(g  +  g) 

+  2fi(Ä  +  i))  +  2^(7c  +  !)  =-  2I>. 
Andererseits  ist 

Äa  +  Bb+Oc  +  2Gg  +  2Hh  +  2Kk 
=  {Aa  +  Kk  +  Hh)  +  {Kh  +  Bb  +  Gg)  +  (flÄ  +  G^  +  (7c) 

=  32). 
Daher  findet  sich 

Aa  +  56  +  C'c  +  2(?g  +  2M)  +  2Ki  =  -D 
und  entsprechend 

aSl  +  öS  +  c6  +  2^@  +  2Ä$  +  2/i;t  =  -  D. 
Die  Gleichung  (13)    kann    aber  auch  folgendermaßen  geschrieben 
werden:  i?'(2|^  2|i?,  2^0  =  4^  •  D, 

d.  i.  wegen  (17) 

(23)  F{a  +  a,  fc  +  !,  Ä  +  ^)  =  4|'  •  D. 

Bachmann,  Zalilentheorie  IV  2  32 
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Hier  ist  die  linke  Seite  gleich 

F{a,  Je,  h)  +  F(a,  t,  ^) 

+  2a(Äa  +  K1C  +  Hl)  +2i{Ka  +  Slc+0]i)  +  2^Ha+ G]c  + Ch) 

==  F(a,  Je,  h)  +  F{a,  t,  1))  +  2a-  B, 
und  da 

F{a,  k,  h) 

=  a(Äa  +  Kk  +  Hh)  +  h{Ka  +  Bl  ■{■  Oh)  +  h{Ra  +  01+  CK) 

=  aB 

ist,  nimmt  so  die  Gleichung  (23)  die  Gestalt  an: 

aD  +  F{a,  !,  ^)  4  2a  •  X>  =  4|«  •  Z», 

d.  i.  wegen  (17) 

(24)  F{a,  i,  ^)  =  al). 
Analog  ergibt  sich 

(25)  f{%,^,^)^AB. 

3.  Nachdem  diese  allgemeinen  Beziehungen  hergeleitet  worden  sind, 
bemerken  wir,  daß  durch  die  sechs  Gleichungen  (6)  zwischen  den 
neun  Elementen  der  Determinante  A  nur  sechs  von  ihnen  als  Funk- 
tionen der  drei  übrigen,  für  welche  1;  -j?,  t  gewählt  werden  können, 
bestimmt  sind.  Da  zwischen  den  letzteren  die  Gleichung  (13)  erfüllt 
sein  muß,  so  bleiben  nur  zwei  von  ihnen  unabhängig,  und  man  kann 
somit  auch  sämtliche  neun  Elemente  der  Linearformen  TJ,  F,  W  als 
Punktionen  von  zwei  unabhängig  veränderlichen  Parametern  X^,  X^ 
auffassen,  die  so  gewählt  werden  müssen,  daß  die  Gleichungen  (6)  zusam- 
men mit  (13)  reelle  Werte  jener  Elemente  ergeben.  Während  so  die  Koef- 
fizienten der  Form  f  feste  Werte  behalten,  werden  diejenigen  der  zu- 
geordneten positiven  Form  f  veränderlich.  Denkt  man  sich  das  dieser 
letzteren  Form  zugehörige  Raumgitter,  dessen  Grundpunkte  vom 
Nullpunkte  die  Abstände  |/a,  ]/b,  ]/c  haben,  so  wird  also  auch  dieses 
Gitter  mit  den  veränderlichen  Parametern  l^ ,  1^  oder  den  veränder- 
lichen %j  ri^t,  zugleich  sich  verändern,  indem  seine  Grundpunkte  und 
mit  ihnen  seine  sämtlichen  Gitterpunkte  bestimmte  Bewegungen  er- 
leiden, wenn  der  Punkt  §,'>?,?  sich  der  Gleichung  (13)  gemäß,  d.  i. 
auf  dem  durch  diese  Gleichung,  falls  |,  ti^  %  als  Punktkoordinaten 
gedacht  werden,  bestimmten  zweischaligen  Hyperboloide  bewegt. 
Hierbei  kommt  übrigens  nur  die  eine  Schale  des  letzteren  in  Be- 
tracht, denn  von  den  zwei  Punkten  |, '»?,  S  und  —  |,  —>?,  —  &  braucht 
offenbar  in  den  Gleichungen  (6)  nur  der  eine  betrachtet  zu  werden, 
etwa  derjenige  von  ihnen,  für  welchen  die  Determinante  A  >  0  wird. 

Dies  gibt  nun  den  Anhalt,  die  Reduktion  der  unbestimmten  Form 
f  analog  zu  definieren,  wie  diejenige  der  zerlegbaren  Formen,    Die 
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Form  f  soll  nämlich  als  Reduzierte  bezeichnet  werden, 
wenn  die  ihr  zugeordnete  positive  Form  f  für  irgendeine 
der  zulässigen  Wertesysteme  der  Parameter  X^,  X^  oder 
einen  der  Punkte  |,  ?^,  g  auf  der  bezeichneten  Hyperboloid- 
schale eine  reduzierte  Form  ist.  Da  durch  die  Ungleichheiten, 
welche  eine  Form  f  als  eine  Reduzierte  bestimmen,  die  Wertesysteme 
der  Koeffizienten  l,  ri,  l  oder  der  Parameter  X^,  X^  beschränkt  wer- 
den, so  kann  diese  Form  nar  in  einem  begrenzten  Teile  der 
Hyperboloidschale  oder  einer  Ebene,  in  der  2^,  X<^  als  Punktkoordi- 
naten zu  denken  sind,  reduziert  bleiben. 

Wendet  man  nun  auf  eine  Form  fund  die  ihr  zugeordnete  positiye 
Form  f  eine  unimodulare  Substitution  8; 

(26)  X  =  ax  +  ßy  +  y/,  ^  =  ^i^'  +  /^i2/'  +  n^'^ 

^  ==  a^x  +  ß^y  +  y^0 

an,  so  verwandeln  sie  sich  in  die  ihnen  äquivalenten  Formen  von 
der  Gestalt : 

worin 

(28)     |/=|,«  +  ^.«i  +  ?,«„  v:-lß  +  %ßi  +  tß2,  t:-li7+%7i  +  i^n 

gedacht  sind.  Da  f  hiernach  offenbar  die  zur  Form  /"  zugeordnete 
positive  quadratische  Form  ist,  darf  man  den  Satz  aussprechen : 

Äquivalenten  unbestimmten  Formen  entsprechen  äqui- 
valente zugeordnete  positive  Formen,  und  offenbar  auch 
umgekehrt. 

Sei  jetzt  die  Form  f  kerne  Reduzierte,  nämlich  die  ihr  zugeordnete 
positive  Form  f  für  kein  zulässiges  Wertesystem  ^j  'tj,  ^  oder  X^j  X^ 
reduziert,  so  sei  ^^  rj,  ^  ein  bestimmtes  dieser  Systeme  und  die  Sub- 
stitution (26)  eine  solche,  durch  welche  die  demselben  zugehörige 
Form  f  in  eine  Reduzierte  f  übergeführt  wird.  Diese  aber  ist  redu- 
ziert für  das  gemäß  den  Gleichungen  (28)  aus  jenem  System  ^,  rj^  ^ 
sich  ergebende  Wertesystem  |',  rj\  g'  und  wird  es  innerhalb  eines  be- 
grenzten Gebietes  dieser  Größen,  also  innerhalb  eines  nach  (28)  ihm 
entsprechenden  Gebietes  der  1,7;,^,  d.  h.  eines  gewissen  Feldes  der 
Hyperboloidschale  verbleiben.  Demnach  ist  die  nach  dem  voraufge- 
schickten allgemeinen  Satze  durch  die  gleiche  Substitution  S  aus  f 
entstehende  zugeordnete  unbestimmte  Form  f  eine  Reduzierte,  wel- 
che der  Form  f  äquivalent  oder  der  Klasse  dieser  Form  angehörig  ist, 
und  folglich  gibt  es  in  jeder  Klasse  unbestimmter  Formen 

32* 
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stets  auch  eine  reduzierte  Form.  Wird  dies  nun  für  alle  zu- 
lässigen Werte  der  Parameter  /l^,  X^  oder  %^  t]^  g  in  gleicher  Weise 
durchgeführt^  so  erhält  man  einen  Komplex  positiver  Formen  f,  \'\ 
f'',  .  .  .j  deren  jede  in  einem  besonderen  begrenzten  Felde  der  Hy- 
perboloidschale oder  der  Ebene  der  X^^  X^  reduziert  ist^  und  ent- 
sprechend einen  Komplex  ihnen  bzw.  zugeordneter  unbestimmter 
reduzierter  Formen  f,  f\  f'\  .  .  .  ^  die  alle  der  Klasse  von /'angehören, 
also  auch  untereinander  äquivalent  sind.  Ihre  Gesamtheit  werde 
mit  (/')  bezeichnet,  ebenso  die  der  zugeordneten  positiven 
reduzierten  Formen  mit  (f). 

4.  Hier  gilt  zunächst  der  Satz:  Die  für  zwei  äquivalente 
Formen  f^  f  gebildeten  Komplexe  {f)^  (/")  reduzierter  For- 
men bestehen  aus  denselben  Formen.  Es  wiederholt  sich  hier 
eine  schon  in  Nr.  1  des  dritten  Kapitels  angestellte  Betrachtung.  Ist 
B  die  unimodulare  Substitution  (26),  durch  welche  f  in  f  übergeht, 
so  daß  f  =  f .  S 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  auch 

Wendet  man  nun  für  ein  bestimmtes  Wertesystem  §',  ?/,  g'  auf  f  eine 
Substitution  @  an,  durch  welche  diese  Form  in  eine  Reduzierte  ver- 
wandelt und  als  ihr  zugehörig  die  Form  f  •  @  des  Komplexes  (f) 
erhalten  wird,  die  durch  dieselbe  Substitution  @  aus  f  entsteht,  so 
geht  die  für  das  jenem  Wertesysteme  gemäß  den  Beziehungen  (28) 
entsprechende  System  i,j  iq,  ^  gebildete  Form  f  durch  die  Substitu- 
tion Ä  •  @  in  ebendieselbe,  für  das  letztere  System  reduzierte  Form 
über,  der  somit  auch  eine  Form  des  Komplexes  (/*),  nämlich  die 
Form  f '  S®  =  /"  •  @  zugeordnet  ist.  Jede  Form  in  (f)  ist  also  auch 
eine  solche  in  (f),  und  offenbar  auch  umgekehrt. 

Hieraus  ersieht  man,  daß  der  zuvor  erwähnten  Einteilung  der  Hy- 
perboloidschale  (13)  eine  völlig  konforme  Einteilung  der  Hyperbo- 
loidschale pr^^r^  y.^  ^r^  _  jy ^ 

WO  F'  die  Adjungierte  von  f  bedeutet,  nämlich  jedem  Felde  auf  der 
einen  Schale  ein  Feld  auf  der  anderen  entspricht,  denen  beiden  ein 
und  dieselbe  Reduzierte  der  Klasse  von  f\  f  zugeordnet  ist.  Man 
kann  daher  die  eine  Einteilung  durch  die  andere  ersetzen. 

Ist  nun  aber  f  irgendeine  der  Reduzierten  in  der  Klasse  G  von  /", 
also  äquivalent  mit  /",  so  ist  dem  eben  Bewiesenen  zufolge  der  Kom- 
plex (f)  im  ganzen  identisch  mit  (/*),  und  somit  die  Form  f,  welche 
selbst  jenem  angehört,  auch  im  letzteren  enthalten.  Der  in  oben 
bezeichneter  Weise  aus  f  gebildete  Komplex  (/*)   enthält 
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somit  auch  sämtliche  Reduzierten  der  Klasse  von  f.  Alle 
diese  verteilen  sicli  daher  über  die  gedachten  Felder  der  Hyperboloid- 
schale (13)  oder  der  Ebene  der  X^,  l^  in  der  Weise^  daß  jedem  Felde 
eine  bestimmte  von  ihnen  nebst  der  ihr  zugeordneten  positiven 
Form  zugehörig  ist. 

5.  Diese  Sätze  bestehen  unabhängig  davon,  welche  De- 
finition reduzierter  positiver  quadratischer  Formen  man 
auch  zugrunde  legen  mag,  Selling  hat  für  seine  Untersuchung 
die  schon  in  Nr.  4  des  vierzehnten  Kapitels  eingeführte 
Definition  gewählt,  ^md  so  werden  wir  zunächst  uns  darin  ihm  an- 
schließen. Wir  haben  deshalb  neben  der  zu  f  zugeordneten  Form 
\(Xj  y^  0)  noch  ihre  Variierte 

(29)  \{x,  y,  0,  t) 

=  -  8(2/  -  ^f  -  W  -  ^y  -  K^  -  yf  -  K^  -  tf 
-  vnit)  -  ty  -  n{0  -  ty 

zu  betrachten,  in  welcher  die  Koeffizienten  I,  m,  n  durch  die  Glei- 
chungen 

(30)  a  +  ^  +  !  +  I==0,  b  +  !  +  g  +  m  =  0,  c  +  g  +  ^  +  n«0 
bestimmt  sind.    Die  sechs  Koeffizienten 

(31)  g,  ^,  f,  I,  m,  n 

sind  dann  ebenfalls  Funktionen  von  |,  i^;  ?  oder  von  A^,  Ag,  und  die 
Form  f  nebst  der  ihr  zugehörigen  unbestimmten  Form  f 
heißt  reduziert,  wenn  für  ein  gegebenes  Wertesjstem  der 
unabhängigen  Parameter  keiner  von  jenen  sechs  Koeffizi- 
enten positiv  ist.  Sie  hören  auf,  reduziert  zu  sein,  wenn  bei  Ver- 
änderung der  Parameter  einer  oder  mehr  als  einer  der  Koeffizienten 
(31)  positiv  wird,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  er  durch  ISTuU  hin- 
durchgeht. Legt  man  also  diese  Sellingschen  Reduzierten  der  Be- 
trachtung zugrunde,  so  wird  man  aus  einem  Felde  der  obigen  Ein- 
teilung der  Hyperboloidschale  oder  der  Ebene  der  A^,  Ag  in  ein  be- 
nachbartes nur  übertreten,  wenn  einer  oder  mehrere  der  Koeffizien- 
ten (31)  durch  NuU  hindurchgehen,  und  demnach  wird  die  Begren- 
zung eines  jeden  solchen  Feldes  durch  Linien  bestimmt  sein,  in  denen 
die  Parameter  einer  der  Gleichungen 

g  =  0,  ^  -  0,  f  =  0,  I  «=  0,  m  =  0,  n  =  0 
genügen. 

Durch  eine  solche  Gleichung  allein  kann  kein  Feld  begrenzt 
sein.    In  der  Tat,  wenn  etwa   die  Gleichung  !  =  0  die  in  sich  ge- 
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schlossene  Begrenzang  eines  Feldes  wäre,  so  müßte  an  zwei  Punk- 
ten '^^  rjj  ^  derselben 

(32)  I  •  ^-^  =  iri  +  Ö7?  +  oe  =  0 

sein,  eine  Gleichung,  die  in  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (11)  mit 
der  anderen :  p  _.  0 

übereinkommt.    Der  letzteren  zufolge  ergibt  sich  aus  (21) 

c  +  e  =  o, 

d.  h.  die  Determinanten 

Jc^  -  ab,    f  -  ah 

der  beiden  binären  Formen  (a,  h^  V),  (a,  l,  B)  sind  einander  ent- 
gegengesetzt gleich;  die  erste  Form  ist  eine  unbestimmte,  die  zweite 
eine  positive,  und  sie  sind  den  Gleichungen 

(33)  a  +  a  =  2|2^  h  +  h^2ri%  k+t  =  2irj 

zufolge  zwei,  auf  die  in  Nr.  4  des  dritten  Kapitels  angegebene  Weise 
einander  zugeordnete  binäre  Formen,  für  welche  die  dortige  Glei- 
chung (54): 

ah-2M  +  ha==0, 
hier  also  wegen 

(34)  t  =  0 

die  Gleichung ö^b  +  &a  =  0  erfüllt  ist.  Dieser  zufolge  haben  a,  h  ver- 
schiedenes Vorzeichen,  also  ist  —ab  positiv.  Nach  (33)  läßt  sich  die 
Gleichung  schreiben,  wie  folgt: 

6|^  +  arj^  =  ab 

und  gibt  zusammen  mit  (34),  d.  h.  mit  2^7j  =«  k^ 

also 


C.2  ^  ab±y—  ab{k^-^ah) 
§  —  26 

Somit  erhält  man  nur  zwei  reelle  Lösungen  ±  |,  ±  -j?,  und  es  wäre 
nur  ein  Punkt  |,  r],  ^  der  Hyperboloidschale  auf  der  Linie  (34)  mög- 
lich, für  den  (32)  besteht. 

Sind  demnach  mehrere  jener  Linien  zur  Begrenzung  eines  Feldes 
nötig,  so  werden  auch  Ecken  derselben  vorhanden  sein,  Punkte  1,?^,  ^, 
in  denen  mehrere  dieser  Koeffizienten  gleichzeitig  verschwinden. 
Dabei  können  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  eintreten. 
Entweder  verschwinden  zugleich  zwei  Koeffizienten,  wie  g  und  I, 
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welche  sicla  in  f  auf  alle  vier  Unbestimmten  (t/,  ^;  x^t)  beziehen.    Be- 
zeichnet man  die  Variierte  (29)  kurz  mit 

[r,    TU,  nj 
so  wird  sie  an  solcher  Stelle  zur  Form 

(0;  %  : 

[O,    m,  tij 
und  geht  durch  die  Substitution 

^0,  -  1,  1, 


V 


=  1, 


1,0, 
vO,      0,1,- 
und  ihre  Wiederholung  in  die  Formen 
fO,    !,    ml       |0, 

%  «r  lo, 

Über,  die  zugleich  mit  jener  reduziert  sind  und  sich  mit  ihr  durch 
jene  Substitution  zyklisch  vertauschen.  Daher  sto- 
ßen an  der  gedachten  Ecke  drei  Felder  reduzierter 
Formen  zusammen  in  der  Weise  der  nebenstehenden 
Fig.  19,  indem  die  von  der  Ecke  ausgehenden  Be- 
grenzungslinien 

9  =  0,  t  =  0,  9  =  I 

nur  nach  einer  Seite  hin  zu  verfolgen  sind.  Eine 
solche  Ecke,  wo  jede  dieser  Linien  sich  gewisser- 
maßen in  zwei  andere  spaltet,  nennt  Selling  einen  Spaltungspunkt. 
Oder  es  verschwinden  zugleich  zwei  Koeffizienten,  wie  1^,  f,  die  sich 
auf  nur  drei  der  Unbestimmten  (;^,  X]  Xj  y)  beziehen.  Hier  nimmt 
also  (29)  die  Form  an 


Fig.  19. 


Sie  geht  durch  die  Substitution 

:i 

Vo,- 

0,  0,  -  1\ 
0,  1,  -  1 
•  1,  1,      0/ 

und  ihre  Wiederholung  ^^  in  die  beiden  Formen 

|n,  0,  0  1 

jttt,  0,  0  1 
V,    n,    gl 
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über,  und  die  weiteren  Wiederholungen  von  ^  führen,  da 

A     0,     0, -r 
2'-    0,-1,      0,      1 
Vo,      0,  -  1,      h 

ist,  dieselben  Formen  wieder  herbei,  bis  ^  =  1,  d.  h.  der  identischen 
Substitution  gleich  wird.  Sonach  stoßen  an  einer  solchen  Ecke  sechs 

Felder  zusammen  in  der  Weise,  wie  die 
Fig.  20  es  andeutet,  wo  die  Linien  i^  =  0, 
!  =  0,  und  t)  +  !  =  0  einander  durchsetzen. 
"~  Deshalb  bezeichnet  S ellin g  eine  Ecke 
dieser  zweiten  Art  als  einen  Kreuzungs- 
punkt. 

Auf  die  Komplikationen,  welche  eintre- 
ten, wenn  in  einem  Punkte  mehr  als  zwei 
der  Koeffizienten  (31)  zugleich  verschwin- 
den, brauchen  wir  für  unsere  Zwecke  nicht  einzugehen. 

6.  Es  gibt  stets  Kreuzungspunkte.  Denn,  wären  etwa  auf  der 
Begrenzung  eines  Feldes  nur  Spaltungspunkte  vorhanden,  wie  der 
Spaltungspunkt  in  Fig.  19,  so  müßte  doch  jedes  der  drei  in  einem 
solchen  zusammenstoßenden  Felder  noch  eine  der  Linien 

f)==.0,    !  =  0,    m-O,    n  =  0 

zur  Begrenzung,  also  zusammen  mit  g  =  0  bzw.  1  =  0  einen  Kreuzungs- 
punkt zur  Ecke  haben.  Hieraus  folgt,  daß  es  in  jeder  Klasse 
unbestimmter  Formen  eine  Reduzierte  f  gibt,  deren  zuge- 
ordnete positivePormf  einemKreuzungspunkte  entspricht. 
Sei  dieser  nun  etwa  wieder  der  Punkt 

^=0,     !^0, 
d.  h.  sei 

/a,     b,     c\ 

^^W    0,    0/ 
/a,  b,  c\     ^ 
und  f  =^  [     ^   ^  I  die  unbestimmte  Form,  der  f  zugeordnet  ist.  Dann 

ergibt  sich  aus  (24)  zunächst 

(35)  a-]/-f. 

Da  ferner  nach  den  Formeln  (17)  allgemein 

(a  +  a)(&  +  b)  -  (fc  +  !)»,    (a  +  a)(c  +  c)  -  (Ä  +  ^)« 
(«  +  o)(^  +  g)»(Ä  +  ^)(Ä  +  f) 
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ist^  wird  hier  insbesondere 


(36) 


6  = 


U 


a  +  a 

hk 

a-\-  a 


C  =^ 


9- 


—  C~ha 
a  +  a 

—  B  —  ca 

a  +  a 


a  +  a 


Mit  i^  und  f  zugleich  Terschwinden  aber  auch  ^  und 
findet  zunächst  aus  (25) 

(35a)  31=]/^ 

und  dann  ganz  entsprechend  den  Formeln  (36)  diese  anderen: 


und  man 


(36  a) 


A  +  % 

A  +  %' 
HK 


A+% 


A  +  % 


A  +  n 
gB—G% 


A  +  \ 


Damit  die  vorstehenden  Ausdrücke  reell  werden^  ist  notwendig,  aber 
auch  ausreichend,  daß  a,  A  dasselbe  Vorzeichen  haben;  sollen  jedoch 
auch  ^,'rj,  t  reelle  Werte  erhalten,  so  erfordern  die  Gleichungen  (17) 
und  (21)  noch,  daß  a  +  a,  ^4  +  §1  positiv  ausfallen.  Sind  also  a,  Ä 
negativ,  so  muß 

a>\a\,    Sl>|^| 

sein,  was  beides  wegen  (35)  und  (35  a)  auf  die  eine  Bedingung 

(37)  0  <  a^  <  D 

hinausläuft.  Diese  besteht  aber  auch  für  positive  a,  Ä-^  denn  man  findet 

D  =  aÄ  +  lcK+  hll==  aÄ  -  {hh^  -  2ghlc  +  cF), 

d.  i.  mit  Kücksicht  auf  (17)   und  da  der  Annahme  1^  :«  0,  f  —  0  zu- 
folge Ä^  —  Ä^  «=  0  ist, 

D^aÄ  +  (hh'-2QhJc  +  cJc'\ 
wo  die  quadratische  Form  mit  der  negativen  Determinante 

eine  positive  Form^  also 

D>aÄ>0 

ist.  —  Für  die  Form  f  ist  nun 

a  +  I=30,    b  +  g  +  m-0,    c  +  g  +  n«0; 
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setzt  man  noch  ,         ,  ^ 

ai  +  tu  +  n  =  0^ 

so  bilden  die  binären  Formen 

«in  Tripel  äquivalenter  Formen,  welche  nach  der  Se  Hing  sehen  De- 
finition (Kap.  3,  Nr.  5)  reduziert  sind  und  durch  die  Substitution 

sich  zyklisch  vertauschen.    Daher  gehen  die  Formen 

^''''^  Ig,    0,    o;-    \tt,    0,  0/'     Im,  0,    0 

durch  die  Substitution 


zyklisch  ineinander  über  und  sind  mit  jenem  Tripel  binärer  Formen 
zugleich  reduziert  bzw.  zugleich  nicht  reduziert.  Alle  drei  gehören 
zu  demselben  Kreuzungspunkte  ^  =  0,  f  =  0 . 

7,  Ist  hierdurch  die  diesem  Kreuz ungspunkte  zugehörige  positive 
reduzierte  Form  vollständig  charakterisiert,  so  können  wir  davon  Ge- 
brauch machen,  um  zu  beweisen,  daß  es  für  eine  gegebene 
Determinante  D  nur  eine  endliche  Anzahl  Klassen  ganz- 
zahligerunbestimmter  Formen  gibt.  Es  sei  (7  eine  beliebige  Klasse 
von  Formen  dieser  Determinante  und  von  dem  betrachteten  Typ,  und  es 
sei  für  eine  beliebigeForm  aus  derselben  dieEinteilung  der  zugehörigen 
Hyperboloidschale  in  die  Felder  reduzierter  Formen  und  in  ihr  ein 
Kreuzungspunkt  gegeben,  für  den  etwa  wieder  ^  =  0,  f  ==  0  ist.  Sind 
dann  f  und  f,  wie  in  voriger  Nummer,  die  diesem  Punkte  entspre- 
chenden Formen,  so  darf  man  für  f  nach  Belieben  eine  der  drei  äqui- 
valenten Reduzierten  (38)  wählen;  wir  wollen  diejenige  wählen, 
welche  den  absolut  kleinsten  der  drei  Koeffizienten  g,  nt,  U  enthält. 
Sei  dies  etwa  die  erste  derselben.  Dann  gelten  alle  Bestimmungen  der 
vorigen  Nummer,  jedoch  bedeuten  jetzt  a,  &,  c,  ^,  Ä,  Ic,  sowie  -4,  J3,  C, 
G,  H,  K  ganze  Zahlen.  Nun  läßt  zunächst  die  Bedingung  (37) 
für  die  ganzen  Zahlen  a^  A  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Werten  zu.  Ferner  ist 

b  +  2g  =  -m  +  9=-|tn|--|gl^0 

c  +  2g  =  - Tt  +g=  |nl  -Igl^O 
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und  somit  

löl^i^,    Igl^ic,    g^^i&c. 

Aus  B  c  —  g^  =  Sl  folgt  jetzt 

(39)  Bellst; 

ist  aber  etwa  b  die  kleinere  der  beiden  Größen  b,  C,   so  folgt  weiter 

(40)  6^l/|«,   Igl^yi, 

wodurch  diese  Koeffizienten  wegen  (35  a)  auf  endliche  Intervalle  be- 
schränkt sind.    Demnach  sind  wegen  (35)  auch 

(41)  ®  «  a  .  g 
und 

(42)  336  =  ©2  +  a  .  D 
endlich  beschränkt. 

Nun  können  b,  c  entweder  beide  negativ  sein.    Dann  kann 
man  die  aas  (39)  und  den  Formeln  (36)  sich  ergebende  Ungleichheit 


i^a-^)-(^a-')< 


benutzen,  aus  der,  da  nach  der  Annahme  6  <  c  der  erste  der  beiden 
jetzt  positiven  Faktoren  der  kleinere  ist, 


also  auch  jeder  der  beiden  positiven  Summanden 


gefunden  wird.  Hierdurch  sind  für  jedes  der  endlich  vielen  zuläs- 
sigen Wertesysteme  a^Ä  auch  die  ganzen  Zahlen  &,  Ic  nur  auf  endlich 
viele  Werte  beschränkt.    Daher  ist  aber  auch  der  andere  Faktor 


+  kl^ 


3 


a  +  a       '     '^_11__^ 
a-\-  a 

jedesmal  nur  auf  ein  endliches  Intervall  beschränkt  und  demnach  auch 
für  Cy  h  jedesmal  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ganzen  Werten  zu- 
lässig. Schließlich  ergibt  sich  für  die  Zahl  g  dasselbe  aus  der  Glei- 
chung g'^  =  1)0  -—  A. 

Oder  &,  c  haben  verschiedenes  Vorzeichen.    In  diesem  FaUe 

wäre 

A  =  bc  —  g^ 
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negativ,  und  aus  der  Formel 

\Ä\^\g\'+\b\.\c\ 

ergeben  sich  für  jeden  der  endlich  vielen  zulässigen  Werte  von  Ä  nur 
endlich  viele  ganzzahlige  Lösungen  &,  c^  g,  und  da  b  und  g  durch  die 
Ungleichheiten  (40)  beschränkt  sind,  nach  der  ersten  und  dritten  der 
Formeln  (36)  endliche  Intervalle  und  daher  nur  eine  jedesmal  endliche 
Anzahl  zulässiger  Werte  für  die  ganzen  Zahlen  Ic,  K 

Endlich  können  h,  c  beide  positiv  sein.  Dann  lehren  die  bei- 
den ersten  der  Formeln  (36),  daß  B  und  C  negativ  sein  müssen,  und  man 
kann  in  gleicher  Weise,  wie  für  die  Koeffizienten  von  f  im  ersten 
Falle  aus  (35)  und  (36),  jetzt  aus  den  Formeln  (35  a)  und  (36  a)  von 
den  Koeffizienten  von,  F  beweisen,  daß  sie  nur  eine  endliche  Anzahl 
ganzzahliger  Werte  zulassen.  Daraus  ergibt  sich  dann  aber  nach  den 
Beziehungen  zwischen  den  ersteren  zu  den  ihnen  adjungierten  letzteren 
das  gleiche  auch  für  a,  &,  c^  g^  Ä,  &. 

Man  bemerke  nun,  daß  die  Ungleichheiten  (37)  zusammen  mit  (40) 
bzw.  mit  (41)  und  (42),  auf  Grund  deren  die  nur  endliche  Anzahl 
zulässiger  ganzer  Zahlen  a,  &,  c,  g,  h,  Je  erschlossen  ist,  völlig  unab- 
hängig sind  sowohl  von  dem  besonderen  Kreuzungspunkte  wie  auch 
von  der  Klasse,  zu  welcher  derselbe  gehören  kann.  Demnach  ist  fest- 
gestellt, daß  es  insgesamt  überhaupt  nur  endlich  viele  unbestimmte 
reduzierte  Formen  f  mit  der  Determinante  D  gibt,  welche  einem 
Kreuzungspunkte  zugehören.  Da  aber  in  jeder  Klasse,  wie  schon  be- 
merkt, solche  reduzierte  Formen  vorhanden  sind,  kann  auch  die  An- 
zahl der  Klassen  nur  eine  endliche  sein.  — 

8.  Wir  behalten  jetzt  die  Voraussetzung,  daß  die  Koeffizienten  der 
unbestimmten  Formen  ganzzahlig  seien,  auch  weiter  bei.  Sei  wieder 
f  eine  unbestimmte  und  f  die  ihr  zugeordnete  positive  quadratische 
Form  und  der  Komplex  (f)  bzw.  (/*)  der  Reduzierten  der  Klasse  von 
f  in  der  angegebenen  Weise  gebildet  und  entsprechend  die  Eintei- 
lung der  Hyperboloidschale  oder  einfacher  der  Ebene  der  yL^,  lg  i^ 
Felder  hergestellt,  deren  jedem  ein  Paar  zusammengehöriger  Formen 
/",  f  jener  Komplexe  zugehört.  Seien  5i,f5s  zwei  benachbarte  Felder 
und  /i,  fj  bzw.  f^j  fj  die  zugehörigen  Formenpaare,  ferner  ^^^\  rp-\  t^-^ 
jeder  Punkt  in  %^  und  ^^^\  rp'\  tj^^^  jeder  Punkt  in  3*2  •  Dann  entsteht 
fi  aus  der  für  die  Werte  ^^'^\  rj^'^\  ^^^^  gebildeten  Form  f ,  die  wir  mit 

bezeichnen,  durch  eine  Substitution  S^,  welche  diese  Form  reduziert, 
ebenso  fg  durch  eine  reduzierende  Substitution  S^  aus 
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SO  daß  man  setzen  kann 

Läßt  man  nun  den  Punkt  |^^),  ri^^\  ^(^)  an  irgendeiner  Stelle  1,  t]^  g 
die  Begrenzung  des  Feldes  %^  übersclireiten  und  in  ^3  übertreten,  so 
hört  hier  f^  auf,  reduziert  zu  sein;  aus  den  noch  eben  geltenden  Be- 
ziehungen 

aber  erschließt  man  .        .      a -^  a 

h  —  h'  ^1     ^2? 

d.  h.,  wenn  die  Form  f^  aufhört  reduziert  zu  sein,  so  führt  die  Sub- 
stitution 8{~  ^  •  /Sg  sie  von  neuem  in  eine  reduzierte  Form  fg  über. 
Durch  die  gleiche  Substitution  verwandelt  sich  dann  f\  in  f^ .  Statt 
daher  die  Formen  des  Komplexes  (f)  durch  stete  Reduktion  derselben 
Form  f  zu  bilden,  kann  man  sie  auch  der  Reihe  nach  erhalten,  wenn  man 
jede  derselben,  wo  sie  aufhört  reduziert  zu  sein,  von  neuem  reduziert. 
Die  so  auftretenden  Substitutionen  S\  S'',  S"',  .  .  .  vermitteln  den 
Übergang  aus  jedem  Felde  der  Ebene  in  ein  anliegendes  und  somit 
durch  passende  Zusammensetzung  auch  den  Übergang  aus  irgend- 
einem Felde  derselben  in  jedes  andere,  oder  geben  so  eine  Substitu- 
tion, durch  welche  die  jenem  zugehörige  Form  des  Komplexes  (f)  in 
die  dem  letzteren  zugehörige  übergeht. 

Da  es  sich  nur  um  ganzzahlige  Formen  handeln  soll,  bei  denen 
nur  eine  endliche  Anzahl  reduzierter  Formen  vorhanden  ist,  also  (/*) 
nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  verschiedener  Formen  besteht,  die 
sich  über  die  unendliche  Menge  der  Felder  verteilen,  so  muß  mindestens 
eine  dieser  Formen,  sie  heiße  f-^,  zu  unendlich  vielen  jener  Felder  ge- 
hören. Sei  ^^  eins  derselben.  Man  vereinige  ^^  mit  allen  ihm  an- 
liegenden Feldern  zu  einer  Gruppe  J.,  diese  ganze  Gruppe  mit  sämt- 
lichen ihr  anliegenden  Feldern  zu  einer  größeren  Gruppe  B  usw.,  so 
lange  bis  zuerst  in  einer  von  ihnen  die  Form  f^  ein  oder  mehrere 
Male  von  neuem  auftritt.  Der  Übergang  vom  Felde  g^^  zu  den  end- 
lich vielen  Feldern,  in  denen  dies  geschieht,  liefert  dann  eine  endliche 
Anzahl  von  Substitutionen  @,  @',  ©'',  .  .  . ,  durch  welche  die  Form 
f^  in  sich  selbst  transformiert  wird.  Sei  gg  ^^^^  dieser  neuen  Felder, 
und  |(i),  7^(1),  g(i)  jeder  Punkt  in  ^,  und  i^'\  rP\  g^^)  jeder  Punkt  in 
§2?  SO  hängt,  da  f^,  \^  zu  derselben  Form  f^  ==  f^  zugeordnet  sind,  die 
Form  fa  genau  so  von  den  letzteren  Größen  wie  f^^  von  |(^\  'Yp-\  t^-^ 
ab  und  muß  das  Feld  für  jene,  in  dem  fg  reduziert  bleibt,  mit  dem 
Felde  für  diese,  worin  f^  es  bleibt,  identisch  sein,  ebenso  die  Substi- 
tutionen, durch  welche  die  beiden  Formen,  wo  sie  aufhören  reduziert 
zu  sein,  von  neuem  reduziert  werden.  Es  bildet  sich  demnach  von 
jedem  der  bezeichneten  Felder  aus,  dem  die  Form  f^  zugehört,  genau 
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die  gleiche  Gruppierung  der  Felder  wie  von  g^  aus,  und  es  führen  dem- 
nach dieselben  Substitutionen  @,  ©',  @", .  . .  wie  zuvor  zu  den  nächst- 
folgenden Feldern  dieser  Art  oder  zu  der  ihnen  zugehörigen  Form  fj 
über.  Also  genügen  jene  Substitutionen,  um  von  der  Form  f^  in  '^^ 
aus  zu  jedem  anderen  Felde,  dem  dieselbe  Form  zugehört,  überzu- 
gehen oder  um  alle  die  Substitutionen  zusammenzusetzen,  durch 
welche  die  reduzierte  Form  f^  des  Komplexes  (f)  in  eine  mit  ihr  iden- 
tische Form  desselben  verwandelt  wird. 

So  erhält  man  aus  den  endlich  vielen  fundamentalen  Sub- 
stitutionen ©,  ©',  @",  .  .  .  zusammengesetzt  unendlich  viele 
Transformationen  der  Form  f^  in  sich  selbst.  Man  erhält 
sie  so  aber  auch  sämtlich.  In  der  Tat,  sei  die  durch  die  Glei- 
chungen (26)  gegebene  Substitution  S  irgendeine  solche,  derart,  daß 
f^.S  =  f^  ist.  Bezieht  man  jetzt  die  Formeln  (6)  und  (16)  auf  die 
Form  f^  und  ihre  Zugeordnete  f^^?  so  bilden  die  durch  (28)  gelieferten 
Größen  |',  rj\  £'  eine  zweite  Lösung  jener  Formeln,  bestimmen  also 
einen  anderen  Punkt  desselben  Hyperboloides  und  ein  dem  Felde  ^^ 
entsprechendes  anderes  Feld  desselben,  in  welchem  die  in  (27)  ange- 
gebene Form  f,  die  der  Form  f  =  f^  zugeordnet  ist,  reduziert  ist. 
Die  Substitution  S  ist  mithin  eine  solche,  welche  die  Form  f^  in  eine 
ihr  gleiche  des  Komplexes  (f^)  oder  (f)  überführt,  und  findet  sich 
folglich  unter  den  aus  den  fundamentalen  Substitutionen  @,  ©',  @", . . . 
zusammengesetzten,  die  zuvor  betrachtet  sind. 

Hat  man  so  für  die  reduzierte  Form  f^  ihre  fundamentalen  Trans- 
formationen in  sich  selbst  ermittelt,  so  können  sie  auch  für  jede 
andere  Form  ihrer  Klasse  angegeben  werden.  Ist  nämlich  f  irgend- 
eine solche  und  T  eine  Substitution,  durch  welche  f  in  f^  übergeht, 
so  sind  die  verlangten  fundamentalen  Transformationen  von /'in  sich 
selbst  offenbar 

T@ T- \     TB' T- \     T@" T-\  .... 

S  ellin g  hat  in  seiner  Abhandlung  sehr  detaillierte  Angaben  ge- 
macht zur  Herstellung  der  gedachten  Felder  eint  eilung  und  sie  für  ein 
besonderes  Beispiel  durch  eine  Zeichnung  erläutert,  und  er  hat  dann  für 
eine  Reihe  von  Beispielen  auch  die  fundamentalen  Substitutionen 
@,  ©',  @",  .  .  .  aufgesucht.  Es  ist  nicht  möglich,  von  diesen  umständ- 
lichen und  wenig  durchsichtigen  Betrachtungen  hier  eine  nähere  An- 
deutung zu  machen,  und  sie  kann  auch  unterbleiben,  da  jene  Be- 
trachtungen zu  keinen  Ergebnissen  geführt  haben,  die  eine  allgemei- 
nere, belangreiche  Formulierung  zuließen. 

9.  Wenden  wir  uns  nunmehr  zu  den  Formen  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  n  von  Unbestimmten.    Es  sei 
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(43)  f(x„  x^,  ...,  a;J  =2  %  ■  ^i^j 

{i,  j  =  1,  2,  . .  . ,  w) 
eine  indefinite  Form  dieser  Art  mit  der  Determinante 

(44)  -0  =  1«,,!, 

die  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden  soll.  Eine 
solche  kann  bekanntlich  als  ein  Aggregat  von  n  Linearformen  dar- 
gestellt werden,  die  nicht  alle  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  nach 
der  Anzahl  der  negativ  genommenen  unter  ihnen  (dem  sogenannten 
Index)  unterscheiden  sich  diese  Formen  in  verschiedene  Typen.  Wir 
erhalten  einen  beliebigen  von  diesen,  wenn  wir,  unter ^  irgendeinen  der 
Werte  1, 2, . . .,  ^—  1  verstehend,  p  negative,  also  n—p  positive  Quadrate 
voraussetzen;  da  zwei  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommene 
Formen  f  und  —  f  wesentlich  die  gleichen  Eigenschaften  haben,  darf 
man  sich  auf  die  Betrachtung  einer  derselben  beschränken  und  des- 
halb i>^-^  voraussetzen.  Dann  istp  ^  n— ^  und  um  so  mehr,  wenn 

q  <ip  ist,  q<n  —  q. 
Man  darf  also  setzen 

(45)   f^u,'+ü,'  +  ...+  u^^_^-r,'-v,' r/, 

worin 

{i^l,2,...,p) 

Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten  sind.  Heißt  A  die  Determi- 
nante dieser  Linearformen,  so  ist 

D  =  (-  1)^  .  AI 

Ordnen  wir  nun  mit  Hermite  der  Form  f  eine  positive 
quadratische  Form  f  zu  durch  die  Gleichung 

(47)  \{x„  x„...,x„)==ü,'+U,^  +  ---+  Ul_^  +  F,^  +  •  •  •  +  7/. 

Ist  ^  ,  , 

{i^l,2,...,n) 

eine  unimodulare  ganzzahlige  Substitution,  so  gehen  f  und  f  durch 
sie  in  äquivalente  Formen  über,  welche  durch  nachstehende  Glei- 
chungen gegeben  sind: 

(AR\       jr  =  f^i'^  +  •  ■  •  +  u:i^  -  F,'^ f;» 


(46) 
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worin 

C'/  =  InVi  +  inV^  +  •  •  •  +  linVa 
(i=l,  2,  ...,  n-p) 

^i  =  VnVi  +  nl^y^  +  •  •  •  +  ninVu 

(i  =  1,  2,  .  .  . ,  2J) 


(48  a) 


und 

(48  b) 


ZU  setzen  ist.  Die  Formeln  (48)  lassen  erkennen,  daß  äquivalenten 
unbestimmten  Formen  aucb  äquivalente  zugeordnete  po- 
sitive Formen  entsprecben,  und  umgekehrt. 

Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (43)  und  (45)  liefert  mit  Be- 
acbtung  der  Beziebungen  (46)  die  allgemeine  Formel: 

(49)     a^.  =  a^..  =  l^-l^ .  +  •  •  •  +  ^n-p,ik-pj  -  VuVij Vpi%j^ 

welche  an  Stelle  von         J"-—   besonderen  steht;    demnach  bleiben 

durch  diese  Formeln  von  den  n^  Größen  §.^,  ly.^  noch  —^ — -  unbe- 
stimmt. 

Man  heiße  nun  wieder /"eine  Reduzierte,  wenn  für  ir gen d- 
eins  der  unendlich  vielen  Wertesysteme  ^.j.,  iq-^^  welche  den 
Formeln  (49)  genügen,  die  zugeordnete  positive  Form  f  re- 
duziert ist. 

Ist  aber  f  für  keins  jener  Wertesysteme  reduziert,  so  wende  man  für 
irgendeins  derselben  auf  die  Form  f  eine  unimoduiare  Substitution 
an,  durch  welche  sie  in  eine  für  dieses  Wertesystem  reduzierte  Form  f 
übergeht.  Durch  die  gleiche  Substitution  erhält  man  aus  f  eine  ihr 
äquivalente  Form  /",  die  nach  der  obigen  Vorbemerkung  die  Form 
f  zur  Zugeordneten  hat  und  deshalb  als  Reduzierte  ihrer  Klasse  zu 
bezeichnen  ist.  Hieraus  geht  zunächst  hervor,  daß  in  jeder 
Klasse  unbestimmter  Formen  wenigstens  eine  Reduzierte 
vorhanden  ist.  Wird  aber  diese  Operation  für  jedes  der  mit  (49) 
verträglichen  Wertesysteme  |.^,  ri-^  durchgeführt,  so  entsteht  ein  ganzer 
Komplex  (f)  reduzierter  positiver  Formen  und  entsprechend  ein  solcher 
Komplex  (f)  von  mit  f  äquivalenten  reduzierten  Formen,  denen  jene 
zugeordnet  sind.  Alles  dies  verhält  sich  geradeso  wie  insbesondere 
bei  den  ternären  Formen,  und  es  finden  sich  ebenso  auch  die  beiden 
Sätze:  daß  die  aus  zwei  äquivalenten  Formen  fund  f  in  der 
eben  angegebenen  Weise  gebildeten  Komplexe  (/*)  und  (/") 
insgesamt  aus  denselben  reduziertenFormen  bestehen,  und 
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daß  jeder  von  ihnen  auch  sämtliche  Reduzierten  der  Klasse 
von  f  und  f  in  sich  enthält.  Auch  gelten  diese  Sätze  wieder^ 
welche  Art  der  Reduktion  man  auch  zugrunde  legen  mag.  Wir  wenden 
aber  bei  dieser  allgemeinen  Untersuchung  nicht  mehr  die  Selling- 
sche  Definition  reduzierter  Formen  an^  sondern  bestimmen  sie  wieder 
wie  in  Nr.  2  des  neunten  Kapitels,  so  daß  die  Reduzierte  f  jetzt  als 
Hermitesche  Reduzierte  (s.  Kap.  8,  Nr.  4)  vorausgesetzt  wer- 
den darf. 

10.  Hermite  hat  zuerst  den  Satz  ausgesprochen,  ohne  jedoch  seinen 
Beweis  dafür  mitzuteilen,  daß  bei  ganzzahligen  Formen  jeden 
Typs  und  von  gegebener  Determinante  nur  eine  endliche 
Anzahl  reduzierter  Formen  möglich  und  demnach 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  Klassen  äquivalen- 
ter Formen  vorhanden  ist.^)  Da,  wenn  die  zu  f  zugeordnete 
Form  f  keine  Reduzierte  ist,  die  mit  f  äquivalente  Form  f,  deren 
Zugeordnete  f  es  ist,  zu  f  in  der  gleichen  Beziehung  steht  wie 
/  zu  f,  so  läßt  sich  das  zu  beweisende  dahin  fassen,  daß  es  nur  end- 
lich viele  ganzzahlige  Formen  f  des  gedachten  Typs  und  mit  ge- 
gebener Determinante  D  gibt,  deren  Zugeordnete  f  eine  Hermite- 
sche Reduzierte  ist.  Dies  soll  nun  nachgewiesen  werden,  wozu  es  frei- 
lich eines  anderen  Weges  bedarf  als  dessen,  den  wir  bei  den  ternären 
Formen  zum  gleichen  Zwecke  einschlagen  konnten.  Wir  folgen  zu- 
nächst den  Betrachtungen,  durch  welche  Stouff^)  dahin  gelangt  ist, 
Hermites  Behauptung  zu  beweisen. 

Es  sei  die  Form  (47)  eine  Hermite  sehe  Reduzierte;  wir  setzen  sie, 
wie  im  achten  Kapitel,  in  die  andere  Gestalt 

(47a)  \  =  A,'  +  A,'  +  ---  +  Ä^ 

worin 

(50)  A,  =  y,,  ■  X,  +  y.  ,^1  •  x,^^  +  ---  +  Vin-Xn 

ZU  denken  ist.  Dann  ist,  wie  dort  in  Nr.  4  a  gezeigt  wurde,  die  De- 
terminante der  Form  f,  nämlich 

(51)  l^l  =  (7'n-y22'--r„J^; 

also  ist  jede  der  Größen  y.,^  von  Null  verschieden  und  kann  positiv  ge- 
dacht werden.  Ferner  ist 

(52)  n-.-<^rn+i,e+i; 


1)  Journ.  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathem.,  Bd.  47,  S.  336. 

2)  Stouff,  Ann.  de  l'Ecole  Normale  19  (1902)  p.  89. 

■Bachmann,  Zalilentheorie  IV  2  33 
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WO  Q.  ein  nur  Yon  i  und  n  abhängiger  endlicher  numerischer  Faktor 
ist.  Auch  besteht^  wenn  Ic  <Cj  ist,  die  dortige  Ungleichheit  (18): 

aus  welcher  mit  Rücksicht  auf  (52)  zu  schließen  ist,  daß  für  i'^lc<ij 

(53)  ln,l^?;-r,a. 

ist,  unter  ^/  wieder  einen  endlichen  numerischen  Faktor  verstanden^ 
der  nur  durch  k  und  n  bestimmt  ist.  Insbesondere  ist  also 

wenn  ^/'  wieder  einen  ähnlichen  Faktor  bedeutet  und  h  kleiner  ist 
als  j  und  l. 

Dies  vorausgeschickt,  lassen  sich,  da  D,  also  nach  (51)  die  Deter- 
minante 

der  Gleichungen  (50),  nicht  Null  ist,  aus  diesen  Gleichungen  die  Xi 
linear  durch  die  Ausdrücke  A.  bestimmen,  und  wenn  ihre  derartigen 
Werte  in  die  Linearformen  CT.,  V-  eingeführt  werden,  so  nehmen 
auch  diese  die  Gestalt  von  Formen  an,  die  in  den  Ä.  linear  sind,  wie 
durch  nachstehende  Gleichungen  angezeigt  werde: 

U,  =  X,,Ä,  +  X,,Ä,  +  ■■■  +  2,„^„ 
(«=  1,  2,  .  ..,  n-p) 

^-  =  ft»  1 A  +  >«i3^2  H 1-  .«,•»  A' 


(55) 


Da  nun  für  f  die  beiden  Ausdrücke  (47)  und  (47  a)  zugleich  gelten^ 
erhält  man  zwischen  den  Ä.  die  identische  Beziehung: 

n—p  p 

=  2  (^n  A  +  •  ■  •  +  ^inAT  +2  (^nA  +  ■■■  +  ft„A)^ 

t  =  1  i  =  1 

aus  welcher  zu  ersehen  ist,  daß  die  Koeffizienten 


2  2 

%-p,l;   '  •  •  l  ^n-p,n 

^11;   /^12>    ■   •  •  ;   l^ln 
^pi?   f^^2?    •  '  '  ^   ^pn 
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die  Elemente  einer  orthogonalen  Substitution  sind,  nach  deren  be- 
kannten Eigenschaften  u.  a.  insbesondere  folgende  Beziehungen  statt- 
finden: 

(56)     ^a^hi  +  h2l^k2  +  •  •  •  +  l^inl^kn  =  [q  }  Jö  nachdem  ^  ~  ^^  ist. 

Ihnen  zufolge  können  die  Elemente  fi.^  absolut  nicht  größer  sein  als  1 
11.  Die  Form  (45)^  die  sich  auch  folgendermaßen  schreiben  läßt 

/•=  U,'+...+  U!_^+r^+  ■■■  +  F/-2(F,^  +  •  •  •  +  F/), 

nimmt  nunmehr  mit  Beachtung  der  Gleichungen  (47),  (47  a)  und  der 
Ausdrücke  (55)  für  die  V-  die  Gestalt  an: 

-  2(f^n  A  +  ^h^A  +  '"  +  ^inAY 


(57) 


Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

an  -  rli{l  -  2^L  ^  2^ii 2^l^) 

au  ===  ^21  =  711^12(1  —  2ft?i  —  • 2^|i) 

-  ^712722(^11^12  +  •  •  •  +  ^pl^p2) 

a22  =  yf2(l  -  2^fi  -  2^uii 2ft|i) 

+  ri2(i-2/i!2-2^L 2/i^,) 


allgemein  ergibt  sich 

(58)  a,^  =  aj,  =  ^  ^u^ '  Tm  '  nj 

als  eine  Summe  von  Gliedern,  in  denen  h^i,  h^j  ist  und  die 
Koeffizienten  C^^  ganze  Funktionen  zweiten  Grades  von  den  Größen 
fi.^  sind,  also,  da  diese  absolut  nicht  größer  sind  als  1,  Werte  haben, 
welche  bestimmte  endliche  Grenzen  nicht  überschreiten. 

Dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  jetzt  zur  Abkürzung  f^^  durch 
y.  und  zeigen  zunächst  den  Satz: 

In  dem  Produkte 

(59)  yin---?n-Vm 

ist  jedes  Produkt  yr'fn+i^r  zweier  Faktoren,  die  von  den 
beidenEnden  gleich  weit  abstehen,  größer  als  ein  positiver 

33* 
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Wert  Jf,  der  nur  von  r,  n  und  D  abhängig  ist.  Da  nämlich  zu- 
folge der  Ungleichheiten  (54),  sooft  h  nicht  größer  ist  als  die  Zahlen 
i  und  r^  i  und  k  nicht  größer  ist  als  die  Zahlen  j  und  n-j-1—r^j^ 

I  Thi  l'^Qr'Trf       I  VkJ  I  "^  Qn  +  l-r  '  ?n-^l-r 

mit  endlichen  Multiplikatoren  q^,  Qn+i-r  ge&nden  wird,  so  wird 
jeder  Summand  in  dem  Ausdrucke  (58)  nicht  größer  sein  als 
Tr  '  Tn-hi-r^^^^  ciucm  endlichen  numerischen  Faktor,  und  somit  wird 
das  gleiche  gelten  für  die  ganze  Summe,  d.  i.  für  a.p  so  oft  i  ^  r 
und  j  ^n  -\-  1  —  r  ist.  Wenn  demnach  das  Produkt  'y^'y^^i_^ 
nicht  über  einer  positiven  Grenze  verbliebe,  sondern  beliebig  klein 
werden  könnte,  so  würde  jeder  der  gedachten  Koeffizienten  a.j  es 
auch  werden,  müßte  also,  da  er  ganzzahlig  ist,  verschwinden.  In  der 
Determinante  D  der  Form  /': 


D 


wären  also  in  den  ersten  r  Reihen  die  ersten  n  -}-  1  —  r  Elemente 
gleich  Null,  wodurch  aber  die  ganze  Determinante  zu  Null  würde, 
der  gemachten  Voraussetzung  zuwider.  —  Für  ein  ungerades  n 

gilt  die  gleiche  Betrachtung  noch  für  r  =  — - — ,  n  +  1  —  r  ==    ~^ 

und  ergibt  dann,  daß  yn  +  i  oberhalb  einer  positiven  Grenze 
verbleibt.  2 

Hieraus  folgt  aber  weiter,  daß  es,  wie  ebenso  jedes  der 
Produkte 

auch  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  verbleibt,  die  nur 
von  r,  ^  und  D  abhängig  ist.  Denn  aus  der  Gleichung  (59)  ergibt 
sich  jede  dieser  Größen  gleich  V\B\,  geteilt  durch  das  Produkt  der 
übrigen  gleichgearteten  Größen;  da  letztere  nun  oberhalb,  so  muß  der 
Quotient  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  bleiben. 

12.  Der  weitere,  recht  umständliche  Verlauf  des  Stouff sehen  Be- 
weises kann  hier  nur  noch  skizziert  werden.  Auf  Grund  der  erhaltenen 
beiden  Sätze  und  wesentlich  mittels  der  Darstellung  der  Form  f  in 
der  Gestalt  (57)  leitet  Stouff  zunächst  eine  Reihe  von  Hilfssätzen 
her,  welche  Eigenschaften  der  Koeffizienten  //..^  zum  Ausdrucke  bringen. 

Zunächst  wird  die  Existenz  einer  bestimmten  endlichen 
Größe  L^  nachgewiesen  von  der  Beschaffenheit,  daß,  wenn 
Tn-pi-i  >  -^1  ^^^?  folgende  Beziehungen  stattfinden: 
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und 


2/'^i^^J-{o}  J^  ^^«^dem  ['.^^\  ist, 
^ij  =  0     für     i=l,2,...,p'J=p  +  l,...,7^. 


Der  Beweis  dieses  Satzes  läßt  nebenher  erkennen^  daß,  wenn 
?n-p  +  i^  -^1  ^^^;  sämtliclie  y.  mit  einem  Index  i^n  ~p  unter  end- 
lichen Grenzen  verbleiben.  Damit  steht  dann  aber  fest,  daß  sie  es 
allezeit  tun,  denn,  wäre  ^^_^^i  <  i^,  so  würden  der  Formel  (52)  zu- 
folge auch  alle  jene  y.  endliche  Grenzen  nicht  überschreiten. 

Wird  nun  q^p  gedacht,  und  erfüllen   die  Elemente  ^,^. 
für  i  =  1,  2,  .  .  . ,  p;  j  =  1,  2,  .  .  . ,  >^  die  Bedingungen: 


Ä  =  l 


^ihl^jk-  I  0  H^  nachdem  {^      «J.}  ist 


hJ==  1;  2,  ...,i)) 


p 


und 

(60)  2  f^*^f**.-=  I  0  }  J'  "^'^'^''^  (I  +  i}  ''^' 

(i=  1,  2,  ...,  g;  j  =  1,  2,  ...,  ^-g) 
so  wird  gezeigt,  daß  dann 

(i  =  i,  2,  ...,g) 

ist,    worin    die    cd-^^  (j,  fe  ==  1,  2,  .  .  .,  g)    die    Elemente    einer 
orthogonalen  Substitution  sind. 

Ist  nun  y^_  ^i  >  L^,  so  finden  die  Beziehungen  (60)  für  g=  p 
statt,  zugleich  ist  dem  ersten  Hilfssatze  zufolge  y^_  endlich  be- 
schränkt. Ist  aber  y^_pj^-^<L^y  so  gibt  es,  wie  Stouff  zeigt,  eine 
endliche  Größe  L^  von  der  Beschaffenheit,  daß,  wenn  7„_^+2  >  -^2 
ist,  die  Beziehungen  (60)  für  q^p  ~1  erfüllt  sind.  Ist  dagegen 
Tn-  +2  ^  ^2?  ^^  S^^^  ^^  ^^^^  endliche  Größe  L^  von  der  Beschaffen- 
heit, daß,  wenn  y^-p-v^  >  ^3  ^^^^  ^^^  Bedingungen  (60)  für  g=^~2 
stattfinden  usw.;  endlich,  wenn  y^_-^  kleiner  ist  pJs  eine  bei  diesem 
Fortgange  nachgewiesene  endliche  Größe  L  i^  so  gibt  es  eine  end- 
liche Größe  Lp  derart,  daß,  wenn  y^  >  L^  ist,  die  Bedingungen  (60) 
für  q  =  1  erfüllt  sind.  Nimmt  man  also  an,  daß  für  eine  Zahl 
g^p  die  Ungleichheiten 
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stattfinden,  so  werden  hiernach,  die  Gleichungen  (60)  für 
diesen  Wert  von  q  ebenfalls  erfüllt  sein. 

Auf  diesen  Umstand  gründet  sich  nun  die  weitere  Beweisführung. 
In  dem  Ausdrucke  (58)  für  den  Koeffizienten  a.^  ist  nämlich  das  aU- 
ejemeine  Glied  ^ 

der  Beitrag,  der  nach  der  Formel  (57)  durch  das  Produkt  Äj^Äj^  ge- 
liefert wird.  Nach  (54)  ergibt  er  sich  als  nicht  größer  wie  ^^^^-^^mal 
einem  endlich  beschränkten  numerischen  Faktor  und  ist  demnach 
ebenfalls  endlich  beschränkt^  sobald  das  Produkt  y^^  •  yj^  es  ist.  Dies 
ist  aber  der  Fall;  sooft  ]i+Jc^n-\-l  ist,  denn  dann  ist  Jc'^n  +  l—h 
und  nach  (52)  jeneö  Produkt  kleiner  als  y^^-  y^^^_j^mEil  einem 
endlichen  numerischen  Paktor,  also  dem  ersten  der  Sätze  in  Nr.  10 
zufolge  endlich  beschränkt.  Dasselbe  gilt,  wenn  h'^n—q^  Jc^^n—q 
ist,  da  nach  der  Annahme  y^_q<,L  ist.  Aus  diesen  Gründen 
könnten  nur  solche  Produkte  Aj^Aj^  keine  endlich  beschränkten  Bei- 
träge zum  Koeffizienten  a.^  liefern;  bei  denen  eine  der  Zahlen  h,  it, 
etwa  h^  n  —  q  und  dann  entweder 


oder 


h  -^  n  ■—  q  -\-  1,     Ä;  >  ^  +  1 

hy-n  —  q  -\-  1,     Jc^qy     h  +  h>  n  +  1 


ist,  wo  im  letzteren  Falle  ein  gleichzeitiges  Gelten  des  Gleichheits- 
zeichens ausgeschlossen  ist. 

Auf  Grund  des  oben  hervorgehobenen  Umstandes  zeigt  nun  Stouff, 
daß  die  Produkte  A^A^^^  für  welche  die  erstere  Alternative  stattfindet, 
sämtlich  aus  der  Entwicklung  von  (57)  verschwinden,  und  daß  für 
diejenigen  Produkte  der  zweiten  Art,  die  etwa  keine  begrenzten  Bei- 
träge liefern  soUteU;  das  gleiche  gilt. 

Da  somit  aUe  zum  Koeffizienten  a.j  tatsächlich  gelieferten  Beiträge 
endlich  beschränkt  sind;  gilt  dasselbe  für  a.j  selbst,  und  da  a.j  ein 
beliebiger  der  Koeffizienten  von  f  ist,  für  sämtliche  Koeffizienten 
dieser  Form,  die  also  als  ganze  Zahlen  jeder  nur  eine  endliche  Anzahl 
verschiedener  Werte  aufweisen  können.  Demnach  kann  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  ganzzahliger  Formen  des  betrachteten  Typs  und  mit 
der  gegebenen  Determinante  D  geben,  die  in  der  vorausgesetzten  Art 
reduziert  sind.  Da  jede  Klasse  aber  solche  Formen  enthält,  kann  auch 
die  Anzahl  der  letzteren  nur  endlich  sein. 

13.  Beschränkt  man  die  Betrachtung  auf  eigentlich  indefinite 
Formen  (d.  h.  auf  solche,  durch  welche  die  Null  nicht  darstellbar 
ist),  denen  das  Hauptinteresse  zukommt,  so  können  die  mühsamen 
Betrachtungen  der  letzten  Nummer  durch  folgende  einfache  Erwägung 
ersetzt  werden. 
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Nach  (47  a)  ist  der  Koeffizient  you  x^  in  der  Form  f  gleich  y^^ 
nach  (47)  ist  er  gleich 

während  nach  (45) 

(^11  =  l!i  +  lli  +  •  •  •  +  ll-j^A  -nlt nli 

gefunden  wird.    Hieraus  folgt,  daß  jedenfalls 

und  deshalb,  weil  a^^  nach  Voraussetzung  eine  ganze  Zahl  ist  und 
für  eigentlich  indefinite  Formen  nicht  Null  sein  kann, 

Da  nun  nach  dem  ersten  Satze  in  Nr.  11 

endlich  beschränkt  ist,  muß  es  auch  7^^  sein.  Nun  sind  im  Ausdruck 
(58)  eines  jeden  Koeffizienten  a.^  von  /"die  Produkte  \y^iy^j\  nach 
(54)  nicht  größer  als  ^^  •  7^  mal  einem  endlichen  Faktor,  also  nach 
(52)  a  fortiori  nicht  größer  als  ^^^mal  einem  solchen;  sie  sind  also 
ebenfalls  endlich  beschränkt  und  mit  ihnen  zugleich  der  ganze  Aus- 
druck für  a-^.  Daraus  ergeben  sich  wieder  die  gleichen  Schlüsse  wie 
in  der  vorigen  Nummer. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  treten  nun  die  gleichen  Betrach- 
tungen in  Kraft,  die  bezüglich  der  Automorphien  unbestimmter  Formen 
für  den  Fall  f^  =  3  in  Nr.  8  ausführlich  entwickelt  worden  sind.  Nur 
hat  man  im  allgemeinen  FaUe  der  Formen  mit  n  Unbestimmten  statt 
der  Einteilung  einer  Ebene  in  Felder  die  Einteilung  eines  Raumes 

von  V  ^  -^-r — -  Dimensionen  in  begrenzte  Raumteile  zu  betrach- 
ten, deren  jedem  ein  zusammengeordnetes  Paar  von  reduzierten  For- 
men aus  den  mit  (f)  und  (f)  bezeichneten  Komplexen  zugehört.  Aber 
die  genau  entsprechenden  Erwägungen  lehren  dann  auch  hier,  daß 
es  für  jede  ganzzahlige  Form  eine  endliche  x4.nzahl  fundamentaler 
Transformationen  derselben  in  sich  selbst  gibt,  aus  deren  Zusammen- 
setzung jede  Transformation  dieser  Art  erhalten  wird.  Welches  frei- 
lich diese  fundamentalen  Automorphien  in  jedem  einzelnen  Falle  sind, 
wie  groß  ihre  Anzahl,  und  welches  die  besonderen  Gesetze  ihrer  Zu- 
sammensetzung —  dies  sind  schwierigste  Fragen,  die  noch  nicht  ein- 
mal bei  den  ternären  Formen  beantwortet  werden  konnten  und  bei 
den  allgemeinen  unbestimmten  Formen  überhaupt  noch  gar  nicht  in 
Angriff  genommen  worden  sind.  — 
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14.  Zum  Schluß  kehren  wir  noch  einmal  zu  den  ternären  unbe- 
stimmten Formen  zurück. 

Markoff  hat  seine  Untersuchungen  über  die  Minima  der  Klassen 
unbestimmter  binärer  Formen  auch  auf  unbestimmte  ternäre  Formen 
ausgedehnt^)  und  auf  Grrund  der  für  jene  erlangten  Ergebnisse  fol- 
genden Satz  gegeben: 

Die  genaue  obere  Grenze  für  die  Minima  aller  Klassen 
unbestimmter  ternärer  Formen  (deren  Koeffizienten  jetzt 
wieder  beliebig  reell  gedacht  werden),  bei  denen  diese 
Koeffizienten  kommensurabel  miteinander  sind  und  welche 
die  Determinante  1  haben,  ist  i/f  und  entspricht  der  durch 
die  Form  «  ,_ 

repräsentierten  Klasse;  für  alle  nicht  mit  f^  äquivalenten 
Formen  ist  sie  ]/|  und  entspricht  der  durch  die  Form 

repräsentierten  Klasse;  für  alle  weder  mit  f^  noch  mit  f^ 
äquivalenten  Formen  ist  sie  ]/^~  und  entspricht  der  durch 
dieForm  ^,==_V|(^^  +  2/^-3.^) 

repräsentierten  Klasse;  für  alle  übrigen  Formen  ist  sie 
kleiner  als  "l/i- 

Für  Formen  mit  der  Determinante  D  hat  man  f^,  f^^  f^  mit  yD 
zu  multiplizieren,  um  das  Entsprechende  zu  erhalten. 

Die  Herleitung  dieses  Satzes  ist  in  ihren  wesentlichen  Zügen  die 
folgende. 

Für  jede  der  bezeichneten  Formen  ist,  da  sie  ganzzahligen  Formen 
proportional  sind,  ein  Minimum  wirklich  vorhanden,  und  wenn  a 
diese  absolut  kleinste,  mittels  ganzzahliger  Werte  der  Unbestimmten 
durch  die  Formenklasse  darstellbare  Zahl  ist,  so  gibt  es  Formen  in 
der  betrachteten  Klasse,  deren  erster  Koeffizient  gleich  a  ist.   Es  sei 

(61)  /•=  ax^  +  dif  +  a'z^  +  2^^  +  2V^x  +  2V'xy 

eine  solche  Form  und 

F^AX'  +  ÄY^  +  A"7J  +  2BYZ-^  2B'ZX  +  2B"XY 

ihre  Adjungierte.    Da  durch  eine  unimodulare  Substitution 

1,    0,    0^ 


0,  ß,   r 

VO,   ß',    y'. 


1)  Markoff,  Ma.th.  Annalen,  Bd.  58,  S.  233. 
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die  Form  f  in  eine  äquivalente  Form  mit  dem  ersten  Koeffizienten  a 
verwandelt  wird  und  zugleich  F  durch  die  Substitution 

1,       0,       0 

A    -7.    ß  ^ 

in  deren  Adjungierte,  wobei  die  Form  Ä'Y^  +  2BYZ  +  Ä"Z^  durch 
die  unimodulare  Substitution  l_       r   )  ^^  ^^^^  ^^^'  äquivalente  binäre 

Form  übergeht,  so  kann  man  diese  Substitution  so  wählen,  daß  die 
letztere  Form  eine  Reduzierte  ist.  Mit  anderen  Worten:  wir  dürfen 
von  vornherein  die  Form  f  in  ihrer  Klasse  so  gewählt  denken,  daß 
in  ihrer  Adjungierten  der  Ausdruck  J.'F^  +  2B FZ  + -4"Z^  eine 
reduzierte  Form  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  setze  man  f  in  die  Gestalt 

(62)  f^a{x  +  -^y+  --^-  0)  +  --^ ^J:^^^ 

Dann  ergibt  sich,  da  /*  eine  unbestimmte  Form  sein  soll,  daß  we- 
nigstens eine  der  Zahlen  a^  A''  negativ  sein  muß,  und  in  ähnlicher 
Weise  erkennt  man.  das  gleiche  für  a  und  Ä. 

Wenn  nun  zuerst  a  >  0  ist,  so  müssen  also  A\A'  negativ  sein,  und 
daher  sind  die  Formen 

(63)  ax^  +  2Vx0  +  a's\     ax^  +  21'  xy  +  a'y^ 
mit  den  Determinanten 

unbestimmte  Formen,  und  offenbar  ist  a  ihr  Minimum,   also   sind 
die  Minimalwerte  der  Formen 


y-A''  y-A' 

//,o    N  ax^  4-2})' xz -\- a' z^         ax^ -\- 2b"  xy  4- a  y^ 

(60  a)  ,. , — 7==-- ^  • 

"^        ^  y-^A'  '  y-A" 

Sind  nun  diese  Werte  kleiner  als  ]/-|-  oder  einer  von  ihnen  kleiner, 
der  andere  nicht  größer  als   ]/|-,  mithin  etwa 


so  wird,  weil  für  die  reduzierte  und,  da  ihre  Determinante 
B^  -  Ä'Ä"  =  -  a  <  0 
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ist,  positive  Form 

das  Produkt  A'Ä''  ^  |  a  ist, 


d.  h.  t3  y-r 

"<Vi- 

Entweder  ist  also  der  Miiumalwert  der  Formenldasse  kleiner  als 
1/—,  oder  die  Werte  ^  ,  "7==?,  ^^^^  ^VY  ^^^  ^^^^  ^^' 

folge  der  in  Kap.  4,  Nr.  7  für  binäre  Formen  gegebenen  Sätze  gleicb 
einem  der  Werte  ]/|^,  ]/J^  und  die  Formen  (63)  sind  äquivalent  mit 
einer  der  beiden  Formen 


=  ]/—  I Ä'  (x^  —    X0  —  ,0^)  =  a(x^  —    X0  —  s^) 


g?i  =  ]/—  1  Ä  (x^  ~~  2x0  —  0^)  =  a(x^  —  2x8  —  s^) ; 

daher  ist  die  Form  f  einer  anderen  äquivalent,  in  welcher  neben  a 
jetzt  auch  —a  ein  Hauptkoeffizient  ist,  und  man  käme  also  auf  den 
Fall  hinaus,  in  welchem  a  <  0  ist. 

15.  Diesen  zweiten  Fall  a<0  haben  wir  also  nur  noch  zu 
untersuchen.  Sehen  wir  dabei  von  den  Formenklassen  ab, 
deren  Minimum  <  y~  ist,  so  haben  wir 

(64)  -«^H  . 

vorauszusetzen.  Da  jetzt  B^  —  AA'^  —  a^O  ist,  so  ist 

AY^  +  2BYZ  +  Ä'Z^ 

eine  reduzierte  unbestimmte  Form,  und  wir  dürfen  daher  (s.  Kap.  3, 
Nr.  3)  annehmen,  daß  A  <  0,  A'  >  0  und  von  den  Wurzeln  der 
Form  die  eine  positiv  und  größer,   die  andere  negativ  und  absolut 

kleiner  als  1  sei;  jene  heiße  Sq,  diese  —  — ,  und 

^0  =  ^(^-15^-2;  ^-3;  •••) 
seien  die  gewöhnlichen  Kettenbrüche  für  |q,  i^q,  endlich 


Nr.  16.  Beweis  des  Markoffschen  Satzes  523 

Setzt  man  dann,  wie  in  Nr.  1  des  vierten  Kapitels 

(65)  Z,  =  I,  +  i  =  t(«7,;  g,^^,  g,^„  .  . .)  +  ^(0;  g,^„  9,-,,..), 

'U 

SO  findet  sich 

(66)  ^0  =  ^0  +  -  =  — ^7—^     ^-i=^-i  +  .-^^-Z--- 
Andererseits  sind  die  binären  Formen 

ax^  +  2Vx2  +  a '^^,     a^z:^  +  2h"  xy  +  a'^^, 

deren  Minimalwert  |  a  |  ist^  bzw.  eine  unbestimmte  und  eine  bestimmte 
Form.    Setzt  man  daher 

—  a  —  a 


]/-A'        '  '        l/A'' 
so  ist  früheren  Sätzen  zufolge 


.  5 
und  man  findet 

3 


(67)  _„=-|/ü;  =1/151. 

Bei  dieser  Betrachtung  bedeutete 

Ä'Y'  +  2BTZ  +  Ä''Z' 


eine  beliebige  Reduzierte  ihrer  Klasse  mit  negativem  ersten  Koeffizien- 
ten; sie  darf  also  mit  jeder  der  in  Kap.  4,  Nr.  1  betrachteten  Formen  F. 
mit  ungeradem  Index  i  identifiziert  werden.  Demnach  bestehen  neben 
den  Gleichungen  (67)  allgemeiner  diese  zwei: 

3 


(67.)                          „,=-l/^.|/^, 
worin  

Daraus  folgen  wegen  (64)  die  Ungleicillieiten 

(68)  E,, ^  f  1/3  <  2,772,      K,,_,  ^  |l/3  <  4,62. 

Der  ersteren  zufolge  zeigt  die  Formel  (65),  daß  jede  Zahl  g^^  mit 
geradem  Index  ^  2  sein  muß;  nach  der  zweiten  muß  jede  Zahl 
g2i_i  niit  ungeradem  Index  ^  3  sein,  denn  sonst  wäre  nach  (65) 

^..-i>(4  +  i)  +  i>4,62. 

16.  Nun  sind  nach  Kap.  4,  Nr.  7  die  einzigen  Werte,  welche  ^. 
haben  kann,,  die  Werte  der  Zahlenreihe 


Vi,  n>  V- 


100 
221  ; 


524    Sechzehntes  Kap.  Die  unbest.  quadrat.  Formen  m.  mehr  als  zwei  Unbest« 

Also  sind  nur  folgende  Fälle  denkbar: 

Entweder  sind  sämtliche  ^i.  gleich  Yj^  oder  unter  ihnen  finden 
sich  Zahlen^  welche  ^]/|-  sind^  und,  wenn  in  diesem  Falle  sie  nicht 
sämtlich  ^|/|-  sind,  wird  auf  ein  gewisses  ft,=l/|-  entweder  ein 
gleiches  ^._^^  oder  ein  ^.^^  ^Vj  folgen,  und  im  letzteren  Falle 
kann  man  Yor  ^.  ein  gleiches  ^._-^  oder  ein  ^._^  ^V^  denken;  d.h. 
es  ist  für  ein  gewisses  i 

1.  entweder       ^i__i^]/i,      /^^  =  .^^  + 1  ==  VI 

2.  oder  ^._^  ==  ^.  =  -)/A^      Z^.  +  i^'Ki 

3.  oder  /x.._i  ^ ]/| ,     ^i,  =  ]/|- ,      l^i  +  i^Vj' 

Es  läßt  sich  nun  zunächst  zeigen,  daß  die  folgenden  Fälle: 

la)     ^,_i<]/|;     ^i-N  +  i==Vi 
2a)     ^,._j  =^..  =-|/|^      ^i+i<Vj 

unzulässig  sind.  Es  genügt,  dies  etwa  für  die  zweite  Annahme  zu 
tun,  da  der  Beweis  für  die  beiden  anderen  völlig  analog  zu  führen 
ist.  Dieser  Annahme  zufolge  aber  hat  ^.^^  höchstens  den  Wert 
iZ-lll  und  gehen  aus  der  allgemeinen  Formel 

die  Beziehungen 

TT  --  TT    ^  ^^  K 

^2^-2  ~  -^2^  >    125•^2^•  +  2 

hervor.  Mit  Rücksicht  auf  die  aus  (65)  ersichtlichen  Beziehungen 

^^i  "^  §2^  "i  i  "=  '^2^  +  1     I  1 

^2  i  -  1  +  ~Z ö'2  i  +  1  4"  ~t 

"^2  «■  -  1  ^2i  +  l 

■^2i-2  "^  '%i-l   H        ^  i     ^        ^^2i  +  2  "^  ^2?  +  2     I 


62e  V2i  +  1 

finden  sich  aber  die  beiden  anderen: 

aus  deren  Verbindung  mit  den  voraufgehenden 

§2/  "^  V2i-1 
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erscMossen  wird.  Nach  dem  für  die  Zahlen  ^2i?  ö'si+i  ^^  voriger 
Nummer  Bemerkten  ist 

%t-M  <  ^f       §2J  +  2  >  ^2i4-2  +    4  >   4^       ^2*  +  l  <  *^? 

da  somit  nach  der  zweiten  der  vorigen  Beziehungen 

%,^,  >  2,21  +  ^%  =  2,466,     also     ^,,  =  2 
ist,  so  folgt  nach  der  ersten  derselben 

da  sonst  wieder  nach  der  zweiten  von  ihnen 

würde;  endlich  muß  ^2i-i  "=  1  ^*^^^^?  ^^^^^  sonst  würde 

%.+i  =  2  + ^  <  2  +  -^  <  2,466. 

Bei  diesen  Werten  der  Zahlen  g.  aber  ergäbe  sich 

was  der  ersten  der  Ungleichheiten  (68)  widerspräche.  — 

Man  kann  aber  ferner  zeigen,  daß  auch  die  Annahme 
nicht  zulässig  ist,  daß  sämtliche  ^,.  <]/|-  sind.  Denn  alsdann 
wäre  /^e^]/|ff?  mithin 

^2.^li-y3<(i  +  i)  +  i, 

woraus  durch  Vergleich  ung  mit  (65)  und  mit  Beachtung  der  für  die 
92if  ^2t+i  ^^®  ^^^  zulässig  befundenen  Werte  die  sämtlichen  g^.  sich 
gleich  1,  die  sämtlichen  g^^^i  sich  gleich  3  ergäben.     Somit  würde 

lo  =  l  +  -V,     3|o^  -  3|o  -  1  =  0, 

3  +  -, 

So 

d.  h.  die  Form  Ä'Y^  +  2JBYZ  +  Ä' Z^  proportional  mit 

3  r^  -  3  rz  -  z\ 

und  man  fände  aus  dem  Werte  —  a  ihrer  Determinante 


ÄY^  +  2BYZ  +  Ä'Z''  =  -]/-^(3  ^2  -  3  YZ-Z^). 
Somit  nähme  die  Formel  {^&2)  die  Gestalt  an: 
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f 
wonach  —  für  die  Wertesysteme 

bzw.  die  Werte 

r  "^  ¥  "^  'T';  "^  r  21^^ 

erhielte.  Demzufolge  wären,  da  —  absolut  >  1  sein  muß^ 

'a'  a     '     a  ^  ^     a     ^      a    ^ 

wie  immer  die  ganze  Zahl  x  auch  gewählt  werde,  absolut  nicht  kleiner  als 


Andererseits  könnte  man  ganze  Zahlen  Xq,  x^,  x^  für  x  so  wählen,  daß 
jene  Ausdrücke  absolut  kleiner  als  -|  ausfallen ;  man  dürfte  daher  setzen: 


^i-^  +  ^^^id--^!)'  *^  +  ¥  +  ^  =  ^^(-i--^2)' 

wenn  unter  Sq^  s^,  s^  Einheiten,  unter  Öq,  d^,  d^  Werte  zwischen  0 
und  0,01  verstanden  werden;  aus  diesen  Gleichungen  ginge  jedoch  die 
folgende  hervor: 

5Xq—  x^—x^=    ^0  -^^1  -  ^2  __  5^^^^  +  ^1^1  +  ^2*2; 

in  welcher  links  eine  ganze  Zahl,  rechts  aber  offenbar  keine  solche 
steht,  welche  also  unmöglich  ist  und  die  gemachte  Annahme  als  un- 
zulässig erweist. 

17.  Von  den  denkbaren  Fällen  bleiben  also  nur  noch  zwei 
weiter  zu  untersuchen:  entweder  sind  sämtliche  ^i^Yj,  oder 
unter  ihnen  kommt  ein  Wert  ^,  =  ]/|^  vor. 

Im  ersten  dieser  Fälle  bestehen  die  Gleichungen 

woraus 

?0  =  ^-U       l2  =  % 

hervorgehen.  Demzufolge  müssen  die  sämtlichen  Zahlen  ^j^  einander 
gleich  sein,  ebenso  müssen  die  sämtlichen  Zahlen  ^4^.|.i  unter  sich  und 
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die  sämtlichen  Zahlen  ^4,4.3  untereinander  gleich  sein.  Es  bieten  sich 
nunmehr  nach  Ende  Yon  Nr.  15  nur  zwei  Möglichkeiten  dar: 
entweder  sind  alle  g^.  gleich  2  oder  alle  gleich  1. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  alle  g^.  seien  gleich  2.  Dann  kann 
keine  der  Zahlen  ^2^  +1  =  1  ^^i^?  ^^  sonst 

^n  >(^  +  -^\  +  -^  >  2,772 


der  ersten  der  Ungleichheiten  (68)  zuwider  gefunden  würde;  auch 
können  nicht  alle,  ebenso  wie  die  g^^,  gleich  2  sein,  weil  sonst  wieder 

K,,  =  S(2;  2,  2,  .  .  .)  +  ß(0;  2,  2,  ...)==  2  •  ]/^  >  2,772 

wäre;  demnach  muß  eine  der  Zahlen  ^2 i+i  "^^^  somit  entweder  alle 
Zahlen  g^^^i  oder  alle  Zahlen  ^^^.^3  gleich  3  sein.  Diesen  Umständen 
entsprechend  können  nur  folgende  Entwicklungen  für  |q  bestehen: 

2.  lo  =  t(2;  2,  2,  3,  y 

3.  lo  =  «(2;  3,  2,  2,  g«), 

je  nachdem  c/^  +  i  ==  (/4,_i  =  3;  g^^^^  =  2,  g^._^  =  3;  g^^_^^  =  3, 
gii_i  =  2  ist.    Bei  der  ersten  findet  sich~ 

3y-6|o-2  =  0, 
also  |o=  1  +1/1,  ferner  Zo=  2]/|,  mithin  nach  (67) 

die  Form 

j.'rä  +  25r.z'  + j."Z2 

wird  proportional  mit 

3Y^-6YZ-2Z% 
und  da  ihre  Determinante  —  a  ist, 

Ä' T'  +  2BYZ  +  A"Z^  =  ")/=^ (3  r^ -  6 r^  -  2Z^). 

Hiermit  geht  die  Formel  (62)  in  die  folgende  über: 

l  =  (^  +  ¥2'  +  T^)+Ä(22'^-62/^-3A 

und  dieser  Ausdruck  nimmt  für  die  Wertesysteme 

y  =  0,     ^=1;     i/  =  3,     ^  =  1;     y^l,     ^  =  0 
bzw.  die  Werte  an 

/    .   2)'\2     5      {       'h'      wy     5      /     ,  r\2     5 


528    Sedazehntes  Kap.  Die  unbest.  quadatr.  Formen  m.  mehr  als  zwei  Unbesi 
bestimmt  man  aber  die  ganzen  Zahlen  Xq,  x^,  x^  ho,  daß 


1  = 


^o  +  ~ 


1 


V    ,  U" 


^1;      -^<    ^l  +  ^+^^l^       0< 


x.-\ — 


wird^  so  ergibt  sich  für  sie  wenigstens  einer  jener  drei  Werte,  d.i.  —  was 
nicht  sein  darf  —  —  kleiner  als  1,  da  entö^egens-esetztenfalls ~ 

und  dann  —  scanze  Zahlen  würden,  während  —  sich  von  einer 
ganzen  Zahl  um  eine  Größe  d  unterschiede,  die  zwischen  |-  und 
y^  läge,  und  somit  3^  eine  ganze  Zahl  und  zwischen  ^2  ^^^^ 
3  •  y\  <  2  enthalten  sein  würde.  Durch  diesen  Widerspruch  ist  die 
Entwicklung  1.  als  unzulässig  erwiesen,  und  in  ganz  ähnlicher  Weise 
zeigt  sich  auch  die  ünzulässigkeit  der  Entwicklungen  2.  und  3. 

Da  also  die  Zahlen  ^^t  nicht  alle  gleich  2  sein  können, 
fragt  es  sich  noch,  ob  sie  sämtlich  gleich  1  sein  können.  Je 
nachdem  dann  die  Zahlen  ,(74^.  ^^  den  gleichen  Wert  haben  wie  die 
Zahlen  .^^^-^s  oder  nicht,  gibt  es  wie  im  vorigen  Falle  mehrere  mög- 
liche Entwicklungen  für  |q,  die  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie 
dort  sich  sämtlich  als  unzulässig  erweisen  bis  auf  die  eine: 

'Cq  ==  ^(1;  1,  1,  2,  §q), 

welche  dem  Falle  g^i^  1?  ^4t  +  i  =  1;  ^4t+3  =  ^  entspricht.  Für  sie  wird 
5|o'-6go-3  =  0, 

also^Q^"^^- — ,  ferner  K^^--^ —  und  nach  (67)  --  a  =y  y'^ 
die  Form  A  Y^  +  2BYZ  +  Ä' Z^  wird  proportional  mit 

bY^-^YZ~?,Z^ 
und,  da  ihre  Determinante  —  a  ist,  wird 

ÄY^^2BYZ'\-Ä'Z^  =  ~]/~^~{hY^-'^YZ~ZZ^), 
also 

Dieser  Ausdruck  nimmt  für  ^  =  1,  ^  ==  0  bzw.  y  =  ^j  0=1  die  Werte 


^n  und  würde,  was  nicht  sein  darf,  durch  passende  Wahl  der  ganzen 

Zahl  X  absolut  kleiner  als  1,  wenn  einer  der  Werte h  ^  ? \--7r 

Ton  einer  ganzen  Zahl  yerschieden  wäre.    Setzt  man  dagegen,  unter 
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m,  n  ganze  Zahlen  verstehend^ [-— -  =  ^^ 1-— -  =  ^  und  x  für 

■X  -f-  my  +  n^,  so  wird 

==  x^  -\-  y^  —  z^  —  y z  —  zx  —  xy 

^{x- zf  +  {y- 0f  -{x-0){y-z)-  2z', 

eine  Form,  welche  offenbar  äquivalent  ist  mit 
x^  +  y^  —  xy  —  2^1 

Die  Form  f  gehört  alsdann  zu  der  durch  die  Form 

(69)  - 1/|  {x^  +  y^-xy-  2z^) 

repräsentierten  Klasse. 

18.  Noch  ist  endlich  denkbar,   daß  für  einen  bestimmten 
Wert  von  i 


|[i.  =]/|-,      also     a^—y- 


2 


werde.  Dann  ist  die  binäre  ¥orm  ax^ -{- 2Vxz -^  a" z^  äquivalent 
mit  der  Form 

-  a(/^2  _  2xz  ~z^)^-  a{{x  -  zf  -  2z^) 

oder  auch  mit  der  Form  —  a(x^  —  2z^\  in  welche  sie  durch  eine  uni- 
modulare  Substitution  übergeht.  Demnach  geht  /'durch  dieselbe  Sub- 
stitution in  eine  äquivalente  Form  von  der  Gestalt 

f  =.  -.  a{x^  -  2z^)  +  2ßyz  +  2ß'xy  +  ay^ 

über,  in  welcher  jetzt  der  erste  Koeffizient  —  a  statt  a,  also  positiv 
ist.  Auf  jdiese  Form  nun  kann  man  die  Ergebnisse  von  Nr.  14  an- 
wenden: die  Formen 

-  a{x^  -  2z^),     ~  ax^  +  2ß'xy  +  ay^ 

haben  bzw.  die  Determinanten 

2a\     ß'^  +  aa; 

da  nun  ^^^^  absolut "^ gleich  l/J_  ist    und  von  Formen  abgesehen 

|/2a2  -^  V    2  _ 

wird,  deren  Minimalwert  kleiner  als  l/y  ist,  so  muß  die  Form 
—  ax^  +  2ß'xy  +  ay^  entweder  mit  der  Form 

-  a{x^  —  xy-  y^) 
oder  mit  der  Form 

-  a{x^  —  2xy  —  t/^)  =  —  a{{x  -  yf  -  2y^), 
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530  Sechzehntes  Kap.  Die  nnbest.  quadrat.  Formen  m.  mehr  als  zwei  Unbest, 
also  aucli  mit  der  Form 

äquivalent  sein. 

Im  ersten  Falle  kann in  die  Gestalt 

—  a 

x^  —  xy  —  y^  —  20^  +  2gy2 

übergeführt  werden^),  wobei  g  positiv  gedacht  werden  kann^  und  —  da 
die  Determinante  dieser  Form  gleich 1  sein  muß  —  durch  die 

Beziehung 

(70)  -a\^-g')^l 

mit  a  verknüpft  ist.  Die  Werte,  in  welche  dieser  Ausdruck  über- 
geht, wenn  man  x=lyy=^z=--l  bzw.  x^3,  y  =  -^lj0==— 1 

setzt,  nämlich  i    ,   «         o       o 

'  -l  +  2g,     S~2g 

dürfen  absolut  nicht  kleiner  sein  als  1;  da  nun  wegen  (70)  g<y^^ 
also  3  —  2^  >  —  1  ist,  muß  sogar  3  ■—  2^  ^  +  1,  d.  h.  ^  ^  1  sein, 
weshalb  —  1  -\-  2g  nur  dann  absolut  >  1  wird,  weun  entweder  ^  =  0 
oder  ^  ==  1  ist.  Für  letzteren  Wert  wird  wegen  (70) 

und  f  nimmt  die  Gestalt  an: 

yi{x'-xy~y'^2z'  +  2yz) 

--Vi  (y'  -  y(20  ^x)  +  {20  ^xf-2{0-  xf), 

ist  also  äquivalent  mit  der  schon  erhaltenen  Form  (69),  in  deren 
Klasse  daher  auch  die  Form  f  gehört.  —  Für  g  =  0  aber  findet  sich 

also  /"  als  die  Form 

(71)  \/J(x^^xy-y'-20'), 

und  die  Form  f  gehört  zu  der  Klasse,  welche  durch  sie  repräsen- 
tiert ist. 


1)  Hier  scheint  mir  Mark  off  s  Betrachtung  nicht  einwandfrei.    Denn  zwar 
geht  —  ax^  -{-  2ß'xy  +  «'2/*  durch  eine  Substitution  x  =  x'  -\-  ly\  y  =  y  mit 

X==— ^ in    die    ihr   äquivalente   Form    ^a{x^~xy^y^)   und    damit 

f 

— —  in  die  angegebene  Gestalt  über,   da  aber  %  nicht  ganz  zu  sein  braucht, 
—  (i 

entsprechen  sich  nicht  notwendig  ganzzahlige  Werte  der  früheren  und  der 
neuen  Unbestimmten. 
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f 

Im  zweiten  der  eben  unterschiedenen  Fälle  läßt  sich  in  die 

~  a 

Gestalt  ^2  _  2^2  _  2^2  ^  ^gyz 

überführen^),  in  welcher  die  positive  Größe  ^  jetzt  durch  die  Gleichung 

(70a)  __a3(4_6/2)==l 

bestimmt  ist.  Da  nun  jene  Form  iüx  x  =  y  =  z  =1  gleich 

-3  +  2^ 

wird  und  absolut  nicht  kleiner  sein  darf  als  1,  so  kann^,  welches 
zufolge  (70  a)  kleiner  ist  als  2^  nicht  größer  sein  als  1,  ist  aber,  zu- 
folge (70  a)  und  da  —  a  ^  /y  ist,  gleich  oder  größer  als  1  und  muß 
daher  gleich  1  sein.  Daraus  geht  dann  —  a  =]/|-  und  für  f  der 
Ausdruck  «  ^ 

)4(r^2_2^2_2^2_^2//'^) 
=  -  f|((2/  +  ^  +  ^)'  +  (t/  -  2^  -  xf  -  ?>{x  +  zf) 
hervor;  dieser  ist  äquivalent  mit  der  Form 

und  f  gehört  zu  der  Klasse,  welche  diese  repräsentiert. 

Hiermit  ist  aber  der  Beweis  des  Satzes  in  Nr.  14  erbracht. 


1)  Hier  gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  zuvor. 
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meiner Formen  I  448. 

Hauptreste  I  448. 

Hauptwurzeln  einer  algebraischen  Glei- 
chung II  453. 

Hebung  von  Parallelogramm  selten  1138. 

Hermites  Fundament  aisatz  über  den 
kleinsten  Wert  einer  positiven  qua- 
dratischen Form  mit  n  Unbestimm- 
ten Il255fF.,  270fP.;  H.'s  Satz  über 
die  Vertan schbarkeit  von  Transfor- 
mationen 1108;  Hermitesche  Re- 
duzierte, siehe  Reduktion. 

Hurwitzsche  symmetrische  Gleichung 
II 125. 

Hyperbeln,  die  quadratischen  Formen 
positiver  Determinanten  zugeordnet 
sind  II 151. 

Hyperbolischer  Abstand  zweier  Punkte 
Hlöi. 

Hyperbolischer  Winkel  eines  Gitter- 
punktes 11 161. 

Ideale  II  392. 

Invarianten  von  Formen  I  44,  850, 
II 379. 

Irrationalzahlen,  Annäherung  nach 
BorelIl61ff.;nachHurwitzIl59fi*.; 
Lagrange  II  53  ff.;  nach  Min- 
kowskill  65ff.;  nach  Hurwitz  und 
Minkowski II  lOOff.;  nach  Remak 
]l66ff.;nachTschebischeffIl63ff.; 
quadratische  Irrationelle  II 95,  408  ff. ; 
Tripel  nicht  quadratischer  Irrationel- 
len II  418;  arithmetische  Charakteri- 
sierung einer  Irrationellen  ^ten  Gra- 
des II 470  ff. 

Irreduktibilität  einer  homogenen  gan- 
zen Funktion  von  n  Unbestimmten 
11  379  ff. ;  der  charakteristischen  Glei- 
chung eines  Kettenbruchalgorithmus 
II 454  ff. 

J ac ob i,  Primzahlsatz  II 391;  Jacobi- 
Ketten  11438;  Jacobisches  Symbol 
1120. 

Jordanscher  Satz  II  337,  348. 


Kammer  eines  Gebietes  II  282. 

Kante  eines  Gebietes  11  244,  289. 

Kantenform  II  290. 

Kegel  als  reduziertes  Gebiet  11290. 

Ketten  äquivalenter  reduzierter  For- 
men II  14ff. ,  desgl.  nach  Gauß 
ll87ff.;  periodische  Ketten  II  16f, 
93ff. ;  Kette  der  äußersten  Parallelo- 
gramme II  40;  vollkommene  Ketten 
II  94;  Ketten  von  Jacob i  11438;  von 
Minkowski  II470. 

Kettenbrüche  zur  näherungsweisen  Lö- 
sung der  diophantischen  Gleichung 
ax^ly  =  0  II47ff. ;  Fuetersche 
Kettenbrüche  II  106;  Hurwitzsche 
Kettenbrüche  1.  und  2.  Art  II 104; 
normale  Kettenbrüche  II  48. 

Kettenbruchalgorithmus  II 4 3 f.;  allge- 
meiner II  436 ff.;  regelmäßiger  II 
448  ff. 

Klassen  äquivalenter  Gebiete  JI311; 
von  ternären  Formen  mit  gemein- 
samer Determinante  I  43;  ambige 
I  112;  Klassen  allgemeiner  Formen 
I  424. 

Koeffizienten  einer  Form,  kommen- 
surable 11 16,  veränderliche  von  Her- 
mite II  14;  Koeffiziententripel  als 
Repräsentant  einer  Form  115. 

Komposition  der  quadratischen  Formen 
ni64ff. 

Kommutativität,  deren  Fehlen  bei  der 
Multiplikation  bilinearer  Formen 
1283. 

Kongruenz       zweier       Formenklassen 

I  516ff.,  530f. ;  von  ^-dimensionalen 
Parallelepipeden  II  274;  lineare  Kon- 
gruenzen I  851  ff.;  Kongruenzen  von 
Stephen  Smith  I54ff. 

Konvergenz,  unbedingte  eines  Algorith- 
mus il  441. 

Koordinaten,  trimetrische  zur  geome- 
trischen Darstellung  einer  Form  II  5; 
Beziehungen  zwischen  trimetrischen 
und  rechtwinkligen  Koordinaten  II 20. 

Kreislinien,  quadratischen  Formen  mit 
negativer   Determinante   zugeordnet 

II  151. 

Kreispolaren,  siehe  Formen. 
Kreisteilungsgleichung  II  391. 
Kreuzungspunkte  II  504. 
Kristall  ographische     Anwendung     der 

Theorie  der  ternären   quadratischen 

Formen  II  185  ff. 

Lagrangesche  Gleichung  I  14. 
Lemma  von  Gauß  I  55 ff. 
Linearformen,  einem  Gitterpunkte  zu- 
geordnete II 30,  140 ff.;  Minkowskis 
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Sätze  über  Linearformen  Il236fF.; 
weitere  Sätze  II  247  ff. ;  Linearformen 
mit  n  Unbekannten  I  288 ff. 

Markoffsche  Zahlen  11125. 

Maß  einer  Form  II  858;  einer  Form 
aus  n  Quadratzahlen  I  597;  einer 
Formenklasse  1134;  eines  G-eschlechts 
I  135. 

Minima- Form  einer  Klasse  II  265. 

Minimaldarstellung  (mod  2)  II  332. 

Minimalformen  von  Schur  II  140. 

Minkowski,  Definition  des  Ge- 
schlechts   einer    allgemeinen    Form 

I  478,  516 ff.;  Grundsatz  für  ebene 
Gitter  II  33 ;  für  Raumgitter  II 197  ff. ; 
in  allgemeinster  Fassung  II  236; 
Minkowski- Ketten  II  470;  Satz 
über  die  Zerlegung  rationaler  Trans- 
formationen I  36 9 f.;  Sätze  über  Li- 
nearformen II  236  ff. 

Modul  II  30;  Beziehungen  zu  Punkt- 
gittern II  140  ff. ;  Modulus  einer  li- 
nearen Substitution  I  14,  280. 

Multiplikation  bilinearer  Formen  I  283 ; 
siehe  auch  Produkt. 

Multiplikationssatz  der  Determinanten- 
theorie I  276. 

Näherungsbrüche  eines  Kettenbruches 

II  49  ff. ;  sukzessive  II  446 ;  Umgebung 
eines  Näherungsbruches  II  6  2  ff. 

Nebennäherungsbrüche  II  52. 
Netzpunkte  I  181,  II  30. 
Niedrigste  Formen  einer  Klasse  II 278. 
Norm  einer  algebraischen  Zahl  II  386 ; 

eines  Ideals  II  394. 
Normalfigur  für  Punktgitter  II  175. 
Normalteiler  einer  Gruppe  II  340. 
Nullformen  I  11. 

Oberflächenstück  eines  >i-dimensionalen 

Raumteils  II  227. 
Ordnung  primitiver  Formen  II  40  ff. 
Orientierung  von  Parallelgittern  II 173 f. 

Parallelebenen,  -^i-dimensionale  II  226. 

Parallelepiped  im  ?i-dimensionalen 
Baume  II  228. 

Parallelgitter,  ebene II  32, 140 ff.;  deren 
Orientierung  II  173  f.;  räumliche 
II  177. 

Parallelkettenbruch  II  103. 

Paralleloeder  II  334;  primitive  II  335, 

Parallelogramme,  freie  II  34;  äußerste 
II  34;  Kette  der  äußersten  Paral- 
lelogramme II  40. 

Parallelogrammseiten,  Heben  und  Sen- 
ken dieser  II  38. 

Pellsche  Gleichung  I  102 ff.,  234ff,, 
II  96 f.,  157  f. 


Periodizität     von    Ketten    reduzierter 

Formen,  siehe  Ketten. 
Poincare,  siehe  unter  Geschlecht. 
Polygonalzahlen  I  155. 
Primsystem  I  307. 
Primzahlsatz  von  Jacobi  II  391. 
Produkt    zweier   Formen   II  168;    von 

Vektoren  II 183 ;  desgl.  im  ^-dimen- 

sionalen  Räume  II  271. 
Punkt     im    n-dimensionalen     Räume 

II  226. 
Punktepaar  eines  Sfcrahlkörpers  II  236. 
Punktgitter,  ebene  II  32,  140 ff.;  einem 

eingelagerten      Gitter      angepaßtes 

Punktgitter  II 143 ;  räumliche  Pankt- 

gitter  II 177;  reduzierte  Gestalt  eines 

Punktgitters  II  144. 

Eandformen  11  280. 

Raum,  ^-dimensionaler  II  224;  redu- 
zierter II  10. 

Raumgitter  II  175;  analytische  Defini- 
tion II  176;  einem  Punktgitter  an- 
gepaßtes Raumgitter  11  178;  n-di- 
mensionales  11  229. 

Reduktion  von  Formen  II 1 ;  nach  D  i  - 
richletll86;  nach  Gauß  I  44ff., 
Il85ff.,  191,  255;  nach  Hermite 
II  14,  26,  194,  258,  278,  350 ff.;  nach 
Lagrange  II  2,  55,  81,  161,  317; 
nach  Minkowski  II  279;  nach 
Seeber  II  192;  nach  Selling  II  80, 
316;  nach  Yorono'i  II  311;  —  kon- 
tinuierliche Reduktion  II  27 ;  Reduk- 
tion von  Zahlensystemen  I  294 ff., 
307 ff.;  —  reduziertes  Gitter  II  180; 
reduzierter  Raum  II  10,  277;  redu- 
ziertes Wertepaar  II  105. 

Rejpräsentant  einer  Form  II  5. 

Reproduktion  der  quaternären  quadra- 
tischen Form  ^^-j-  f{x^  x,  x")  durch 
Multiplikation  I  12. 

Restklassen  II  332. 

Reziproke  einer  ternären  Form  I  41, 
II  365;  einer  allgemeinen  Form  I  429. 

Reziprozitätsgesetz  der  quadratischen 
Reste  I  66;  Grundlagen  für  Gauß' 
zweiten  Beweis  1 115 ff.;  für  den  Be- 
weis von  Legendre  I  220f. 

Seeb ersehe  Reduzierte,  siehe  Reduk- 
tion. 

Seitenform  II  351. 

Sellingsches  Formentripel  II  80 ff. 

Senken  von  Parallelogrammseiten  II  38. 

Simultancharakter  ternärer  Formen 
II  68;  allgemeiner  Formen  I  472. 

Smith,  siehe  Kongruenz. 

Spaltungspunkt  11  503. 
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Spanne  eines  Punktes  von  einem  an- 
deren II  224. 

Stamm  einer  Form  II  413,  421. 

Strahldistanzen    II  199;    einhellige  II 

P199;  M-dimensionale  II  225. 

Strahlkörper  II  235.: 

Stufen  des  Raumes  II  234. 

Subdeterminante  I  305.  i 

Substitutionen,  automorphe  II  96,  siehe 
auch  Cayley;  lineare  I  14;  deren 
Umkehrung  I  16;  reduzierte  I  164; 
transponierte  I  16. 

Superdeterminante  I  305. 

Supplementcharakter  T  456  ff. 

Teiler,  quadratischer  der  Determinante 
einer  Form  I  40f.;  reziproker  1145; 
Teiler  einer  Gruppe  II  340;  eines 
Moduls  II 30 ;  trinärer  Teiler  der  Form 
t^  -\-Du^  I  143. 

Trägheitsgesetz  der  quadratischen  For- 
men I  417  ff. 

Trägheitsindex  I  421. 

Transformationen  einer  Form  in  sich 
selbst  I  18ff.,  89ff.;  deren  Anzahl 
t{f)  II  336;  ~  singulare  I  100;  Yer- 
tauschbarkeit  zweier  Transformatio- 
nen Il03ff.;  Hermites  Sätze  dar- 
über I  108;  Zusammensetzung  von 
Transformationen  I  35. 

Trausformationsrelationen  I  392. 

Transformationszahlen  I  175. 

Trigonalzahlen  I  149,  155. 

Trimetrische Koordinaten, siehe  Koordi- 
naten. 

Umrißpolygon  II  51. 

Unter determinante,  reguläre  I  312. 


Yariierte  einer  Form  II  415. 

Yertauschbarkeit  zweier  Systeme  a,  h 
I  284ff. 

Yoiumen  eines  ^-dimensionalen  Raum- 
teils II  227. 

Yorono'is  Paralleloeder,  siehe  Paral- 
leloeder. 

Yorperiode  eines  periodischen  Algorith- 
mus II  450. 

Wände  eines  Gebietes  II  249,  einfache 
■und  mehrfache  11  302. 

Weierstraß,  Satz  über  Scharen  bi- 
linearer Formen  I  378. 

Winkel,  hyperbolischer  II  161. 

Würfel,  ^-dimensionaler  II  226. 

Wurzeln  einer  Form  II  3 ;  gleichzeitige 
Rationalität  der  Wurzeln  II  8  ff. 

Zahlengeometrisches  Abbild  einer  qua- 
dratischen Form  mit  n  Unbestimm- 
ten II  273. 

Zahlenkörper,  quadratischer  II  156; 
konjugierte      Zahlenkörper     II  384; 

Galois scher  Körper  II  401. 

Zahlenmodul,  siehe  Modul. 

Zahlensysteme,  ähnliche  I  385;  anti- 
symmetrische  1399;  komplementäre 
I  331;  rechteckige  I  289. 

Zerlegbarkeit  der  quadratischen  For- 
men II  379. 

Zusammensetzung  bilinearer  Formen 
I  282 ;  binärer  quadratischer  Formen 
I  111  ff.;  zweier  Gitter  II 165;  zweier 
Transformationen  I  35 ;  rechteckiger 
Zahlensysteme  mit  quadratischen 
I  290  f. 


Die  angegebenen  Grundpreise  sind  mit  d.  Schlüsselzahl  d.  Börsenvereins  zu  vervielfältigen. 


Werke  zur  Zahlentheorie 


Von  dem  vorliegenden  Werke  sind  früher  folgende  Teile  erschienen: 
Zahlentheorie.  Von  weil.  Prof.  Dr.  F.  Bachmann  in  Weimar.  Versuch  einer 
Gesamtdarstellung  dieser  Wissenschaft  in  ihren  Hauptteilen. 

1.  Teil:  Die  Elemente  der  Zahlentheorie.  [XII  u.  264  S.]  gr.  8.  Neudruck 
19 IG.  Geh.  M.  4.30,  geb.  M.  5.80.  II.  Teil:  Die  analytische  Zahlentheorie. 
[XVI  u.  494  S.]  gr.  8.  Neudruck  1921.  Geh.  M.  9.30,  geb.  M.  10.80.  III.  Teil: 
Die  Lehre  von  der  Kreisteilung  und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlentheorie. 
2.,  unv.Aufl.  [XII  u.  299  S.]  gr.  8.  1921.  Geh.  M.  4.50,  geb.  M.  6.—.  IV.Teil: 
Die  Arithmetik  der  quadrat.  Formen.  I.Abt.  [XVI  u.  668  S.]  gr.  8.  1898.  Geh. 
M.  12.50,  geb.  M.  14.40.  V.Teil:  Allgemeine  Arithmetik  der  Zahlenkörper. 
[XXII  u.  548  S.]  gr.8.  1905.  Geh.  M.  11.50,  geb.  M.  13.50. 

Das  Werk  ist  bestimmt,  in  Einzeldarstellungen  Bilder  der  einzelnen  Hauptgebiete  der 
Zahlentlieorie  zu  entwerfen,  —  sie  in  ihrem  wesentlichen  Inhalte  und  ihren  charakteristischen 
Zügen  zu  zeichnen  und  so  von  den  hauptsächlichsten  Forschungen,  durch  welche  sie  gewonnen 
worden  sind,  Kenntnis  zu  geben  — ,  um  in  ihrer  Gesamtheit  eine  umfassende  Darstellung  des 
heutigen  Standes  dieser  Wissenschaft  zu  liefern. 

Niedere  Zahlentheorie.  Von  weil.  Prof.  Dr.  P.  Bachmann  m  Weimar. 
(TmL  10,  I  u.  2.)  I.Teil.  [X  u.  402  S.]  gr.  8.  1902.  Geh.  M.  5.90,  geb.  M.  7.70. 
IL  Teil.   [X  u.  480  S.]    gr.  8.    1910.    Geh.  M.  7.30,  geb.  M.  9.10 

„Als  besonders  lobenswert  fällt  die  klare  und  scharfe,  durchaus  mustergültige  Darstellung 
auf.  Die  eigenartige  Behandlung  der  Probleme  wie  die  strenge  Systematik  lassen  das  Werk 
allezeit  interessant  und  meisterhaft  erscheinen.  Der  erste  Teil  behandelt  die  Theorie  der 
multiplikativen  Zusammensetzung  der  ganzen  Zahlen,  der  zweite  ist  der  sogenannten  additiven 
Zahlentheorie  gewidmet."  (Allgemeines  Literaturblatt.) 

Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.  Von  Geh.  Hofrat 
Dr.  A.  Pringsheim,  Prof.  a,  d.  Univ.  München.  2  Bde.  I.Bd.  I.Abt.  Reelle  Zahlen 
und  Zahlenfolgen.  2.  Aufl.  [XII  u.  292  S.]  gr.  8.  1923.  Geh.  M.  6.—,  geb. M.  6.90. 
II.  Abt.  Unendliche  Reihen  m.  reellen  GHedern.  [VIII  u.  5 1 4  S.]  gr.  8.  (TmL  40,  i .) 
1916.  Geh.  M.  4.60,  geb.  M.  5.30.  III.  Abteilung.  Komplexe  Zahlen,  Reihen 
mit  komplexen  Gliedern,  unendliche  Produkte  und  Kettenbrüche.  [IX  u. 
461  S.]    gr  8.     1921.    Geh.  M.  8.90,  geb.  M.  10.30 

Diophantische  Approximationen.  Eine  Einführung  in  die  Zahlen theorie. 
Von  Dr.  H.  Minkowski,  weil.  Prof.  a.d.  Univ.  Göttingen.  Mit  82Textfig.  [VIII  u. 
236  S.]    gr.  8.    1907.    Geb.  M.  3,90 

Geometrie  der  Zahlen.VonDr.i/.Af//^/^ö2:£/j'/^/,  weil.Prof.a.d.Univ.Göttingen. 
[VIII u. 256 S.]  gr.8.   1910.  Geh. M. 4.50 

Einführung  in  die  elementare  und  analytische  Theorie  der  al- 
gebraischen Zahlen  und  der  Ideale.  Von  Dr.  E.  Landau,  Prof.  a.  d. 
Universität  Göttingen.  Miti4Textfig.  [VIIU.143S.]  gr.8.  1918.  Geh.M.2.40 
Vorlesungen  über  die  singulären  Moduln  und  die  komplexe  Multi- 
plikation der  elliptischen  Funktionen.  Von  Dr.  R,  Fueter,  Prof.  an  der 
Universität  Zürich.  [In  Vorb.  1923.] 

Die  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Anwendungen.  Von  Dr. 
R.  Fricke,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochschule  in  Braunschweig.  I.  Teil:  Die 
funktionentheoretischen  u.  analyt.  Grundlagen.  Mit  83  Textfig.  [X  u.  500  S.] 
gr.  8.  19 16.  Geh.  M.  6.50,  geb.  M.  8.—.  IL  Teil:  Die  algebraischen  Aus- 
führungen. Mit  40  Textfig.   [VIII  u.  546  S.]  gr.8.  1922.  M.  7.10,  geb.  M.  8.60 

Zahlenrechnen.  Von  Dr.  L.  von  Schrutka  Edler  von  Rechtenstamm, 
Prof.a.d.dtsch.Univ.Brünn.  [Xu.146S.J8.  1923.  (SMPhLBd.20.)  Kart.M.3.60 

Der  Begriff  der  Zahl  in  seiner  logischen  und  histor.  Entwicklung. 

Von  Prof.  Dr.  H.  Wieleitner,  Oberstudienrat  am  Realgymnasium  in  Augsburg. 

2.  Aufl.    Mit  10  Fig.  [IVu.  59S.]    8.    1918.    (MPhB  2.)    Steif  geh.  M. —.70 

Verlag  von  B.  G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 
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Die  angegebenen  Grundpreise  sind  mit  d,  Schlüsselzahl  des  Börsenvereins  zu  vervielfältigen. 


Grundlegende  mathe^natische   Werke 


Sophus  Lie,  Gesammelte  Abhandlungen.  Auf  Grund  einer  Be- 
willigung aus  dem  Norwegischen  Forschungsfonds  von  1919  mit  Unter- 
stützung der  Videnskapsselskap  zu  Kristiania  und  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig  herausgegeben  von  dem  Norwegischen  Mathematischen 
Verein  durch  Dr.  Fr.  Engel,  Prof.  an  der  Universität  Gießen  und  Dr. 
P.  Heegaard,  Prof.  an  der  Univ.  Christiania.  III.  Band:  Abhandlungen  zur 
Theorie  der  Differentialgleichungen.  Erste  Abteilung.  Hrsg.  von  Fr.  Engel. 
[XIV  u.  789  S.]  gr.8.  1922.  Kart.  M.  5.—.  Unt.  d.  Presse :  V.Band:  Transfor- 
mationsgruppen. Hrsg.  von  Ff.  Engel.  In  Vorbereitung:  Bd.  I/II:  Geo- 
metrie. Bd.  IV:  Differentialgleichung.  Bd.  VI:  Transformations- 
gruppen II.    Bd.  VII:   Nachlaß. 

Encyklopädie  der  mathemat.  Wissenschaften.  —   Neue  Hefte: 

II.  Bd.  3.  Teil.  Heft  6:  Neuere  Untersuchungen  über  Differenzengleichungen. 
Von  A^.  E.  Nörlund.  Die  neuere  Entwicklung  der  analytischen  Zahlen- 
theorie. Von  H.  B.  Bohr  und  H.  Cramer.  M.  3.80.  III.  Bd.  2.  Teil.  Heft  8 . 
Algebraische  Liniengeometrie.  Von  K.  Zindler.  M.  5. — .  III.  Band.  3.  Teil. 
Heft  6:  Neuere  Arbeiten  der  algebraischen  Invariantentheorie.  Differential- 
invarianten.  Von  R.  Weitzenböck.  M.  1.20.  V.  Bd.  3.  Teil:  Atomtheorie  des 
festen  Zustandes  (Dynamik  der  Kristallgitter.)  Von  M.  Born.  [Erscheint 
Herbst  1923.]  VI.  Bd,  2.  Teil.  A.  Heft  8:  Kometen.  Von  S.  Oppenheim. 
Beziehungen  zwischen  Kometen  und  Sternschnuppen.  Von  C.  Hoffmeister. 
Spezielle  Störungen  der  Kometen  und  Planeten,  numerische  Behandlung 
besonderer  Fälle  des  Dreikörperproblems.  Mehrfache  Fixsternsysteme.  Von 
H.  Sam,ter.  Rotation  der  Himmelskörper,  Präzession  und  Nutation  der 
starren  Erde.  Von/.  Bauschinger.  Die  Rotation  des  Mondes.  Von  F.  Hayn. 
[Erscheint  Herbst  1923.]  IV.  Bd.  2.  Teil.  B.  Heft  i:  Die  Theorie  der  Gleich- 
gewichtsfiguren der  Himmelskörper.  Von  S,  Oppenheim.  Kritik  des  New- 
tonschen  Gravitationsgesetzes.  Von  S.  Oppenheim.  Nebst  einem  Beitrag: 
Gravitation  und  Relativitätstheorie.  Von  F.  Kottier.  M.  4.40 

Die  Beziehungen  der  Mathematik  zur  Kultur  der  Gegenwart. 

Von  Geh.  Rat  Dr.,  Dr.-Ing.  h.  c.  A.  Voss,  Prof.  an  d.  Univ.  München.  In  einem 
Bande  mit  Die  Verbreitung  mathem.  Wissens  u.  mathem.  Auffassung. 

Von  Dr.  H.  E.  Timerding,  Prof.  an  der  Techn.  Hochschule  Braunschv^reig. 
[VI  u.  161  S.]    Lex.-8.    1914.    (KdGIII,  i,  A.)    Geh.  M.  2.60 

Über  die  mathematische  Erkenntnis.  Von  Geh.  Rat  Dr.,  Dr.-Ing.  h.c.^. 
Voss,  Prof.  an  der  Universität  München.  [VI  u.  148  S.]  Lex.-8.    191 4.  (KdG 

III,  I,  E.)    Geh.  M.  2.40 

Über  das  Wesen  der  Mathematik.  Von  Geh. Rat  Dr.,  Dr.-Ing.  h.  c.  Ä.  Voss, 
Prof.  a.  d.  Univ.  München.  3.,  verb.  Aufl.  [VI  u.  1 23  S.]  gr.  8. 1922.  Steif  geh.  M.  2.— 

Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  VonGeh.Hofr.Dr. 
M.  Cantor,  weil.  Prof.  an  d.  Univ.  Heidelberg.  In  4  Bänden,  gr.  8.  I.  Band: 
Von  den  ältesten  Zeiten  bis  zum  Jahre  1200  n.  Chr.  4.  Aufl.  Mit  114  Fig. 
u.  I  lithogr. Tafel.  [VI  u.  941  S.]  1922.  Geh.  M.  13.80,  geb.  M.  15.80.  II.  Band: 
Vom  Jahre  1200  bis  zum  Jahre  1668.  2.  Aufl.  In  2  Abteilungen.  Mit  190  Fig. 
[XII  u.  943  S.]  1913.  Geh.  M.  13.50,  geb.  M.  15.80.  III.  Band:  Vom  Jahre  1668 
bis  zum  Jahre  1758.  2.  Aufl.  In  3  Abteilungen.  Mit  146  Fig.  [XU.923S.]  1901. 
Geh.  M.  13.50,  geb.  M.  15.80.  IV.  Band:  Vom  Jahre  1759  bis  zum  Jahre  1799. 
Unter  Mitarbeit  von  V.  Bobynin,  A.  v.  Braunmühl,  F.  Cajori,  S.  Günther, 
V.  Kommereil,  G.  Loria,  E.  Netto,  G.  Vivanti,  C.  R.  Wallner,  herausgegeben 
von  M.  Cantor.    [Nachdruck  in  Vorb.  1923.] 
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Grundlegende  mathematische  Werke  und  Neuerscheinungen 

Über  den  Bildungswert  der  Mathematik.  Ein  Beitrag  zur  philo, 
sophischen  Pädagogik.  Von  Dr.  I>F.  Birkemeier,  Berlin.  [VI  u.  191  S.]  8. 
1923.    Geh.  M.  4.50,  geb.  M.  5.— 

Die  in  unseren  Tagen  wieder  lebhaft  gewordene  Frage  nach  dem  Bildungswert  der 
Mathematik  wird  in  diesem  Werk  in  umfassender  und  tiefgründiger  Weise  untersucht.  Nach 
Klärung  der  Begriffe:  Bildung,  Bildungswert  und  Bildsamkeit  einerseits  und  des  Wesens 
der  Mathematik  andererseits  wird  dargetan,  worin  der  Wert  der  Mathematik  für  die  Schulung 
des  Geistes  liegt  und  in  welcher  Form  die  ihr  eigenen  Bildungswerte  entfaltet  werden  können. 
Werte,  die  der  Mathematik  mit  ästhetischen  und  technisch-ökonomischen  Fächern  gemeinsam 
sind,  werden  beleuchtet  und  die  Bedeutung  der  Mathematik  für  die  allgemeine  und  berufliche 
Bildung  aufgezeigt. 

Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  Von  Dr.  L.  Bieberbach,  Prof.  an  der 
Univ.  Berlin.  Bd.  I:  Elemente  der  Funktionentheorie.  Mit  80  Fig.  im  Text. 
[VI  u.  314  S.J  gr.  8.    1921.    Geh.  M.  4.—,  geb.  M.  5.—.  Bd.  II.  [In  Vorb.  23.] 

Das  Werk  gibt  eine  für  die  Hand  der  Studierenden  bestimmte  Darstellung  der  modernen 
Funktionentheorie  komplexer  Variablen.  Der  erste  Band  behandelt  unter  Verschmelzung 
Riemannschen  und  Weierstraßischen  Geistes  die  Elemente  der  allgemeinen  und  der  speziellen 
Funktionentheorie,  der  zweite  wird  die  Auswirkung  der  Methoden  in  den  modernen  funk- 
tionentheoretischen Arbeitsgebieten  zum  Gegenstand  haben. 

Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  Von  Dr.  W.  F.  Osgood,  Prof.  an  der 
Harvard-Univ.  Cambridge,  Mass.  I.  Bd.  2.  Aufl.  Mit  158  Fig.  [XII  u.  766  S.] 
gr.  8.    1912.    Geh.  M.  10.50,  geb.  M.  12.20.    IL  Bd.    [i.  Teil  u.  d.  Pr.  1923.] 

„.  ..An  der  Hand  der  Osgoodschen  Darstellung  wird  man  verhältnismäßig  leicht  in  dies 
Gebiet  eindringen."  (Deutsche  Literaturzeitung.) 

Die  Philosoph.  Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von  Prof.  Dr.  E,  Czuber,  Prof.  an  der  Techn.  Hochschule  Wien.  (Wiss.  u. 
Hyp.  Bd.  24.)  [VIII  u.  343  S.]   8,  1923.    Geh.  M.  10.— ,  geb.  M.  10.60 

Dieses  neueWerk  des  durch  seineArbeiten  auf  dem  einschlägigen  Gebiete  bekanntenVerfassers 
ist  aus  der  Erwägung  hervorgegangen,  daß  die  Behandlung  der  Wahrscheinlichkeitslehre  die 
philosophische  Forschung  bisher  nicht  gebührend  in  Rechnung  gezogen  hat.  Sie  will  aus  den 
philosophischen  Schriften  über  Wahrscheinlichkeit  das  gewinnen,  was  für  die  mathematische 
Behandlung  des  Gegenstandes  wertvoll  ist,  dabei  auch  zu  den  von  philosophischer  Seite  ver- 
tretenen Auffassungen  Stellung  nehmen,  um  so  zu  zeigen,  vA&  beide  Richtungen  befruchtend 
aufeinander  wirken  können. 

Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  der  Theorie 
der  Beobachtungsfehler.  Von  Dr.  F,  M,  Urban,  Brunn.  Mit  6  Textfiguren. 
[VI  u.  290  S.]    gr.  8.    1923.    Geh.  M.  3.60,  geb.  M.  4.30 

Der  Verfasser  gewinnt  durch  rein  logische  Schlüsse  aus  den  Begriffen  der  Mengenlehre  ein 
geschlossenes  System  der  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  leitet  er  im  Zusammenhang  mit  dem  Bernoullischen  Satze  ab,  faßt  sie  aber  nicht  genau 
identisch  mit  der  Theorie  der  Beobachtungsfehler  auf,  wie  das  auf  Grund  der  historischen 
Entwicklung  zumeist  angenommen  wird.  Das  Werk  wird  für  die  verschiedensten  Wissensgebiete, 
in  denen  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Anwendung  findet,  von  besonderem  Interesse  sein. 

Mathematische  Bevölkerungstheorie.  Von  Hofrat  Dr.  E.  Czuber,  Prof. 
an  der  Techn.  Hochschule  Wien.  Mit  71  Fig.  im  Text.  [XVI  u.  357  S.] 
gr.  8.     1923.     Geh.  M.  16.60,  geb.  M.  18.30 

Das  Buch  kann  als  eine  Theorie  des  Bevölkerungswechsels,  angewendet  auf  ein  einheit- 
liches statistisches  Material,  bezeichnet  werden.  Dieses  wird  im  wesentlichen  aus  einer  in 
den  australischen  Staaten  nach  einem  einheitlichen  Plane  durchgeführten  Volkszählung  ge- 
wonnen. Die  mathematische  Darlegung  erstreckt  sich  auf  die  Methoden  und  die  Interpretation 
der  Resultate,  neben  ihr  tritt  die  sachliche  nicht  zurück  und  es  wird  die  Aufmerksamkeit  auf 
Fragen   gelenkt,   die   für   die  Zukunft   des  Menschengeschlechts   von   großer  Bedeutung   sind. 

Vorlesungen  tiber  algebraische  Geometrie.  Geometrie  auf  einer 
Kurve.  Riemannsche  Flächen.  Abelsche  Integrale.  Von  Dr.  Fr,  Severi,  Prof.  an 
der  Univ.  Padua.  Berecht,  dtsche.  Übersetzung  v.  Dr.  ^.Zö^^r,  Oberreg.-Rat 
im württ. Kultusminist., Stuttg.  [XVIU.408S.]  gr.8.  1921.  M.6.— , geb. M. 7.50 

Die  in  möglichst  einfacher  Darstellung  wiedergegebenen  Vorlesungen  behandeln  die 
„Geometrie  auf  einer  algebraischen  Kurve"  nach  zwei  sich  ergänzenden  Gesichtspunkten: 
einmal  nach  der  von  Brill  und  Noelter  begründeten  algebraisch -geometrischen  Methode 
und  dann  von  dem  durch  Abel  und  Riemann  begründeten  transzendenten  Standpunkt  aus. 
Dadurch  werden  sehr  wertvolle  Vergleiche  und  Vereinfachungen  erzielt. 
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Mathematische  und  physikalische  Neuerscheinungen 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  Von  Dr.  L.  Heffter,  Prof.  a.  d. 
Univ.  Freiburg  i.  B.,  und  Dr.  C.  Koehler,  Prof.  a.  d.  Univ.  Heidelberg.  I.  Bd. 
Geometrie  in  den  Grundgebilden  erster  Stufe  und  in  der  Ebene.  Mit  136  Fig. 
[XVI  u.  526  S.]  gr.  8.  1905.  Geb.  M.  13.60.  II.  Bd.  Geometrie  im  Bündel 
und  im  Raum,  Von  L.  Heften  Mit  loi  Fig.  i.  T.  [XII  u.  423  S.]  gr.  8. 
1923.    Geh.  M.  9.50,  geb.  M.  11.— 

„Das  Charakteristische  an  diesem  Buche  ist  die  frühzeitige  Einfuhrung  des  Begriffs  der 
Transformationsgruppen  und  eine  Abweichung  von  der  üblichen  Reihenfolge  insofern,  als  zuerst 
die  projektive  Gruppe,  dann  erst  ihre  Untergruppen  behandelt  werden."     (Math.-naturw.  Bl). 

Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Unter  Mit- 
wirkung von  Prof.  Dr.  A,  v.  Brill.  Neu  hrsg.  von  Dr.  K.  Kommereil,  Prof. 
an  derTechn.  Hochschule  zu  Stuttgart.  I.  Bd. :  i.  Lieferung .  Die  Elemente  und 
die  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  5.  Aufl.  Mit  48  Fig.  [X  u.  366  S.] 
gr.  8.  1922.  Geh.  M.  6,60.  2.  Lieferung:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der 
Flächen  zweiter  Ordnung.  5.  Aufl.  Mit  23  Fig.  [IV  u.  246  S.]  gr.  8.  1923.  Geh. 
M.  4.30.  Lieferung  i  u.  2  zus.  geb.  M.  12.70.  II.  Bd.:  Analytische  Geometrie 
d.  Kurv.  i.  Räume  d.  Strahlensysteme  u.  d.  algebr.  Flächen  4.  Aufl.  [U.  d.  Pr.  23.] 

Das  Relativitätsprinzip.  Von  Prof.  Dr.  H.  A,  Lorentz,  Kurator  d.  phys, 
Laborat.  in  Haarlem,  Dr.  A.  Einstein,  Prof.  a.  d.  Univ.  Berlin  u.  Dr.  H, 
Minkowski,  weil.  Prof.  a.  d.  Univ.  Göttingen.  Eine  Sammlung  v.  Abhandl. 
mit  einem  Beitrag  von  Dr.  H.  Weyl,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  Zürich ,  u. 
Anmerk.  v.  Geh.  Hofrat  Dr.  A.  Sommerfeld,  Prof.  a.  d.  Univ.  München.  Vorwort 
V.  Dr.  O.  Blumenthal,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  Aachen.  4.,  verb.  Aufl.  1922. 
[IVU.159S.]  gr.8.  (Fortschr.dermath.Wissensch.,H.2.)  M,  1.80,  geb.  M.  2.70 
Relativitätstheorie.  Von  Dr.  W,  Pauli  ]\xn..  am  phys.  Institut  Göttingen. 
Sonderabdruck  aus  der  Enzyklopädie  der  Math.  Wissenschaften.  Mit  einem 
Vorwort  von  Geh.  Hofrat  Dr.  A.  Sommerfeld,  Prof.  a,  d.  Univ.  München.  [IV 
u,  236  S.]    gr.  8.     1921.    Geh.  M.  2.60,  geb.  M.  3.80 

Relativitätstheorie  und  Erkenntnislehre.    Von    Dr.  /.  Wintemitz,' 
Prof.  an  der  deutschen  Universität  Prag.  Mit  6  Fig.  [VIII  u.  230  S.]  8.  1923. 
(WuH  Bd.  23.)    Geh.  M.  3.50,  geb.  M.  4.60 

Der  erste  Versuch,  den  ganzen  mit  der  Relativitätstheorie  zusammenhängenden  philo- 
sophischen Prohlemkreis  systematisch  darzustellen.  Das  Pmch  setzt  weder  auf  dem  Gebiet 
der  Physik,  noch  auf  dem  der  Philosophie  besondere  Fachkenntnisse  voraus.  Es  erscheint 
deshalb  besonders  geeignet,  das  Verständnis  für  die  allgemein  weltanschauliche  Bedeutung 
der  Relativitätstheorie  zu  verbreiten  und  zu  vertiefen. 

Atomtheorie  des  festen  Zustandes.  (Dynamik  der  Kristallgitter.)  Von 
Dr.  M.  Born  Prof.  an  der  Univ.  Göttingen.  (Fortschr.  d.  math.  Wissensch. 
Bd.  4.)  2.  Aufl.  Mit  13  Fig.  i.  Text  u.  i  Tafel.  [VI,  527—789  S.]  gr.8.  1923. 
Geh.  M.  3.70,  geb.  M.  4.30 

Die  Neuauflage  ist  eine  Sonderausgabe  des  Beitrages,  den  der  Verfasser  für  die  Kncyklo- 
pädie  der  mathematischen  Wissenschaften  geschrieben  hat.  Durch  die  Knappheit  der  Dar- 
stellung wird  eine  Vollständigkeit  in  der  Behandlung  aller  wichtigen  Eigenschaften  der 
Kristalle  vom  Standpunkte  der  Gittertheorie  und  in  den  Literaturangaben  geboten.  Gegenüber 
der  vorigen  bringt  die  vorliegende  Autlage  vieles  Neue.  Die  Brauchbarkeit  der  entwickelten 
Methoden  wird  durch  die  Anwendungen  auf  chemische  und  physikalische  Vorgänge  bewiesen. 

Bewegungen  und  Umlegungen  der  Ebene  bei  projektiver  Maß- 
bestimmung.  Untersuchungen  zur  nichteuklidischen  Geometrie.  Von 
Dr.  F.  Kölmel,  Prof.  a.  staatl.  Gymnasium  in  Baden-Baden.  Mit  5  Fig. 
[VII  u.  99  S.]    8.    1900.    Geh.  M.  1.25 

Ionen  und  Elektronen.  Von  Dr.  H.  Greinacher,  Prof.  a.  d.  Universität 
Zürich.  (Abhandlungen  und  Vorträge  a.  d.  Gebiete  d.  Mathematik,  Natur- 
wissenschaft und  Technik  Heft  9.)    [U.  d.  Pr.  1923.] 
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